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DK 539,3
Kompatibilitetni pogoji in

DRAGOS

Ulvod

Preprosta geometrijska presoja kaZe, da speci-
fitne deformacije ne morejo biti neodvisne med
seboj. Ce si namre¢ mislimo, da je bilo telo pred
deformiranjem razdeljeno na elementarne kocke,
se bodo te — pod ulinkom zunanje obremenitve —
deformirale v razliéne paralelepipede, ki sestavljajo
neprekinjeno celote deformiranega telesa. To po-
meni, da se posamezne elementarne kocke ne mo-
rejo deformirati neodvisno druga od druge, temved
morajo njihove specififne deformacije zadostiti
dolodenim pogojem, ki zagotavljajo medsebojno
tesno prileganje po deformiranju nastalih para-
lelepipedov — podobno kakor pri mozaiku. To so
pogoji za peometritno skladnost specifitnih defor-
macij, ki jih v mehaniki deformabilnih teles
imenujemo =kompatibilitetne pogojes.

V nadaljinjemn bomo izoblikovali matematiéno
formulacijo teh pogojev, ki je sicer dobro znana,
feprav v domadi literaturi, po navadi pa tudi v tuji,
ni o njej ustrezne rigorozne izpeljave. Potemtakem
ne nameravamo v teh izvajanjih podati nekaj &isto
novega, marvedt seznaniti domatega bralea z ri-
gorozno obravnavo kompatibilitetnih pogojev. Pri
tem smo se sicer odlodili za pot, ki je nekoliko
drugafna od tiste, ki jo srefujemo v literaturi
[1] [2], vendar je le po njej lahko priti do dedatnih
pogojev za velkrat sovisna podrodia, ki so pogla-
vitna snov tega prispevka. Tu je treba 3e poudariti,
da ravno nepoznavanje rigorozne izpeljave kom-
patibilitetnih pogojev povzrofa pogostne tefave pri
vetkrat sovisnih podrodjih. Prav zato lahko kdaj
spregledamo okolifitine, da so v tem primeru kom-
patibilitetni pogoji samo potrebni, vendar niso tudi
zadostnl. Iz istih razlogov so v literaturi znani tudi
primeri [3], da dodatni pogoji niso bili pravilno
upostevani.

Zato je po nalem vsekakor samo koristno, fe
se seznanimo z rigoroznim obravnavanjem kompa-
tibilitetnih pogojev. Pri tem bomo vsa izvajanja
podali v eksplicitni obliki, pa feprav bi s tenzorsko
pisavo nedvomno pridobili ved preglednosti in pri-
hranili prostor, kajti zavedamo se, da tenzorski
rafun pri nas Se vedno ni udomaden, éeprav bi se
v tem primeru lahko omejili na kartezifne koordi-
nate in bi bilo potemtakem. treba poznati samo
trivialno konvencijo o seftevanju.

* Ta prispevek je povzet iz raziskovalne naloge
Inﬁuluta za metalne konstrukeije v Ljubljani (P-2374),
ki jo je financiral Sklad Borisa Kidrica.

veékrat sovisna podroéja®

JURISIC

Pogoji za integrabilnost Cauchyjevih diferencialnih
enath

Zadosti majhne deformacije lahko izraZamo
v prvi aproksimaciji 8 pomo&jo znanih Cauchyjevih
enadh:
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pri temer s0 4, v in w pomiki v smeri koordinat-
nih osi. Imamo torej na voljo Best parcialnih di-
ferencialnih enadéb (1) za dolofanje treh pomikov
na podlagi znanih deformacij. Iz tega izhaja, da
deformacije ne morejo biti medsebojno neodvisne,
temved morajo zadoftati dolofenim pogojem, ker
bi sicer njihova reditev ne bila enolitna. To so po-
goji za integrabilnost Cauchyjevih diferencialnih
enacb.

Iz enaéb (1) vidimo, da deformacije niso izra-
Fene neposredno 8 pomiki, temved z njihovimi od-
vodi prvega reda. Zato morajo ustrezni pogoji za
integrabilnost zagotoviti encli®nost ne samo po-
mikov, temved tudi njihovih odvodov prvega reda.
Tako prihajamo do naslednjih pogojnih enaéhb:
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Pri tem je C poljubna sklenjena krivulja znotraj
integracijskega podrod¢ja. Ce nadalje vpeljemo ro-

tacije:
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lahko parcialne odvode pomikov izrafamo takole:
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Z upoltevanjem, da so deformacije enolifne
funkcije, lahko pogojne enafbe (3) napifemo v na-
slednji obliki:

jdm” 0; gdm_,t 0; fdowx=0 ... (6)
¢ ¢ €
To pomeni, da so Cauchyjeve enatbe (1) integra-
bilne, & so tako pomiki kakor tudi rotacije eno-
litne funkcije — glej enatbe (2) in (6).

Prvo izmed pogojnih enathb (2) lahko sedaj na-
pifemo:
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pri temer smo upoftevali enatbe (5). Ce nadalje
transformiramo krivuljni integral (7) v ploskov-
nega (Stokesov izrek), dobimo:
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Pri tem je S poljubna ploskev, ki pa ni sklenjena,
temveé je sobrobljena« s krivuljo C. Ce se na tem
mestu izjemoma omejimo na takine sklenjene kri-
vulje C, ki jih je mogofe skréiti na poljubno totko,
ne da bi pri tem zapustili integracijske podrotje,
tedaj morajo biti podintegralni izrazi v enadbi (8)
identiéno enaki nif:
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Pri tem smo upo#tevali, da izhaja iz enatb (4):
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Enadbe (8) izraZajo pogoje za enclifnost pomikov u.
Popclnoma analogno lahko pokaZemo, da se glasijo
pogoji za encli®nost pomikov v takole:
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viem ko pogoje za enclitnost pomikov w lahko iz-
raZamo v naslednji obliki:
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Tako dobljeni pogoji za encliénost pomikov we-
ljajo vsepovsod znotraj integracijskega podrofja,
feprav smo se omejili samo na tiste sklenjene kri-
vulje C, ki jih je mogode skriiti na poeljubno totko,
ne da bi pri tem zapustii integracijsko podrodje.
Zaradi tega lahko uporabljamo enatbe (89—12), da
prvo izmed pogojnih enatb (6) napifemo v nasled-
nji obliki:
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Ce %e enkrat upoftevamo Stokesovo transforma-
cijsko formulo, dobimo;
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Popolnoma analogno lahko pokafemo, da se glasita R I X SRR
pogoja za enolitnost rotacij oy in e Id“ =J.[£"H"( i '_"") T
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: oziroma, &e izvedemo Stokesove transformacijo
J‘dw” - i krivuljnih integralov v ploskovne, dobimo:
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Pogoje za enolitnost rotacij (14—168) smo izpeljali y 2 acy %
brez kakrinih koli omejitev, pri pogojih za enolié- f J' [ “ Yy__ 08 107, 10 fu) i
nost pomikov (8, 11 in 12) pa smo upostevall samo 2 dxgz rJ:sz 2 O =t 2 el
tiste sklenjene krivulje C, ki jih je mogote skréiti
na poljubno totko, ne da bi pri tem zapustili inte- Lk z(ﬂ‘ 107y 10%7m % -_‘J'_'_f._r)] sy
gracijsko podrodje. o0z  2dzdx 20zdx  OxY (20)

Povrnimo se sedaj k pogojemn za enolifnost
pomikov (2), vendar brez pravkar omenjene ome-
jitve. V ta namen napifemo Se enkrat pogojno
enafbo (7) v nekoliko spremenjeni obliki:
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Ce drugega izmed krivuljnih integralov (17) par-
cialno integriramo z upodtevanjem, da je krivulja
C sklenjena, dobimo:

. (18)

ji:-:‘u,f,r dy + wy-dz) = —jfydm,, - zdare) .
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Totalna diferenciala dosy in doe lahko izraZamo
z upoitevanjem enaéb (9, 11 in 12), ki veljajo vse-
povsod znotraj integracijskega podroéja in torej
tudi vzdol: poljubne sklenjene krivulje €. Po-
gojna enalba (17) prehaja sedaj v takole obliko:

Popolnoma analogno dobimo pogoja za enolifnost
pomikov v in w:
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SN SRR S Zato trdimo, da ima kompatibilitetni tenzor Sest
P 1y, 1009, e, komponent, ki so samo linecarno neodvisne, ne pa
H 2o masa 2 0e T 9m)~ | tud diterencialno
. v Hkrati se pokaZe koristno, fe vpeljemo 3e »sile
ll Pr 1007 0% g ]:J:_-"f_f-?'}] Hrionine kompatibilnosti=, ki jih definiramo naslednje:
oz 2 02 dydx 2 dzdx . (22) dK, - RA‘.x'is.x el dsr_|_ R,.dS,
dK, = R,,dS,-+ R,:dS, + R,,dS, ... (27)
Ce pregledamo pogoje za enoli¢nost rotacij (14—16) dK, = R, dS, 4+ R, dS, 4+ R, dS,
in pogoje za enoclitnost pomikov (20—22), vidimo,
da se v ustreznih enatbah pojavlja devet razlitnih  pri éemer je:
izrazov in je zato koristno, &e vpeljemo naslednji
tenzor: dS, = dydz; dS,=dzdx; dS,=dzdy ... (28)
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Ry Ry: Ry Ry, - (23) L 5 )_”-ﬁ.dr"
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dat g2 idzae i
P, IR R Sedaj lahko napifemo pogojne enaébe (14—16) in
x ¥ Py ;
R B =t (20—22) v takile pregledni obliki:
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e A e o gl DhoaT e RO 2
f 0z [+ 5 et { :
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c L]
Pri tem smo upoStevali, da so tako deformacijski §dw = {f (zdK, —ydK,) — 0 . (34)
tenzor kakor tudi mefani odvodi drugega reda e [

simetri®ni in mora tedaj biti simetriden tudi ten-
zor (28). Ta tenzor bomo imenovali skompatibili-
tetni tenzore; kakor kafe sl 1, obstaja popolna
analegija z napetostnim tenzorjem. Prav tako se

To pomeni, da pogoje za integrabilnost Cauchy-
jevih enalb (1) lahko izraZamo v obliki ravnoves-
nih pogojev za sile kompatibilnosti.
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Kompatibiliteini pogoji — enkrat sovisna
podrodja

Pri obravnavanju pogojev za integrabilnost
Cauchyjevih enatb se nismo ozirali na to, ali je
‘integracijsko podrodje sovisno enkrat ali vedkrat.
Ce sedaj upoStevamo, da so enkrat sovisna pod-
ro¢ja takina, pri katerih lahko poljubno sklenjeno
krivuljo C skréimo na totko, ne da bi pri tem
zapustili integracijsko podrodje, tedaj lahko pogoje
za integrabilnost napiSemo v enostavnejdi obliki
V tem primeru izvira namred iz snadbh (20—34), da
morajo biti sile kompatibilnosti vsepwwd enake
nié;

dE, =dEK,=dE; = . (35)

ozir. zaradi (27), da so komponente kompatibili-
tetnega tenzorja vsepovsod cnake niéd;

Ry = ,vy':'Ru“ﬂ « (36)
Ryy=Ry =R, =10 . (37

Z upoétevanjem cnatbe (24—25) pridemo tako do
znanih Saint Venantovih kompatibilitetnih pogojev:

e 08y Otry
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Pri enkrat sovisnih podrotiih so kompatibilitetni
pogoji (38—39) tore] potrebni in zadostni za zago-
tovitev integrabilnosti Cauchyjevih enatbh (1).

Dodatni robni pogoji — vefkrat sovisna
podradia

Kompatibilitetni pogoji (38—39) so potrebni
tudi pri wvetkrat sovisnih podrodjih, vendar niso
zadostni. Pri vetkrat sovisnih podroéjih obstajajo
namret tudi takdne sklenjene krivulje, ki jih ni
mogofe skréiti na poljubno tofko integracijskega
podrotja, ne da bi pri tem naleteli na mejno plo-
skev. Obstaja pa® doloeno Stevilo sklenjenih kri-
vulj C,, ki lefijo na mejni ploskvi in na katere
lahko zreduciramo vsako izmed krivulj, ki jih ni
bilo mogode skréiti na poljubno totko. Pri n-krat
sovisnem podrodju je Stevilo teh krivulj (n—1),
lotimo pa jih s pomodjo indeksa a, ki lahko pri-

vzame vrednosti 1, 2, 3, ... (n—1).* Iz tega izvira,
da lahko skréimo poljubne sklenjeno krivulje C
bodisi na totke integracijskega podrotja ali pa na
eno izmed mejnih krivulj C., ne da bi pri tem
zapustill integracijsko poedroéje.

Kompatibilitetni pogoji (38—39) zagotavljajo
torej enolitnost pomikov in rotacij vedolt poljubne
gklenjene krivulje, ki jo lahko skréimo na tofko
integracijskega podrotja, ne da bi pri tem naleteli
na mejno ploskev. Kar pa se tite drugih sklenjenih
krivulj, ki jih je kvefjemu mogoée zreducirati na
eno izmed mejnih krivulj €,, kompatibilitetni po-
gojl niso zadostni, temved moramo za vsako taksno
krivuljo €, =zadostiti dodatnim robnim pogojem
{glej enatbe 20—34):

jdw,, = ﬁdy:, =0

Idm,,, -”dl{ =0 . (40)
jdm., —ﬁdK =0
§du = [ (ydK;—zdK,) = 0
. (41)

{dv = [{(zdK, — xdK,) = 0

‘:II sﬂ

Ti dodatni pogoji (40—41) so skupno & kompatibili-
tetnimi pogoji (38—39) potrebni in zadostni za za-
gotovitev  integrabilnosti Cauchyjevih enath pri
vetkrat sovisnih podrodjih. Pri tem je S, poljubna
ploskev, ki lefi sicer zunaj integracijskega pod-
rofja, vendar je obrobljena z mejno krivulje C,
in je bile zato pri izpeljavanju mogote jemati v po-
Stev pogoje (9, 11 in 12), ki jim je sicer zadofiteno
gsamo znotraj integracijskega podrofja. Ofitno pa
je tudi, da je vzdolz ploskve S, kompatibilitetni
tenzor lahko od nié razliden, saj zunaj integracij-
skega podrodja pat ni mogode jemati, da bi bile
deformacije kompatibilne.

V enem izmed naslednjih pn:qx-vkuu bomo
objavili navodila za praktiéno upoStevanje dodat-
nih robnih pogojev pri numerié¢nem obravnavanju
ravninskih problemov.

* Kot primer vetkrat sovisnega podrofja lahko
vzamemo svitek (torus), ki je dvakrat sovisno podrodje,
feprav ima eno samo mejno ploskev. Vo tem primeru
imamo eno samo mejno krivulio Cy, ki jo volimo tako,
da ledi na mejnl ploskvi in da »zajema. =odprtinos
torusa. Po drugi strani pa je podrodje med dvema
koncentriénima kroglama enkrat sovisno, &eprav je
omejenc z dvemna mejnima ploskvama,
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