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Sploéna reiitey osno simetri¢nega stabilnostnega
problema kroinega kolobarja

MARKO SKERLJ

V razpravi je obravnavan stabilnostni problem kroZnege kolobarja
(krofne stene s centriéno kroZno odprtino), s predpostavko osno simetriénega
napetostnega in deformacijskega stanja v elastiénem podrodju. Rediter tega
problema vsebuje vse do zdaj znane posamezne refitve posebmih primerov,
povrh tega pa omogofa rafunanje kritine obremenitve poljubnega obreme-
nitvenega primera. Rafunski primeri osvetljujejo postopek in dopolnjujejo

Ze znane diagrame.
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Prve reditve stabilnostnega problema na tlak
obremenjene pravokoine stene (samo v lastni rav-
nini obremenjene ploife) je nakazal Ze NAVIER
leta 1833, Z vkljuéitvijo striZnih robnih obreme-
nitev je ta problem reZil leta 1888 BRYAN, in sicer
s pomodjo ravnoteine in energijske metode,

V naslednjih desetletjih se je vrsta raziskoval-
cev ukvarjala s problemi pravokotnih, izotropnih in
anizotropnih, homogenih in nehomogenih sten v
elastitnemn kakor tudi elastoplastiénem podrodju,
tako da dandanes na tem podrodju ni vel veliko
neznanega in neobdelanega. Zanimivo je, da so se
prvi rezultati raziskav stabilnosti krofnih plos
pojavili precej pozno. Kriti‘no osnoe simetriéno
cbremenitey polne kroZne stene je obravnaval prvi
DINNIK leta 1910, za njim pa leta 1915 NADAY,
ki je analiziral razen osno simetri¢ne deformacije
tudi neosno simetrié¢no izobéenje.

Stabilnostni problem stene, ki je omejena z ved
kakor eno samo zakljufeno konturo, ni bil nadet vse
do leta 1933, ko je MEISSNER objavil resitev kro-
ne stene s centritno krofno odprtino, ki je bila
obremenjena z osno simetri¢no tladno obremenitvijo
po zunanji konturi. Reditev je zajemala samo prosto
polofen in pa vpet zunanji rob. To zakasnitev lahko
pojasnimo z dejstvom, da povzrofa Ze samo
eksaktno refevanje diferencialnih enaéb stabilnost-
nih problemov, ki drugade od klasiénih elasto-
mehanskih enacb upoitevajo dodatno Se tudi vpliv
deformacij na ravnotefno stanje, ponavadi velike
tefave. Prilagajanje reditev teh enafb vmaprej po-
danim robnim zahtevam pa pri stenah z velkrat
sovisnimi obmo¢ji skoraj v vseh primerih odpove
Je zaradi tega, ker vsebujejo refitve premalo pro-
stih konstant, s katerimi bi lahko zajeli vse robne
pogoje. Zato je tudi razumljivo, da so se razisko-
valei najprej lotili stene, ki je omejena z dvema
takima zakljuéenima konturama, ki se matema-
titno najla?e definirata. Tako konturo nedvomno
predstavlja krog. Ce sta %e obremenitev in defor-
macija kroZne stene osno simetriéni, tedaj lahko de-
finiramo tadko napetostno kakor tudi deformacijsko

stanje poljubne tofke stene z eno samo spremen-
ljivko. Posledica tega je, da je vsak robni pogoj na
kroini in osno simetriéno obremenjeni ali prav tako
deformirani konturi opisan z eneo samo enaébo.
5 tem lahko reditev diferencialne enadbe Cetrtega
reda s Stirlmi integracijskimi konstantami prilago-
dimo po dvema robnima pogojema na vsaki od dveh
kroZnih kontur,

Dwva primera radialno po zunanjem robu obre-
menjenega krofnega kolobarja pri spremenljivi de-
belini je redil EGGER leta 1941, prav tak kolobar,
obremenjen s strifnimi obremenitvami, pa FE-
DERHOFER leta 1943. Eggerjeva refitev se je na-
nasala na kolobar s prostim notranjim robom,
Funanji rob pa je bil prosto polofen ali pa vpet.
Federhoferjev kolobar je imel obe konturi vpeti.
Istega leta je izdla tudi WILLERSOVA razprava;
ta je refila stabilnostni problem kolobarja, ki je
obremenjen poleg radialne tlaéne obremenitve na
funanjem robu Se z upogibnim momentom v lastni
ravnini. Zaradi matematidnih tefav je bil problem
refen z diferenéno metodo.

Popolnej3o reditev stabilnosti krofnega kolo-
barja, ki je obremenjen z enako wveliko radialno
tlafno obremenitvijo na obeh robovih, je ebjavil
leta 1947 SCHUBERT. V njegovih reiitvah je za-
obzefenih Zest razliénih kombinacij robnih pogojev,
manjkata pa primera s popolnoma prostim no-
tranjim robom pri vpelem in prosto polofenem
Funanjem robu,

Vsi navedeni in tudi mnogi drugi avtorji, ki so
ge ukvarjali s temi problemi, so pri nastavljanju
enaib uporabili vse tiste poenostavljajode supozicije
iz teorije plo#¢ in teorije stabilnosti, ki so ravno Se
zadostne, da se dobijo uporabni rezultati. Osnova
veeh ratunov je torej KIRCHHOFFOVA teorija,
ki daje zadosti natanéne rezultate samo pri tankih
stenah. Pri vseh stabilnostnih problemih pa imamo
opravka samo s takimi stenami, saj prihaja pri
debelih prej do plastifikacije kakor pa do izbofenja.
Da ne dobimo samo enolitnih pomikov in torej
sploh lahko dobimo stabilnostni problem, moramo
seveda nastaviti ravnoteine enalbe na deformira-
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nem telesu in s tem =zajeti e vpliv deformacij na
napetostno stanje. S tem, da zanemarimo deforma-
cije same srednje ravnine stene in pa da raéunamo
po teoriji II. reda, dobimo %e vedne linearne dife-
rencialne enacébe. Ker predpostavljajo zgornje su-
pozicije tudi teorijo majhnih pomikow, dobimo iz
nje lahkoe samo velikost kritifne obremenitve, ne
moremo pa kvantitativno doloéiti pomikov.

Zgornji kratkl zgodovinski pregled dokazuje, da
stabilnostni problem stene, ki je omejena z wvel
kakor enc samo zakljufeno konturo, v splofnem
sploh 3e ni obdelan. Se ve¢ — niti problem kroine
stene s krofno odprtine Se ni refen dokonéno. Poleg
obeh primerov, ki jih Schubertova refitev ne vse-
buje, manjkajo e primeri za drugaéne robne po-
poje iz Meissnerjeve refitve, manjkajo primeri
obremenjenega samo notranjega roba, in naposled
manjkajo wvsi primeri kombinacije poljubnih zu-
nanjih in notranjih obremenitev.

Cilj te razprave naj bo razjasnitev zgornjih
vprasanj.

NASTAVITEV STABILNOSTNEGA KRITERIJA
ZA OSNO SIMETRICNI PRIMER KROZNEGA
KOLOBARJA

Znano je, da imamo za ratunanje stabilnostnih
problemov na razpolago dve metodi, in sicer ravno-
lefno in energijsko. Druga metoda je splofnejia in
bolj vsestransko uporabna glede na to, da omogoda
poleg eksaktnega refevanja Se aplikacijo pribliZ-
nih meled, ki izhajajo iz nje. Brez posebnih tefav
lahko iz energijskih enafh izpeljemo tudi diferen-
cialne enafbe, ki bi jih dobili s pomo&jo ravnotefne
metode, medtem ko nasprotna pot ni moina.

Osnova naSih izvajanj naj bo mmani Trefftzov
energijski kriterij za indiferenino ravnotefno sta-
nje [2]

d{FEU) =10 (1)

ki pravi, da mora biti ni¢na prva variacija druge
variacije celotnega elastiénega potenciala.

Celotni elastiéni potencial krofnega kolobarja
pri prehodu iz plane v osno-simetriéno izboteno lego
j& sestavljen iz elastiéne energije sil v srednji rav-
nini [10]
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V zgornjih izrazih pomeni « pomik v radialni
smeri, w pomik v smeri normale k srednji ravnini,
a notranji in b zunanji radij ter h konstantno de-
belino kolobarja. S értico so oznadeni odvodi po r.

Celotni elastiéni potencial je torej
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Stabilnostnemu kriteriju (1) zadostimo tako, da
najprej poistemo drugoe variacijo izraza (2). Pri tem
variiramo seveda samo pomik w, ki definira pre-
bhod iz osnovnega v sosedno ravnoteino stanje,
Virtualni pomik naj bo dan z izrazom z (r), ki je po-
ljubna funkcija in mora zadoStati le robnim po-
gojem. Druga variacija bo tako
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V radialnem pomiku u se skriva zunanja obre-
menitev. Po Hookovemn zakonu lahko namred pifemo

pitans)
P T E[ﬂ,—:m,}
Potek obeh napetosti pa je mnan. Ce omnadimo kon-

stantno tlaéno obremenitev na zunanjem robu s p.,
na notranjem pa s pa, tedaj je [3]
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lahko napifemo obe napetosti tudi tako

1
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Iz teh izrazov izhaja, da ostane napetostno stanje
enako ne glede na velikost stene, &e sta le obe obre-
menitvi enaki pri enakem razmerju y. Nedvomno se
torej izplada zamenjati koordinato r z neko brez-
dimenzijsko koordinato in si s tem olajiati primer-
janje rezultatov. Ta brezdimenzijska koordinata,
oznadimo jo z x, naj bo definirana z
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Ker je po tej definiciji
b

b=umxb T =1
mora lezati koordinata x v obmoéju

raET el
Obe napetosti sta zdaj
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kjer pomenita
s .
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Vpeljava obeh izrazov za napetosti v Hookov zakon,
le-tega pa v enatbo (3), da = okrajiavama
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drugo variacijo celoinega elastitnega potenciala
v oblild
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Trefftzov stabilnostni kriterij dobimo zdaj
tako, da izraz (B) ponovno variiramo z vpeljavo
virtualnega pomika t(x), ki je spet poljubna funk-
cija, ki pa zadoséfa geometrijskim robnim pogojem
in dobimo

1
2aD

d(*U) = T {3.1:2' A g E{l +at P) +

¥
+a’Rm] + Eulrite+x t"}}d.’lr— ]

Zgornji izraz lahke integriramo per partes tako, da
smanjéamo red odvoda funkcije t(r) ter dobimo
konéno stabilnostni kriterij v obliki
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Obe meji vseh treh élenov zgornje enatbe po-
menita:

X e=p . .. notranji rob
x =:1 ... zunanji rob

ROBNI POGOJI

Glede na to, da pomeni funkeija ¢ (x) virtualni
pomik in je torej poljubna z edino omejitvijo, da
mora ustrezati robnim pogojem, lahko zadostimo
stabilnostnemu  kriteriju (9) v wseh treh mejnih
moEnostih, in sicer za popolnoma prost, prosto oprt
ali pa vpet rob:

a) prosti rob: za funkeijo t (2) ni pogojev. Da
zadostimo enafbi (9), morajo biti vsi trije oklepaji
nifni.

b) Prosto oprti rob: funkeija ¢ (z) = 0. Prvi in
tretji oklepaj ena¢be (9) morata biti nifma.

¢) Vpeti rob: funkcija t(x) = 0 in njen prvi
odvod t (x) = 0. Enatba (9) zahteva torej, da bo
tretji oklepaj niden.

Veem trem primerom je skupen pogoj, da mora
biti tretji oklepaj enatbe (9) niten. Ce tako dobljeno
enalbo pomnoZimo Se z ¥ ter vpeljemo zamenjavi

1 oyt

g R o= gt — (10)
1—%
ol (]
W]t b ppl d 0 (11)
1—t
dobimo diferencialno enacbo v obliki
o2 +22927 + 22" (Fxt—nd) +
+x (2 + ) =0 (12)

Pogojna enafba za prosto oprti rob bo
"+ ur =0 (13)
tej pa se pri popolnoma prostem robu pridruii e

pogoj
2z xRt —nt) =0 (14)

Zadnji dve enafbi seveda nista nié drugega
kakor pogoja za upogibni moment in pre¢no silo,

ANALIZA RESITVE DIFERENCIALMNE ENACEE

Diferencialna enatba (12) je Besselovega tipa.
Njena splofna reditev je [5]
+ C [ [Ja (ix) [ J.5 (iz) dx +
+ S (Ax) § s (lx) dxx + D

(15)
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Ta reiitev velja, &e n ni celo Stevilo. V primeru,
fe je n celo Stevilo, moramo v refitvi (15) Bessclove
funkcije J.a (ix) zamenjati 2 Neumannovimi funk-
cijami Ny (ix).

Resitve (15) v splodnem ni mogode napisati v
zakljufeni obliki razen v primerih, & je n celo liho
stevilo, ko lahko s pomodjo integralnih formul za
Besselove funkeije dobimo reditve v obliki konénih
vrst. Z uporabo omenjenih formul lahko v primeru,
ée n ni celo Etewl-::r, napifemo reditev (15) tudi tako

Pl A E Ja g x—1 (A) + B"‘ fr Y R
kwml k=]
+ CEm + D (16)
k=l
kjer pomeni
{i::]!k

= (— 1)1 _

2k — 1) —n?]
(17

V posebnem primeru, &e je n =1, se reditev
(15) poenostavi v

z = AJ, (iz) + BN, (iz) + Cln(z) + D

k (11— nf) (3T —n?).. .

(18)

Vse zgornje resitve so dobljene s predpostavko,
da je kolobar obremenjen na zunanjem in notra-
njem robu s tlafnima obremenitvama. Zato mora
biti tudi vrednost o* v izrazu (7) vedno pozitivna.
Sprememba predznaka pri «®* nakazuje torej pre-
hod od zunanje tlaéne obremenitve v natezno, Smer
obremenitve na notranjem robu pa je odvisna od
predznaka pri razmerju o Dokler je o pozitivno,
je tudi notranja obremenitev nasproine usmerjena
zunanji, ¢e pa je o negativno, imata obe obreme-
nitvi isto smer.

Osnovno diferencialno enaébo lahko z zamenja-
VAITA

P=atR
n=1+4+aP
pretvorimo v obliko

o 2™ a2t (1t +
+nf) —a2 (T2 —n?) =0

ki se od enacébe (12) razlikuje samo v predznakih
v zadnjih dveh é&lenih. Ta enafba je prav tako Bes-
selovega tipa, njena reitev pa vsebuje samo Besse-
love funkecije s é&isto imaginarnim argumentom.
Glede na to, da so vse te funkecije samo monotono
naradtajole ali monotono pojemajode in inzajo samo
eno ali pa nobene nifle, tudi ne morejo prinasati
refitve stabilnostnega problema.

Do podobnega zakljutka pridemo lahko tudi
z neposrednim opazovanjem izraza za i* v (10). Pri
vnaprej podanem obremenitvenem primeru, to je
pri podanih razmerjih p in y, ima R encliéno do-
lofen predinak, «*® pa mora biti pozitivno evilo,
Ce zdaj i* spremeni predznak, pomeni to, da po-
stane o* negativno in torej ne more prinasati realne
refitve zastavljenega problema.

Iz vsega povedanega izhaja, da lahko pri¢aku-
jemo realne refitve vseh problemov, pri katerih je
zunanja kontura obremenjena na tlak, samo v tistih
primerih, ki so podani z diferencialno enacbo (12),
in #e to samo v obmoéjih, ko je R<0, to pa je
pri 0 < 1/¥%

Do podobnega zakljufka nas privede primer
zunanje in notranje natezne obremenitve. Realne
rezultate stabilnostnega problema dobimo samo v
primerih, ko je R > 0, to pa je pri o > 1/%%

Obmodja, ki oznatujejo imaginarne reditve, so
tista, v katerih do izbofenja kolobarja sploh ne
more priti. Fizikalno si to lahko razlagamo s tem,
da prevladujejo v vseh takih obremenitvenih pri-
merih relativno velike natezne normalne napetosti
v cirkularni smeri, ki delujejo stabilizacijske.

Z matematiénega vidika pomenita enadbi (10)
in (11) sistem enaéb s tremi neznankami 1%, n® in o
Tretjo enafbo pa dobimo z robnim pogojem prila-
gojeno refitvijo enafbe (12).

Poleg splofnega obremenitvenega primera lahko
izludéimo posebne primere:

y=10 (polna krofna stena)

p=1 (motraj in zunaj enaka obremenitev)
] (obremenitev samo zunaj)

] {obremenitev samo znotraj)

—1 (zunaj tlak, znotraj enako velik nateg)

1/%* (mejno podrofje stabilnostnega pro-
blema)

1o

i

HOMOGENO NAPETOSTNO STANJE

Prva dva posebna primera, omenjena na koncu
prejinjega poglavja, imata skupno to madilnost, da
imamo opravka s homogenim napetostnim stanjem.
Pri obeh je

FPe=10;
A2 = gt

in je zaradi tega refitev podana z enatbo (18).

R=—1
nt=1

a) Polna stena (y = 0)

Pri polni steni je v refitvi (18) logaritmi&ni
tlen odved, ker mora biti C = 0 zaradi tega, ker do-
sefe In (x) pri * = 0 neskonéno vrednost. Zaradi si-
metrije mora biti pri @ = 0 tudi £’ = 0, torej

=a[—ANH{0) —BN,1(0)] =0
Iz tega pa izhaja B = 0, ker je J; (0) = 0 in N; (0) =
== = 00
Pri vpetem zunanjem robu da robni pogoj
£ = 0 pri ¥ = 1 znano reditev
D
Ny = 14,68 —
b'l
pri prosto oprtem robu pa robni pogoj
My = 2" 1 pr=0
z upoitevanjem g = 0,3 znano kriti®no obremenitev

Ny =42 a1
bl



STROIMIEKI VESTMIK XIV (1948) — 3
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b) Kro#ni kolobar (p = 1)

Enafba (18), ki prinaa refitev tudi tega pro-
blema, se popolnoma ujema z enalbo, s katero je
A. Schubert refil Zest razliénih kombinacij robnih
pogojev pri takem kolobarju [7]. Pri njegovih re-
Sitvah pada v ofi dejstvo, da ne vsebujejo e zad-
njih dveh mo#nosti, in sicer prosto oprtega ter vpe-
tega zunanjega roba pri popolnoma prostem no-
tranjem robu. Izkafe pa se, da lahko z vpeljavo
sestih novih funkcij, ki se dajo izluséiti iz wvseh
osmih moinih kombinaeij robnih pogojev, ves pro-
blem razdelimo v dve skupini reditev. Druga sku-
pina vsebuje #tiri primere z enim prostim robom,
prva pa itiri ostale primere,

1. skupina:

I, Zunanji in notranji rob vpeta

II. Zunanji rob vpet, notranji prosto oprt
III. Zunanji rob prosto oprt, notranji vpet
IV. Zunanji in notranji rob prosto oprta

2, skupina:

V. Zunanji rob prost, notranji vpet

VI. Zunanji rob prost, notranji prosto oprt

VII. Zunanji rob vpet, notranji prost

VIII. Zunanji rob prosto oprt, notranji prost

Ce oznatimo kombinacije,K Besselovih funkeij
s Zestimi novimi funkcijami

_ delay) —Jo (a)
In y

Tlay) =ayJofay) —(1—p)J1(ay)
Yi(ay) =ayNylay) — (1 —p) Na(ey)

Dy (o) = a Jo la) — (1 — p) J1 (@)
¥y (a) = a Na (a) — (1 — u) N; (a)

lahko stabilnostne pogoje za robne primere 1. sku-
pine napifemo kratko v obliki determinant:

— Nolay)—No(a)
Iny

b, ¥y

0, ¥a 1
I| adila) aNiagy —1|=0
| aydy (ay) ayNo(ay) —1 |
'@'n !Fn 1 1
1 ﬂa:J; (x) aa Ny(a) —1 1
L @y (ay) —— Wi (ay) 1
1—pu 1—pu
iy W, 1
o a:;.h {exy) c;yN; (o) —1 i
ey () ¥y () 1
4= 1—p I
&y ¥y 1|
|
28y () = W ) T
IV|1—p 1—pu =0
Dilay) T Wy (ay) 1 |
1—p l—pn |

Druga skupina ima to skupno znaéilnost, da je
v vieh njenih primerih odved tretji élen v reditvi
(18). Ce wstavimo namreé ustrezne odvode v po-
gojno enatbo za prosti rob (14), dobimo C = 0.
Zaradi tega lahko pogojne determinante napifemo
v razviti obliki: :

v ¥ (a) J1 (ay) — Py (a) Ny (ay) = 0
VI Py (ay) Pile) — P (ap) Paa) = 0
VII W¥Wiley)Jifo) — P (ay) Ny(g) =0
VIIL ¥y (ay) P (a) — P (ay) Pr(a) =0

Primerjava pogojnih enaéb VIII in VI pokaZe,
da sta obe enacbi enaki. To pomeni, da reditev pri-
mera VIII sovpada z znano Schubertovo reditvijo
V1, kar tudi fizikalno gledano ni presenetljivo. Bolj
presenetljivo je, da oba Se nereSena primera VII in
WIII spadata v laZe redljive druge skupino, ki ima
splofno relitev brez logaritmifnega &lena.

Za numeriéno rafunanje sedmega primera sta
bili najprej izratunani funkeiji & in ¥; za argu-
mente od 0,1 do 13, s temi vrednostmi pa so pri
poljubnem razmerju y izradunani koreni o, ki za-
doétajo pogojni enatébi primera VII. Rezultati so:

] 0,1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
a = 36177 32435 35,1817 38,2104 3,6450 4,3163

y = 0,7 0.8 0.9 1.0
o = 8,0734 16,3760 oo

w

Na sliki 1 je értkano vrisanih vseh fest primerov,
ki jih je resil Schubert, s polno &rto pa sta vnesena
e tu izrafunana primera VII in VIII.
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SAMO NA ENEM ROBU OBREMENJEN
KOLOBAR

a) Zunanji rob obremenjen na tlak

Napetostno stanje kolobarja, ki je obremenjen
samo na zunanjem robu z enakomerno tlaéno obre-
menitvijo p. = p, ni veé homogeno. Zaradi p, = 0
bo g =0in
}.l 1 e

R=me——— V=

P =

1— 4t 1—3? 1=y
ﬂt?.
WM=14—
L=y

(19)

Splosno regitev lahko napifemo s pomodjo izra-
zov (15), (18) in (17) tudi takeo

z=A[Js(ix)dx + EjJ.(lm}dm+C§m+D
k=l
(20)

Z vstavljanjem odvodov izraza (20) v robni po-
goj za prosti rob (14) se brez tefav dokaZe, da je
tudi pri tako obremenjenem kolobarju, ki je na
enem robu popolnoma prost, v reditvi (20) odveden
tretji élen, ker mora biti € = 0. Z uporabo ustrez-
nih rebnih pogojev dobimo za wvse Atiri primere
druge skupine relativno enostavne stabilnostne
cnadthe

Jdaldr) ke —nlda(h) T A Sy E
Tald) (@ +n)Ja(d) + 4Jas (D)
=) Jn () +2dna () _

(4 + 1) Jn(A) + 2T 1 ()
_ (=) Ju (dy) + Iy Jns (3y)
(u + n) Ja () + dy Jaq (Ip)
In(d) _ e—n)Jn @) + &y S (A1)
Ta(d)  (u+ m)Jn(ly) + dy Lny (i)

VIII L Rl AL )

(1t n)Lald) + Adur(d)
_ (e —n) Ja () + Ay Ju ()
(T n) s () + Ay Juea (1)

Oba primera VII in VIII popolnoma sovpadata
z refitvama Meissnerja [8]. Primerjava refitev VI
in VIII dokazuje, da sta ta dva primera identitna.
Vse pogojne enathe so visoko transcendentne, imajo
pa to skupno znadilnost, da sta argumenta (1) in (iy)
lofena na obeh straneh enafajev. Do zdaj Se ne-
refeni primer V lahko zato redimo podobne, kakor
je to storil Meizsner. Vnaprej si izberemo neko
vrednost za red Besselove funkeije n. Tz izrazov
(19) pa dobime

at = 2t (1—y9)
it = 1 A dtyt

iz zadnjega izraza pa argument leve strani enafhe V

Iy = =1

S to vrednostjo je doloden levi ulomek pogojne
enatbe. Zdaj pa s poskusanjem dolotimo argument
desne strani (i) tako, da bo vrednost desnega ulom-
ka enaka vrednosti levega. Tako dobljena vrednost
i pa & pomodjo zgornjih izrazov Ze dolofa ustrezno
vrednost of. Rezultati V. primera so

n Ay A w a®
1 ] 205 D 4

1 | o F e 8 0,147 4.8
1,2 0,683 234 0,285 5,6
1,5 1,12 300 0,374 T
2 1,78 3,89 0,445 12,1
3 283 540 0524 212

Na sliki 2 sta értkano vnesena oba Ze znana
primera, 5 polno érto pa tu izrafunana primera V
in VIIL.

Pri ostalih &tirih robnih pogojih, to je pri ko-
lobarjih, ki nimajo nobenega prostega roba, pa je
rafunanje znaino tefje in dolgotrajnejie, ker pri
njih poenostavitev C = 0 ne velja ved Za primer
vzemimo kolobar z vpetima obema robovoma. Iz
robnih pogojev

x=y'2z =1

2= Z’;I}
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n

dobimo pogojno determinanto

= i) 1

ks

[V liz)dx]l [[J.a (dx) dx]

1 w
Taliy)  Ja(i) 2([E 2k O
?l‘!-l Ty =ﬂ
(o (Ga)dz]  [[FaGa)dz]  [Sm] 1
Xml Xml km] zwml]
S 7 [E2km) 0
m] Xw|

Podobne determinante dobimo tudi za ostale tri
primere iz prve skupine.

Numeri¢no s¢ bile izratunane vse determinante
tako, da se je spet predpostavila poljubna vrednost
reda n in s spreminjanjem i doloéila pribliZna niélg
determinante. Nataninejfa nifla je bila dobljena
s kvadratno interpolacijo.

Rezultati tako radunanega primera I so:

n iy i ¥ at i
1 0 6,65 i 4422 B85
1,05 0,32 68504 0,04671 46,82 6,84
1,5 1,12 17,6077 0,1472 56,62 17,53
1.9 181 8472 0,191 687,69 822
25 220 9208 02462 81,21. 8,01
35 8356 10888 03168 102948 10,16
45 430 12,024 03851 12531 11,20
75 743 1576 04714 193,18 13,89

Enako so bili izradunani tudi ostali trije pri-
meri [11]. Pregled vseh Stirih primerov je prikazan
na sliki 3.

b) Notranji rob, obremenjen na nateg

Pri kolobarju, ki je obremenjen samo na no-
tranjem robu £ naterno obremenitvijo, je p. = 0 in
1/p = 0. Zato postaneta izraza (8) za P in R ne-
uporabna, Zato nastavimo za ta primer obe enacbi
za napetosti (4), ki ju z novima okrajiavama

i RS

1—p 1
lahko pi%emo tudi tako

Ll p(_l’grln + m)
:I.T.

Py —F(_Pﬂ';l‘;+ﬂa)

Ponovno izvajanje stabilnosinega kriterija z no-
vima zamenjavama
?I
2= —g*Ra = gt ——
1— 42
£ (21)
M=1+aPr=1+da—
1—

nas pripelje spet do znane diferencialne enatbe (12).
Iz tega izhaja, da so tudi refitve %e mmane in podane
z izrazom (15) oziroma (20). Prav tako ostanejo
tudi enacbe za robne pogoje nespremenjene,

Glede na to, da je y lahko samo pozitivno Ste-
vilo in manjse od 1, je tudi Ps vedno pozitivno, Rs
pa vedno negativimo. S tem je /* vedno pozitivmo
itevilo in pomeni ta obremenitveni primer vedno
stabilnosten problem.

Ker so0 vsi dosedanji zakljutki tega obreme-
nitvenega primera formalno popolnoma enaki pri-
meru samo na zunanjem robu tlafno obremenjenega
kolobarja, so tudl vsi stabilnostni pogoji formalno
enaki. Edino razlike dobimo v primerjavi izrazov
(19) in (21) za A%

Iz (21) izhaja

=1+ i=)nt=1
5 to vrednostjo 1 lahko pri predpostavljenem n
izradunamo eno stran pogojnih enaéb, polem pa
poidtemo tisti produkt iy, ki zadofta drugi strani.
Iz tega dobimo ustresno razmerje y, naposled pa e

e et
al|_-=

Ker so pogojne enadbe popolnoma enake Ze
prej lzvrednotenim enad¢bam, lahko dobimo nove
vrednosti za o enostavno s tem, da prejénje de-
limo z y%. Na sliki 4 so rezultati teh rafunow.
Crtkano so za primerjavo vrisane Ze zmane kri-
vulje za obremenjeno zunanjo konturc. Zaradi zelo
velikih vrednosti, ki jih o dosega, so na sliki na-
risane funkcije a = { () namesto o = £ {y).
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v —f | —

| B 8 o

| —

KOLOEBAR, KI JE OBREMENJEN NA ZUNANJEM
ROBU S TLACNO, NA NOTRANJEM PA Z ENAKO
VELIKO NATEZNO OBREMENITVIJO

Pri tem nbrememluenem primeru je p = —1,
Glede na (8) bo
2y 1= i
Dl i B e el
1—y* Lot

Stabilnostni kriterij (8) da tudi v tem primeru
diferencialno enatbo (12) ter robna pogoja (13) in
(14). V primeru, da ima kolobar en rob popolnoma
prost, bo spet zaradi C = 0 odved tretji &en sploine
rezitve (13). Natelno torej ni nikakrine razlike od

#¢ obravnavanih primerov — razen samega ra-
funanja. Zaradi
1+
P il el R o
1—y 1—52

ne moremo pri vnaprej izbranem n veé tako eno-
stavno izratunati argumentov 1 ali iy ene ali druge
strani pogojne enalbe. Vendar lahko iz prvega
izraza dobimo

a=.—,1!ﬂ
1+
s tem pa preide drugi izraz v
nf=1+2 Lo
1+t
iz tega pa
PR
¥

kjer pomeni

e = V—m-- 1+ %)

To wvrednost za i lahko wvstavimo v pogojne
enafbe pri vnaprej izbranem n in spreminjamo y
na obeh straneh enaifb tako dolge, da bo enaébam
zadoileno.

Za zgled vzemimo robni primer V. Pogojno
enaébo pri predpostavljenem n = 2 in g4 = 0,3 lahko
napifemo

oty = Je@ _ —L1d (el +ely Ji(ely)
Na () 2.3 Ne(cfy) + cfy Ni(clv)
- anely
¢ = ]/— {1+ 79
2
Numerifni rezultati so
¥ [ A e (7)
0.1 1,23 12,3 — 2,39
0,1373 1,24 8,0 — 1,402
0.2 1125 ﬂ'125 — 11152
0,216 1,253 5,8 —327,442
0,217 1,2536 5,777 F =
0,22 1,254 5T + B,608
0224 12544 58 + 3857
0,258 1,255 5,46 + 2m17
0,25 1,26 5,05 -+ 1,002
0,3 1,28 4,268 + 0,387
0.38 1,31 3,43 <+ 0,0017
0,4 1,32 3.8 — 0,140

Iz zgornje tabele je razvidno, da je priblifna
refitev pogojne enacbe

P=038"¢c=131 1=345
ﬂ_..1_-_-.__ T e
K ! {
| |_ .‘If I
—1 : 1 l
S| / ]i v —lij—
ol | '!- |
= J,f' ] g
' /
B | ")
T e ' | — | —
4 A )
5l :
i ol e —e—a
MERZAREY
.;*—'-—""'F‘fil _—-—-""'E
!
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iz Cesar izhaja
a* = 8,9

MNa sliki & so rezultati 2, skupine robnih po-
gojev [12].
POSEBNI PRIMER ¢ = 1/*

V primeru, ko je obremenitveno razmerje
0 =1/4, bo po (6)

P=—1;
ter obe napetosti

R.=0

O = = Py — Oy = Py—
P 3 = T P:. x‘
ki sta torej enaki, vendar razliénega predmaka.
Diferencialna enatba preide =z

nt e ] —g?
v znano Eulerjevo diferencialno enacbo
w2y —wra tnfe =0
ki ima splofno reditev
z=Ax T Byt +Cxnt+ D

Kakor vidimo, je refitev sestavljena iz treh
eksponentnih funkeij in konstante. Prav tako bodo
tudi vsi odvodi, ki jih potrebujemo za nastavitev
robnih pogojev, v obliki eksponentnih funkeij. Ker
pa so te funkeije vedno samo monotone naraféajode
ali pojemajofe, pridemo tudi v tem obremenitve-
nem primeru do sklepa, da taka resitev ne more
pomeniti stabilnostnega problema.

SPLOSNI PRIMER

V prejinjih poglavjih so bili delno samo na-
celno, delno pa tudi numeridno obdelani posebni
vbremenitveni primeri. Izkazalo se je, da je red
Besselovih funkeij sploine reditve popolnoma de-
finiran samo v primerih homogenega napetostnega
stanja. V wvseh drugih primerih pa se neznanka o?
skriva tako v argumentu kakor tudi v redu Besse-
lovih funkeij. Ker so 8 tem funkeije same vnaprej
neznane, tudi ni moé eksplicitno izraziti negnanke
in so zaradi tega vse pogojne stabilnostne enaébe
visoko transcendentne. Kljub temu pa so relativno
enostavno redljivi tudi vsi splodni primeri sten, ki
so0 na zunanjem obodu obremenjene tlafno in je
razmerje obremenitev o << 1/%*, kakor tudi sten, ki
s0 na zunanjem obodu obremenjens natezno pri
o= 1/y*. Obremenitveni primeri, pri katerih obre-
menitev ne ustreza zgornjima pogojema z vidika
stabilnosti, niso zanimivi. ;

Pri refevanju poljubnih primerov je rafunski
postopek v bistvu enak. Iz enacbe (10) izrazimo

e pl=r
i —py*

to pa vstavimo v enalbo (11) ter dobimo

el 1]

1
nt=1+ 2y
I—py

Iz tega izraza pa izlodimo
>
r

I —o53t
- l.n" B bt
= folnmsd) s

Vedno moramo izbrati vnaprej red Besselove funk-
cije n in s tem to funkcijo definirati. Pri podanem
razmerju obremenitev o si izberemo vrednost y in
iz zpormjega izraza izrafunamo i, Tako dobimo e
argument Besselove funkcije. Pogojni determinanti
zadostimo zdaj s spreminjanjem razmerija y, Na
koneu dobimo izboéitveni koeficient of ter iz njega
krititno obremenitev.

Pri praktitnem refevanju je omembe vredno Se
dejstvo, da vsi robni primeri razpadajo v dve vedji
skupini, in sicer v skupino, pri kateri je eden obeh
robov popolnoma prost, ter v druge skupine, ki
prostega roba nima. Prva skupina je ladja za ra-
¢funanje, ker pri njej ni tretjega Glena splofne
resitve.

A=

kjer je

SKLEP

Resitev stabilnostnega problema kroZfne stene
& centriéno kroino odprtino je bila v tej razpravi
obravnavana s temile predpostavkami in ome-
jitvama:

— psna simetrija obremenitve in deformacij-
skega stanja,

— tanke stene s konstantno debelino,

— veljavnost Hookovega zakona,

— teorija majhnih deformacij.

Vze navedene supozicije, ki so nas pripeljale
do relativno enostavnih konénih enat¢h, seveda po-
menijo bistvene omejitve glede splofnosti reditev.
Taka je posebno prva predpostavka, ki zaradi ome-
jitve na osno simetrijo obremenitve Ze sama po
sebi moéno kréi raznolikost primerov, ki bi se lahko
pojavili v praksi. Se vedje tefave pa povzrota za-
hteva po osni simetriji deformacijskega stanja,
5 katero smo dobili sicer tecretiéno popolnoma ja-
sen odgovor o najmanjfi kritiéni kakor tudi o
vigjih kriti¢nih obremenitvah, vendar pa brez od-
govora na vpradanje, ali obstaja pri poljubnem
razmerju radijev morda neka neosno simetriéna
deformacijska oblika kot rerultat neke fe manjse
kritiéne obremenitve. Pri kroZni steni brez odprtine
je ze dokazano [9], da najniZja kriti¢na obremenitev
ustreza osno simetridnemu izbofenju ne glede na
pritrditev konture, da pa je v cirkularni smeri
valovito izboéenje tudi moZno, vendar samo pri
vigji obremenitvi. Razmere pri izbofenju stene
z odprtino se pri vefanju radija notranje konture
vedno bolj oddaljujejo od razmer pri polni steni in
priblifujejo razmeram pri ozki pravokotni steni,
o kateri pa vemo, da se bo izbotila v veé valovih.
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Neosno simetrifne razmere -pri izbofenju kroZnih
sten z odprtinami, kaZe, %e niso obdelane. Zato
moramo ostati pri uporabi v tej razpravi dobljenih
refitev previdni v wseh primerih wvelikih odprtin.
Pri majhnih in srednjih odprtinah pa so rezultati
nedvomno uporabni.

Glede na uporabljeno teorijo majhnih defor-
maci] smo dobili v rezultatih razprave samo kri-
titne obremenitve brez kakrinihkoli kvantitativnih
podatkov o wvelikosti pomikev. Zato uporabljena
metoda tudi ne more biti osnova za Studiranje
obnafanja in nosilnosti stene v nadkritiénem ob-
modju. Prav tako nas supozicija preme sorazmer-
nosti med napetostmi in deformacijami omejuje na
tanke stene, pri katerih prihaja do izbocenja pri
napetostih, ki g0 pod mejo proporcionalnosti.
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odrodju
kompresorja

Tok ob izstopu iz kolesa radialnega turbokompresorja je instacionaren in osno

azimeiriten. V prostoru, ki sledi kolesu, npr. v obrotnem difuzorju brez vodilnih
lopatic, rotirajo podrodja zdravega toka (curki) in podrofja mrive vode (zatifja)
skupnij & kolesom. V velji razdalji od vstopa v obrofni difuzor zaradi medseboj-
nega epliva razlike med njimi izginejo. Onstran mefalne todke je tok v difuzorju
stacionaren in osno simetriden.

Primerjava v podrodfju instacionarnega toka in podrofju onstran mefalne
todke merjene totalne temperature omogofa sklepanja o drugih velifinah v pod-
rofju instacionarnega toke, Njthove meritve dajejo namred popafene rezuliate.

Teoretifna metoda za dolofiter profila meridianske komponente absolutne
hitrosti v instacionarnem podrodju je v pridujofem sestavku opisana in ilustri-
rana z meritvami.

1. Tok v obroénem difuzorju

_ Relativna hitrost w oz njej ustresna meridianska
hitrost ¢, v poljubnem, torej tudl v izstopnem prerezu
kanala, ki ga omejujeta dwe sosednji lopatici ter po-
krov in disk kolesa radialnega turbokompresoria (sl 1),
ni konstantna, paé pa ima tako v osnd kakor tudi
v obodni smeri neki profil (sl. 2).

-

Sl 1. Kolo radialnega lurbokompruﬁrjn; trilcotnik hi-

trosti za ruﬁrujpeu mrive vode (indeks w) in curke
(indeks j); profil relativne hilrosti w v obodni ter
meridianske hitrosti o, v osni smeri

5.2, Profil meridianske hitrosti ¢, ob izstopu iz
kanala med dvema lopaticama kolesa radialnega turbo-
lcompresorja (z je Stevilo lopatic, ki so debele 5 mm)



