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Upogib elastične plošče s točkovnimi dvojicami
M I L A N  M U R Š I Č

O snovne enačbe za upogib zm erno  debelih  elastičnih plošč, izražene s pomočjo  
dveh  fu n k c ij  kom p leksn e  sprem en ljivke  [1 , 2]Р, so v  tem  članku  prirejene za določa­
n je  napetostnega  stan ja  v  neskončn i plošči, obrem enjen i z  eno ali več točkovn im i 
dvo jicam i v  po ljubno  situ iran ih  prijem ališčih . Podobno kakor pri M u s k i e l i š v i -  
l i j u  [3] za ra vn in ske  problem e sta  tu ka j določeni singularnosti za točkovno dvojico  
v  ko o rd ina tnem  začetku . V  nada ljevan ju  je  prikazana transform acija  (vzporeden  
prem ik) singularnosti v  po ljubno  končno točko plošče in  superpozicija  vp liva  več  
h kra tn ih  to čko vn ih  dvojic  v  plošči. Za dva prim era  kom binacije dveh  točkovn ih  dvo­
jic  sta  določeni upogibni napetostn i s tan ji plošče in  je  podan kom entar o rezulta tih .

1) Številke v oglatih oklepajih se nanašajo na literaturo, 
priobčeno na koncu članka.

1. SIN G U L A R N O STI, K I DOLOČATA TOČKOVNO
DVOJICO V KOORDINATNEM ZAČETKU

P roučim o enostavno sovisno neskončno ob­
m očje plošče S, k i -im a krožn i rob  L  z rad ijem  R  
(neskončna plošča z okroglo lukn jo , slika 1). K oor­
d in a tn i začetek  O postavim o v  središče krožnice L 
(torej zunaj obm očja S) in  vpeljem o kom pleksno 
sp rem en ljivko  z  =  x  +  iy , z =  x  —  iy  v  rav n in i x y  
plošče. K o o rd in a ta  Z je  n o rm aln a  n a  središčno ra v ­
n ino plošče, debelino  plošče označim o z 2 h. V  n a ­
d a ljev an ju  bom o označevali kom ponen te  nap e to st­
nega in  deform acijskega s ta n ja  plošče te r  n jihove 
sestave  enako k ak o r S t e v e n s o n  [1], Poissonovo

konstan to  označim o z v, p rečna  črta  m ed veličinam i 
pom eni n jihove kon jugirano-kom pleksne vrednosti, 
črtice p ri fu n k c ijah  pa  pom enijo n jihove odvode po 
ustrezn ih  sprem enljivkah .

Funkciji kom pleksne sprem enljivke  Q (z), a>' (z) 
im ata  v enostavno sovisnem  neskončnem  obm očju, 
v k a terem  v  neskončni točki n i končno velik ih  n a ­
petosti, takšnole  obliko [2, 3]

Ü (z) =  iTM  ln  z +  Q0 (z)
—  ( 1. 1)

ш (z) =  — iTM  ln  z +  ato (z)

V n jih  je  T  =  3/2 n h* rea ln a  konstan ta , z M =  
=  M x +  iM y, M  =  M x —  iM y pa je  označena rezul-
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ta n ta  m om enta zunan jih  sil n a  edinem  ro b u  L 
obm očja. F unkciji Q 0 (z), ood (z) s ta  analitičn i (holo- 
m orfni) v neskončnem  obm očju S plošče in  se lahko  
izrazita  s po tenčnim a vrstam a, v  k a te rih  so koefi­
cienti a/c, aic' v  splošnem  kom pleksne veličine

a i  , a 2 ,
Q 0 (z) =  a 0 H--------H +  • •

z z2

OO

. =  z ~ k

k = °  (1.2)OO
, , , a /  a 2'

w 0 (z) =  a0 H------- 1-----: +  . .
z z-

. =  ^  a*' Z~h

k = 0

S pom očjo teh  dveh funkcij in  n ju n ih  odvodov 
lahko izrazim o vse veličine napetostnega in  defor­
m acijskega s tan ja  plošče [2]. N apetostno s tan je  je  
podano z nasledn jim i sestavam i

~  ~  (1 +  v) h 2 —- —
S i  =  x y  —  y x  = -----—----- - \Q (z) +  Q (z)]

o

Sg =  —  x y  —  y x  +  i 2 y y  =
( 1 _ г) ћ 2 -  ( ° )

=  —  ---------— [z Q" (z) +  to" (z) +  n i O ”' (z)]
6

vu h2
S 3 = x z  —  iy z  =  — Q" (z)

3

P rv i dve sestavi v sebu je ta  oba upogibna te r  to r ­
zij ski m om ent, slednja  pa sred n ji v rednosti p rečn ih  
tangencialn ih  napetosti v plošči. P r i ro tac iji koord i­
n atnega  sistem a za ko t a v pozitivnem  (protiurnem ) 
sm islu se sestave (1.3) tran sfo rm ira jo  tako le  [1, 3]

ra  — ar = x y  — y x  

— ra — a r  +  i 2 aa ■ (1.4)
=  (— x y  — y x  +  i 2 yy) el2a

rz- - iaz =  (x z  — iyz) eia

Na krožnem  ro b u  L  z rad ijem  R  plošče n a  slik i 1
naj bosta kom ponenti zunan jega m om enta n x , ny, 
(z n  je  označena zun an ja  norm ala  elem enta ds = 
=  R  d a roba), enakom erno porazdeljen i (konstan t­
ni) vzdolž roba  in  naj im ata  rezu ltira joči m om ent 
M  = M x +  iMy. V tem  p rim eru  sta  ti kom ponenti 
zunan je  obrem enitve roba takšn i

n x  =
Mx

2 л  R
n y

My_

2 n R
(1.5)

Določimo kom ponenti ra  in  r r  =  — aa tega  m o­
m en ta  v norm aln i in  tangencialn i sm eri na  rob. 
S slike 1 sta  razv idni zvezi

ra =  — n x  sin (a — 180) +  n y  cos (a — 180) 

rr  =  n x  cos (a —- 180) +  n y  sin (a — 180)

Ko ju  ured im o in  združim o v  kom pleksno  sestavo, 
pridem o do izraza

iM
■ taa =

2 n  R
( 1.6)

k i sestav lja  zunan jo  ob rem enitev  n a  ro b u  plošče, 
k ak ršn o  je  tre b a  u p o štev a ti v  robnem  pogoju  [2]. 
U strezn i robn i pogoj se  glasi (na k rožn ici L!)

n Q (z) +  z Q' (zj +  o) (z) +  n i Q ” (z) 
=  F i  +  iF 2 + iK "z  +  K / ’

(1.7)

V n jem  sta  k o n stan ti n  in  m  (slednjo sm o srečali 
v enačbah  (1.3), podan i z [2]

3 +  v n i
2 — v 2  h 2

l  —  v 5
( 1.8)

fu n k c ija  Fj +  iF2 pa  z [2]

12
F i  +  iFž =

(1 — v) h 2J(ra +  iaa) d z

Za in teg ran d  n a  desni s tra n i te  enačbe vstav im o 
(1.6). P r i in teg rac iji vzdolž k rožnega ro b a  z rad ijem  
R  je  z =  R eia, d z =  iR eia da. Za fu nkc ijo  F /  +  1F2 

dobim o izraz

— (1.9)
2 n  (1 —  v) h 2

F j  +  1F 2

Za enostavno sovisna obm očja sm em o v  (1.7) izb ra ti 
konstan ti K "  in  K i"  po ljubno  [4], V našem  p rim eru  
ju  k a r  izničim o (K i" =  K "  =  0). Sedaj lahko  v s ta ­
vim o (1.1), (1.2) in  (1.9) v  rob n i pogoj (1.7). Izkaže 
se, da v  ob ravnavanem  p rim eru  v  fu n k c ija h  Q  (z), 
a)' (z) n i tre b a  poznati koeficien tov  p r i č len ih  z 
log z, tem več ju  sm em o označiti sp lošneje  z A  
ozirom a Ä , to re j

Ü  (z) =  A  ln  z +  D 0 (z) 
w' (z) =  A  ln  z +  a>0' (z)

( 1. 10)

Po v s ta v lja n ju  in  u red itv i posam eznih  členov po 
potencah  od ika  dobim o za (1.7) to le enačbo

n A  ln  R  +  inA a V - 1 a*n  \
/  . R*
k = o

__ p—ih a +  A e i2e-

—  'N ' '  k —* er 
Z L  Ric
k  =  o

■lka +  A In R —  iA a  +

+ Z 4 '  
R t

( 1. 11)

p ih a +
n i

R 2
A ei2a +

+  ( k —  1) (k — 2)

k  =  2

a 7c— 2 >lk.a. 12 Ma

2 n  (1 — v) h 2



V n je j p rim erjam o  člene, k i so neodvisni od a, 
člene, k i so odvisni od a, in  tis te  z enak im i ekspo­
n en ti ika. T ako  pridem o do sistem a enačb, k i določa 
neznane koeficiente. K oeficientov a0 in  arj' ne  išče­
m o, k e r  ne  vp liv a ta  n a  n apetostno  s tan je  v  plošči. 
Z a osta le  koeficien te  p a  dobim o tele  v rednosti

A  =  iTM , A  — —  iTM ; a/c — O1 za vse k  >  1

a /  =  0, П2 -  —  iT M R 2(  1 ——  a*' =  0 za vse k  >  3
l  R*/

Isk an i fu n k c iji (1.1) ozirom a (1.10) s ta  v  o b rav n a ­
vanem  p rim e ru  tak ile

D  (z) =  iT M  ln  z

co' (z) =  — iT M  ln  z —  iT M R 2 ( l  —  — (112)
\  R 2)  z2

Ce ju  vstav im o v  sestave (1.3), dobim o napetostno  
s ta n je  v  plošči, k i jo  kaže slika 1. Sedaj pa  p red ­
postavim o, da se rad ij R  lu k n je  v  plošči zm an jšu je
p ro ti n ič  (R -> 0) in  da robn i napetosti n x , n y  p r i 
tem  n a ra šč a ta  p re k  vseh  m eja  tako, da ostane re ­
zu ltira  joči v ek to r m om enta  M  nesprem enjen . V tem  
p rim e ru  vp liva  v  k o o rd ina tnem  začetku  točkovni 
m om en t M =  M x +  iM y in  p ripada joč i fun k c iji 
(1.12) p rid e ta  v  obliko (dejansko se sp rem eni le 
d ruga)

D  (z) =  IT M  ln  z

co’ (z) =  —  iT M  ln  z +  iTM  —  (L13)
z2

kovnega m om enta z =  0 je  po tem takem  podano s 
funkcijam a

D' (z) =  iTM  -  +  D d  (z)

-  1 (21)
co" (z) =  — iT M ------iTM  — 1 +  oj0" (z)

z z3

Poiščim o obliko funkcij (2.1) za p rim er, ko vpliva 
točkovna dvojica v  po ljubn i končni točki z =  z 0 
plošče nam esto  v koo rd inatnem  začetku z =  0. V ta  
nam en  p restav im o v  z 0 začetek  pom ožnega koordi­
n atnega  sistem a z j  =  x i  +  iy j, k i n astan e  iz p rv o t­
nega sistem a s translac ijo  koord inatnega začetka iz 
z — 0 v  z  =  z0. Funkciji (2.1) se v  novem  koordi­
natnem  sistem u glasita

Дг' (zi) =  iT M  -  +  D„i (z/)
Zi

(2.2)

m ” (Zi) =  — iTM  1 — iTM  —  +  OHO (Zi)
Zi z i3

p ri čem er je  z i  — z  — z0. Sedaj pa  se vrn im o na' 
p rvo tn i koo rd inatn i sistem  tako, da ostane nape­
tostno s tan je  v  plošči nesprem enjeno  in  ugotovim o, 
kako ta  prehod  vpliva na  funkciji (2.1). Izkaže se, 
da je  zveza p rav  tak šn a  kak o r p ri ravn in sk ih  p ro ­
blem ih [3].

D' (z) = D /  (z — z 0)
_ (2.3)

co" (z) =  co/' (z —  z0) — z0 Qi" (z — z0)

k i ju  im enu jem o singu la rnosti točkovne dvojice v 
k o o rd in a tn em  začetku. P rip ad a jo če  napetostno  s ta ­
n je  v  plošči dobim o z v s tav ljan jem  (1.13) v  sestave 
(1.3) ozirom a (1.4) in  s separacijo  posam eznih  veličin

Ko vstavim o (2.3) p rek  (2.2) v (2.1), dobim o izraza 
za funkciji D' (z), co" (z) v p rvo tnem  koordinatnem  
sistem u s točkovno dvojico, p rijem ajočo v poljubni 
končni točki z 0 plošče

ra =  —  ar =

aa =  —  rr  =

rz

az

1 +  v 
4 л г
1 — v 
4 n  r

1
2 71 r 2

1
2 л: r 2

(Mx sin a —  My cos a) 

(Mx cos a +  Mv sin a) 

(Mx sin a — My cos a) 

(Mx cos a +  M y sin a)

(1.14)

2. T R A N SFO R M A C IJA  SIN G U LA RN O STI V P O ­
L JU B N O  KONČNO TOČKO PLO ŠČE 

SU P E R P O Z IC IJA  TO ČK O V N IH  D VOJIC

N aj bo sedaj enostavno  sovisno obm očje p lo­
šče S  iz p re jšn je  točke v  tak šn em  napetostnem  
s ta n ju , kak ršno  določata v  tem  obm očju analitičn i 
fu n k c iji D0' (z), co0" (z). T em u n ape tostnem u  s ta n ju  
su p erp o n ira jm o  še n ap e tostno  s tan je  zarad i točkov­
ne  dvojice v ko o rd in a tn em  začetku  (1.13). R ezu ltira- 
joče napeto stn o  s ta n je  v  okolici p rijem ališča  toč-

D’ (z) =  iT M --------- +  Do' (z)
Z -----Z 0

co" (z) =  — iT M  — 1—  +  iT M ---- -----------(2.4)
z--- Z0 (z — Z o f

—  i T M - - — - + co 0” (z)
(z — Z o f

V n jih  sta  Do’ (z) in  co0" (z) analitičn i funkciji v  ob­
m očju plošče S (slednja je  lin ea rn a  kom binacija 
u strezajočih  funkcij v  enačbah  (2.1). Z in tegracijo  
lahko  dobim o funkciji D (z), co (z). K er nas zan i­
m ajo  le  n ape tostna  stan ja , teh  funkcij v  n ad a lje ­
v an ju  ne bom o potrebovali. Funkciji (2.4) lahko do­
ločamo za različna prijem ališča zoi, Z02, ■ ■ ■ posam ez­
n ih  točkovnih  dvojic Mj, M 2, . . .  Tako nastale  sistem e 
funkcij pa  lahko superponiram o s seštevanjem . T a­
ko dobim o rezu ltira joč  p a r funkcij Dr' (z), cor" (z), ki 
določa rezu ltira joče  napetostno  stan je  v plošči. K o­
likor delu jejo  v  plošči le  točkovne dvojice, upošte­
vam o v  (2.4) sam o singularnosti, m edtem  ko fu n k ­
cije DÖ (z), coo" (z) izginejo.



3. PRIM ERA  SU PER PO ZIC IJE  DVEH 
TOČKOVNIH D V O JIC

3.1. Točkovni dvojici ± m  v  točkah  za — - a  
(slika 2).

V tem  p rim eru  superponiram o dva sistem a 
funkcij (2.4) za točkovni dvojici

z0 =  +  a : M  =  M x +  iMy — + m  
z 0 =  — a : M  — M x +  iM y =  — m

Po sum iran ju  in  u red itv i dobimo rezu ltira joč  p a r 
funkcij

Q,■' (z) — iTm, (— ------------— \
\z  —  a z +  a J

wr" (z) =  — iT m 7  1 1 \
\ z  —  a z + a )

1 j 1 1
— a)2 (z +  a)2 J

1 1

(z — a) 3 (z +  a)

(3.1)

+

z — a — 
z  +  a =

— r i e 

r2 e 
2 a

—i&i

i&2
Z  - 

Z  

n

-a =  — ri e 

- a =  Г2 e
Го

i&i

-iti 2
(3.2)

sin (§] +  # 2) sin d~2 sin &i

Po p rim ern i u red itv i in  z upoštevanjem  n ek a te rih  
zvez m ed trigonom etričn im i funkcijam i dobim o tele  
sestave

S / =  x y  —  y x  =

1 +  v m  /s in
2 л  2

n /si 
a \s i

sin &2

sin &2 sin ) Si
sin ($ 1  +  &2)

S 2 =  —  x y  —  y x  +  i 2 y y

1 — v m  Г / 
2 л  2 a _ \

/ s in  2 cos di sin 2 d 2 cos #2 \

\  sin d 2 sin  d i J

cos 2 i) i cos d i cos 2 ih  cos i) 2

sin  #2
+

sin  § i

S 3 =  x z - iy z  =
1 m ‘ /s in  2 $7

2 n  (2 a)2 . \  sin2 d 2

- M
'cos 2 $7 c o s 2 d 2 \

sin2 #2 sin2 d i )

+

sin  +  # 2)

sin  2 #2 \ 
s in 2 {h J

sin 2 +  «J2)

Iz n jih  izločimo kom ponen te  n ap e to stn eg a  s ta n ja  
v  plošči. Po u red itv i dobim o te le  veličine

x y
1 + v m

+  2 n  j

Z n jim a dobim o sestave (1.3). D osti p reg ledneje  jih  
lahko zapišem o po vpeljav i b ipo larn ih  koo rd ina t 
ri, r2, (h, d -2 (glej sliko 2) s pom očjo zvez

4 n  2 a
sin  &2

sin d i

sin  $2
■ 2 -------- cos2 di

1 +  v

1 ( l  — 2 ------— COS2 $ 2 ^
1 \ l + v  / J

■yx =

sin § i \  1 +  v
1 +  v m  Гsin d i

4 ti 2 

sin  #2

n Tsin d i / 
a Lsin d 2 \

- cos2 d i j  sin  (di +  d 2)

1
1

cos2 d i
) -

1 +  2 cos2 d 2 1

У У

sin  d i \  l  +  v

m  /cos 2 d i  cos d i

sin  (di +  1J2)

1 —  v m  /c 
4 71 2 a \

+
sin  1J2 

cos 2 d2 cos d i  
sin di

O 1
x z  =

sin 2 d i sin 2 d ;/sil 

l  si
^  1
y z  =

2 л  (2 a)2 \  sin2 d 2 sin2 d i 

m  /cos 2 d i  cos 2 #2

) si

(-\ s2 n  (2 a)2 \  sin2 sin2

sin ( d i  +  d 2) 

sin2 (d i +  d 2) 

sin2 (d i +  d 2).

Slika 2



O glejm o si n a  k ra tk o  to  n apetostno  stan je! Vzdolž 
im ag in a rn e  osi (a: =  0) im am o d t  =  d2 =  d. Na tej

p rem ici s ta  upogibna m om enta  x y  in  y x  te r  p rečna  
tan g en c ia ln a  nap e to st y z  n ična, to rz ijsk i m om ent
—  y y  in  p rečn a  tang en c ia ln a  n ape tost x z  pa  sta  
tak ile

---УУ =  XX =

^  8
x z  =  — -

■v m
cos 2 d  cos2 d

Л

m

2 a

sin d  cos3 d
л  (2 a)2

P odobno raziščem o napetostno  s tan je  vzdolž rea lne  
osi (y =  0). Z arad i s ingu larnosti v  x  =  ± a raziščem o 
s tan je  posebej n a  vsakem  izm ed odsekov: — a <  
-<  x  <  +  a, x  <  —  a, x  >- +  a. T ako dobim o za 
odsek osi x  m ed  obem a prijem ališčem a točkovnih
dvojic to le s tan je : upog ibna m om en ta  x y  in  y x  te r
p rečn i tangencia ln i n ap e to sti x z  in  y z  so nični, to r ­
zijsk i m om ent pa  je  k o n stan ten  in  znaša

~  ~  1 —  v m
—  y y  =  XX = --------------

л  2 a
3.2. T očkovni dvojici ± im  v  točk ah  z„ =  ± a 

(slika 2).
V tem  p rim e ru  ravnam o  čisto podobno k ak o r 

v  p re jšn jem , le  da to  po t superpon iram o dva si­
stem a funcij (2.4) za točkovni dvojici

za — +  a: M =  M x +  iM y =  +  im ; M  =  —  im  
z0 =  —  a: M  =  M x +  iM y — —  im ; M  =  +  im . 

R ezu ltira joč  p a r  funkcij je  tak le

Д ■ (z) =  —  T  m  ( — -------------i )
\ z  — a z  +  a J

mr" (z) =  — T m

+

/  1 1

—  a z  +  a ,
+

L ( =  -  a )
—  2 m  Г—  

L(z—

+

(3.3)

(z +  a)2_ 
1

S i  =  x y  —  y x  =
1 +  v m  /cos d i 

2 л  2 a \s in  d 2
cos d 2\

+
sin )

sin  {pi +  'fh)

S 2 =  — x y  —  y x  +  i 2 y y  
1 —  v m

2 л  2 a

'sin 2 &i sin  Pi sin 2 #2 sin  #2 ' ^

sin  0  2

+  i
/cos 2 d i  sin  d i cos 2 d 2 sin d 2

\  sin  d 2 sin  d i  ,

■)
sin &i 1

j  sin {&! +  #2)

S 3 =  x z  — iyz
m

2 л { 2  a)2

cos 2 d i  cos 2 § 2( co

si
. /s in  2 .

■+ i ------------- h
\  sir

sin2 &2 

sin 2 $2

+
sin2 d i  

sin2 {di +  di)
sin2 #2 s in2 d i t 

Posam ezne kom ponente napetostnega s tan ja  so tele

~  1 + v m  [cos d i /
x y = — -----—  — —  1

Lsm i>2 \4 л  2 a 
cos d 2

1

sin d i

1 +  v m

1 +  2 -

■yx =

+

1 +  v

cos d i  /.

1 +  v

■ sin2 #2

sin2 d i ) +

4 л  2 a |_sin d 2 

cos d 2

sin {di +  d 2)

■ sin2 d i I +

1-
1 —  V

2 -------- sin2 d 2

УУ =

sin d i \  1 +  v

1 — v m  /cos 2 d i  sin d i

1 +  v

sin  {di +  d 2)

y z

4 л 2 a '. sin d 2
cos 2 d 2 sin d 2

sin  d i

1 m /cos 2 d i cos 2 $ 2\

2 i ( 2  a)2 1\ sin2 d 2 sin2 d i )

1 m /s in  2 d i sin 2 d i

2 л  (2 a)2 \  sin2 d 2 sin2 d i

■j sin  {di +  d 2) 

sin2 {di +  d 2) 

sin2 {di +  d 2)

To napetostno  stan je  lahko  raziščem o podobno k a ­
kor poprejšn je . Izkaže se, da znašata  upogibna 
m om enta x y  in  y x  vzdolž im ag inarne  osi

x y
1 +  v m  /  

л  2 a \

]_ _ v
1 +  2 -------- sin2 d  I cos2 d

1 +  v ')
~  1 +  v m  / 1 — v \

— y x  = ------------- 1 — 2 -----------sm 2 d
л  2 a \  1 + v 1

cos2 d.

a)3 (z +  a)3

Z n jim a  n ap rav im o  sestave (1.3) in  vpeljem o b i­
p o la rn e  k o o rd in a te  (3.2). Po u red itv i so sestave 
tak e le

P rik azan a  p rim era  sta  samo dva izm ed m nogih 
m ožnih, k i jih  lahko  po po treb i poiščem o s pomočjo 
superpozicije sistem ov funkcij (2.4).
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