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Upogib elastiéne ploiée s toékovnimi dvojicami

MILAN MURSIC

Osnovne enaébe za upogib zmerno debelih elasticnih plodé, izrafene s pomodjo
dveh funkcij kompleksne spremenljivke [1, 2]Y, so v tem flanky prirejene za doloda-
nje napetosinege stanjo v neskondéni ploféi, obremenjeni z eno ali ved tofkovnimi
dvojicami v poljubno sitwiranih prijemalidéih. Podobno kakor pri Muskielifvi-
liju [3] za ravnincke probleme sta tukaj dolofeni singularnosti za tofkovno dvojico
v koordinatnem zafetku. V nadaljevanju je prikazana transformacije (vzporeden
premik) singulornosti v poljubmo konéno tofke pleéfe in superpozicijo vpliva ved
hlcratnih tofhkovnih dvojic v plod&. Za dva primera kombinacije dveh tofkovnih dvo-
jie sta dolofeni upogibni napetosini stanji plodfe in je podan komentar o rezultaiih.,

1) Btevilke v oglatih oklepajih 8¢ nanatajo na literaturo,

priobhfens na koncu Slanka.

1. SINGULARNOSTI, KI DOLOCATA TOCKOVNO
DVOJICO V KOORDINATNEM ZACETKU

Proutimo enostavno sovisno neskonéno ob-
moéje plodfe S, ki.-ima kroZni rob L z radijem R
(neskondna plofta z okroglo luknjo, slika 1). Koor-
dinatni zadetek O postavimo v sredii@e kroZnice L
(torej zunaj obmo&ja S) in vpeljemo kompleksno
spremenljivko z = x + iy, = = x — iy v ravnini xy
plofte. Koordinata Z je normalna na srediféno rav-
nino plosée, debelino plofée oznadimo z 2h. V na-
daljevanju bomo oznadevali komponente napetost-
nega in deformacijskega slanja plodée ter njihove
sestave enako kakor Stevenson [1]. Poissonovo

n

konstanto oznadimo z », prefna érta med velidinami
pomeni njihove konjugirano-kompleksne vrednosti,
értice pri funkeijah pa pomenijo njihove odvode po
ustreznih spremenljivkah.

Funkciji kompleksne spremenljivke 12 (z), o' (z)
imata v enostavno sovisnem neskonénem obmoéju,
v katerem v neskonéni tocki ni konéno velikih na-

petosti, tak#nole opliko [2, 3]
D) =iTMInz + 1, (2) (1.1
o' (2) = —iTMInz + wo (2) 4

V njih je T = 32ahk®* realna konstanta, z M =
= My + iMy, M = M, —iM, pa je oznadena rezul-

¥y
f 2 / / /
Ny A fr)

e

ﬁ/./

nr
st .

/ﬁ//

- 180

Slika 1



102

STROINIZK! VESTNIK, LIUBLJAMA 1970 — 4/5

tanta momenta zunanjih sll na edinem robu L
obmodja. Funkeiji £, (2), o (2) sta analitiéni {holo-
morfni) v neskonénem obmo&ju S plodte in se lahko
izrazita s potenénima vrstama, v katerih so koefi-
clenti ag, ax’ v splofnem kompleksne velidine

Z:u z*

ar tg
Qg =g+ —+—=*+...=
(=) o z :

k;ﬂ' (lnm
ﬂ:’ ﬂr* 5
W' (2) = ao’ + +--,+...—Ea;z-'=
x Z
k=o

S pomotjo teh dveh funkecij in njunih odvodov
lahko izrazimo vse velitine napetostnega in defor-
macijskega stanja plofZe [2]. Napetostno stanje je
podano z naslednjimi sestavami

i P (1 + ») h?
Sf=xy—yxr =— 5

1 (2) + @ (2]

Sim— gy ey

— 3} h2
_H.'FL.&‘?_ [z Q" (2) + w” (2) + nr 27 (2)]

(1.3)

L Wt cohB
Sp = xr—iyz =— 1 (2)
3

Prvi dve sestavi vsebujeta oba upogibna ter tor-
zijski moment, slednja pa srednji vrednosti pre&nih
tangencialnih napetosti v ploZ&i. Pri rotaciji koordi-
natnega sistema za kot a v pozitivnem (protiurnem)
smislu se sestave (1.3) transformirajo takole [1, 3]

T —Or = Ly —
—ﬂa—ar+:2u¢rj‘ A . (1.4)
= (—ry—yxr+i2yy)ells

T i

o ot
T — juz = (rz —iyz) e

Na krofnem robu L z radijem R plodfe na sliki 1

naj bosta komponenti zunsnjega momenta nx, ny,
fz n je oznafena zunanja normala elementa ds =
= R da roba), enakomernoe porazdeljeni (konstant-
ni) vzdolt roba in naj imata rezultirajodi moment
M= M, +iM, V tem primeru sta ti komponenti
zunanje obremenitve roba takséni

no = - s PNy = LR (1.5)

2aR 2aR

Dolofimo komponenti ra in ;=—n; tega mo-
menta v normalni in tangencialni smeri na rob,
S slike 1 sta razvidni zvezi

—

ra = —na sin (a — 180) + ny cos (« — 180)

—~

T ™ nxcos(a— 180) + ny sin (o — 180)

Ko ju uredimo in zdrufimo v kompleksno sestavo,
pridemo do izraza

(1.6}

ki sestavlja zunanjo obremenitev na robu ploSée,
kakrino je treba upoftevati v robnem pogoju [2].
Ustrezni robni pogoj se glasi (na kroZnici L!)
nQ@@ +z @+ @+ (@)= b
_fF;+iF9+§KHE+K;¥ :

V njem sta konstanti n in n; (slednjo smo srefali
v enaébah (1.3), podani z [2]

-+ 2—»2ht
B lIRZ oy e TEE R ey
1—w l1—» B
funkcija Fy + iFs pa z [2]
Fr+ iFs = — - I{ra-i—mn]dz
[1—1»1!:'

Za integrand na desni strani te enalbe vstavimo
{1.6). Pri integraciji vedol krofnega roba z radijem
R je z = Rel®, dz = {Re!® da. Za funkcijo F;+ iF;
dobimo izraz

12 Mo
2m(l =) ht

Fy+iFs = (1.9)
Za enostavno sovisna obmodja smemo v (1.7) izbrati
konstanti K* in K;” poljubno [4). V nafem primeru
ju kar izniéimo (Ki” = K" = 0). Sedaj lahko vsta-
vimo (1.1}, (1.2) in (1.8) v robni pogoj (1.7). Izkaie
se, da v obravnavanem primeru v funkcijah £2 (z),
w' (z) ni treba poznati keeficientov pri &lenih z
log z, temved ju smemo oznatiti splofneje z A
oziroma A, torej

()= Alnz+ 2:.(2)

(1.10)
w (z) = Ahmz-f—w-., (z)

Po vstavljanju in ureditvi posameznih #lenov po
potencah od ika dobimo za (1.7) tole enaébo

nAInR + inda +n Z—ﬂix""'+ie'"—
R

k=o

_Z ¥o-tka g AINR—idg +

Jr-u

(1.11)
d* ika E 1 olie
+ Eﬁ (ol m Aelss
k=0
Fa oy D) () o e 120
R¥ 2 (1 — ») h?

k=13
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V njej primerjamo é&lene, ki so neodvisni od g,
¢lene, ki so odvisni od a, in tiste z enakimi ekspo-
nenti ika. Tako pridemo do sistema enath, ki doloda
neznane koeficiente. Koeficientov a, in a,” ne ifge-
mo, ker ne vplivata na napetostno stanje v plosdi,
Za ostale koeficiente pa dobimo tele vrednosti

A=iTM, A= —iTM: ay=0zavsek>1

a;’ = 0,as = —iTMR'(l -—:f); gy m0zavsek =3

Iskani funkeiji (1.1) oziroma (1.10) sta v obravna-
vanem primeru takile

{}(2) = iTMInz

' (2) = — iTM In z — iTMR® (1 = E) Ak
Rtf 2

Ce ju vstavimo v sestave (1.3), dobimo napetostno

stanje v plo3&, ki jo kaZe slika 1. Sedaj pa pred-

postavimo, da se radij R luknje v plo&&i zmanjfuje

proti ni& (R-»0) in da robni napetosti nx, ny pri
tem naraifata prek vseh meja tako, da ostane re-
zultirajodi vektor momenta M nespremenjen. V tem
primeru vpliva v koordinatnem zafetku tofkovni
moment M = M. + iMy; in pripadajodi funkciji
(1.12) prideta v obliko (dejansko se spremeni le
druga)

(112)

() =ITMInz

o' (z) = —iTMInz + iTM (1.13)

xt
ki ju imenujemo singularnosti tofkovne dvojice v
koordinatnem zafetku. Pripadajode napetostno sta-
nje v ploséi dobimo z vstavljanjem (1.13) v sestave
(1.3) oziroma (1.4) in s separacijo posameznih velidin

o~ - +
o " (M, sin a — M, cos )
4ar
m~ -~ l—v» .
i e - - (M:cos a + My sin a)
s ;“* (1.14)
rz bl (M; sin a — My cos a)
2ar
w 1
et = ——— (M:cos a + M, sin a)

2xr?

2. TRANSFORMACIJA SINGULARNOSTI V PO-
LJUBNO KONCNO TOCKO PLOSCE
SUPERFOZICIJA TOCKOVNIH DVOJIC

Naj bo sedaj enostavno sovisno obmoje plo-
Ste S iz prejinje totke v takinem napetosinem
stanju, kakrino dolo2ata v tem obmodju analitiéni
funkeljl 2a"(2), ws" (z). Temu napetostnemu stanju
superponirajmo Se napetostno stanje zaradi totkov-
ne dvojice v koordinatnem zadetku (1.13). Rezultira-
jofe napetostno stanje v okelici prijemaliZZa toé-

kovnega momenta z = 0 je potemtakem podanc s
funkeijama

2'(z) = iTM L + 2 (2)
3 -

= | 2n @1
w" (2) = —iTM — —iTM == + ," (2)
- z zl-

Poistimo obliko funkeij (2.1) za primer, ko vpliva
tofkovna dvojica v poljubni konfmi tofki z = z,
plo&fe namesto v koordinatnem zafetku z = 0. V ta
namen prestavimo v z; zafetek pomo¥nega koordi-
natnega sistema z; = xy + iy, ki nastane iz prvot-
nega sistema s translacijo koordinatnega zafetka iz
2=0V 2=z, Funkeiji (2.1) se v novem koordi-
natnem sistemu glasita

oy (z;) = iTM I_ + o1 ':zl'j
F 4
: 1 0 (2.2)
Wy (27) = — ATM = = ATM 221 o 000" (1)
» 53 s

pri temer je zy = z—2z,;. Sedaj pa se vrnimo na’
prvotni koordinatni sistem tako, da ostane nape-
tostno stanje v plod¥ nespremenjeno in ugotovimo,
kako ta prehod vpliva na funkeciji (2.1). Izkale se,
da je zveza prav taksna kakor pri ravninskih pro-
blemih [3].

i (2) = g e
”[ ) ﬂ,r"{E 2q) : 2.3)
w (z) = my" (z—zy) — x5y 1" (2 — )
Ko vstavimo (2.3) prek (2.2) v (2.1), dobimo izraza
za funkeiji 2 (z), " (2) v prvotnem koordinatnem
sistemu s totkovno dvojico, prijemajofo v poljubni
konéni todki z, ploiie

1
(@) = iTM ——— + 12,' [2)
L — 24..
. 1 h F
7@ = —ITM ——— +iTM—— _— (24)
2—2o (2 —z,)
AT M G @)
{Z — zil}a

V njih sta 2, (2) in w," (z) analitiéni funkeiji v ob-
modéju plod&e § (glednja je linearna kombinacija
ustrezajodih funkeij v enafbah (2.1). Z integracij‘u
lahko dobimo funkciji £2(z), w (2). Ker nas zani-
majo le napetostna stanja, teh funkcij v nadalje-
vanju ne bomo potrebovali. Funkeiji (2.4) lahko do-
lofamo za razlidna prijemalifita zgp, 2gs, . . . poSaAmMEz-
nih totkovnih dvojic My, Ms, ... Tako nastale sisteme
funkeij pa lahko superponiramo s setevanjem. Ta-
ko dobimo rezultirajo¢ par funkeij &' (), w." (z), ki
dolo#a rezultirajote napetostno stanje v plod&i. Ko-
likor delujejo v ploBéi le tofkovne dvojice, upodte-
vamo v (2.4) samo singularnosti, medtem ko funk-
cije £ (2), we" (2) izginejo.
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3. PRIMERA SUPERPOZICIJE DVEH
TOCKOVNIH DVOJIC

9.1. Totkovni dvojici *m v totkah z, = *a
{slika 2).

V tem primeru superponiramo dva sistema
funkcij (2.4) za totkovni dvejiel

Za=ta:M=M+iM,=+m
Zo=—a:M=M;+iMy=—m

Po sumiranju in ureditvi dobimo rezultirajof par

funkeij
1
2, () = iTm ( — )
z+a
1 1

r—a _z + a) W
1 1
—_ [ 4 . __-] =+
fxr—a)® (z+a)f
1 1
+ 2Ry |———— I
(z=—a)* (z+ a)?
Z njima dobimo sestave (1.3). Dosti pregledneje jih

lahko zapifemo po vpeljavi bipelarnih koordinat
vy, T, P2 (glej sliko 2) 5 pomoédjo zvez

E=—q

" (2) = — iTm H iy

—

Sym —py—yx+iZyy =

1—y m (xin!ﬂ;ms#:_sinﬂﬁymsﬂz) o

Zn 2a zin sin #y

" (cus 2 ity cos 0y
sin s

+ AT II’*’)] sin (6 + O3)

sin #;
o w in 2
S =rF—iyy=—— [(Hll‘l = -+
2x(2a) sin® #
— (mz L lmﬂ:ﬂ"']:l sin? (0 + 1)
sin? ﬂ: sin® I?;

1 m

5‘_“.'*'_*‘1) 1%
sin® ¥

Iz njih izlofimo komponente napetostnega stanja
v plod¢l. Po ureditvi dobimo tele velifine

(1__21—1-

~_l+rm[5&nﬂi cus’ﬁ;)—

47 2a |lsindy 1+
in & e

Sy BLE (1 ol B i ﬂ,)] sin (8 + 02)
sin ¢y 1+

. p ki m

[fsm iy (1 49 _1.:_‘: cos? #f) o
41 2a |sinde LEE

f—a=—rei : z_a=—rreth £ an 01 (1 + 2 1= cu«s*ﬁg)] sin (& + )
z+a= riei? z+ta= Trei™ sin ity 1+
2a ) ) (3.2) _ l—y» m (EDS 2 ity cos i
o bk, gt Ly d P - i
sin(fr+ 92 sindy sindy L) ek R
Po primerni ureditvi in z upodtevanjem nekaterib - Es_ﬂ__ﬁg_mgﬂ) sin ( ¢ + )
zvez med trigonometridnimi funkeijami dobimo tele sin &4
zestave L) 1 m [sin2d gin 24
£ — T ( J : 2) Sin’ [ﬂ]’ + ﬂz]
Si=ry—yr= 2a(2a)® \ sint dy sin? i
1+» m fsindy sin a&g) ot 1 m Jfeos2dy cos2ds
- e == sin (#; + R = sin® (¢7 + &),
2x 2a (sin 2  zin @y R 3 2x (2a) (sin’ ite sin® ﬂr) 2 508
¥
I
s
\
7 "nl
n
z 1?1.‘:
\ pim
a i A b )
IR x

Slika 2
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Oglejmo si na kratko to napetostno stanje! Vazdolz s = 1 m [jeos2d; cosldy +
imaginarne osi (z = 0) imamo #; = @ = &. Na te] ’=m_“”23{2d]: (m:ﬂg gin® O
premici sta upogibna momenta ry in yx ter preina 4 (®D 24; sin?ds (0 +
tangencwlna napetost w niéna, torzi:lskl moment (m;;. 'R sin® ﬂ.,) kg i
_ in prefna tangencialna napetost ;
takyﬂi 2 - e = e Posamezne komponente napetostnega stanja so tele
o iy e, ~ 149y m [eosd l—y»
— Yy = XX = ¥ ™ cos 2 & cost & Ty = S ’(1+2 sm’r?;)+
E i 4 Za |sindy 1%
l—»
;—a=_ ™ gin % cos? & +W\5§? 142 Hlﬂ’ﬂ?]ﬂlﬂ.[‘ﬂ}"‘ﬂ'ﬂ
(2 ﬂ}t sin 14+
Podobno razidéemo napetosino stanje vedolZ realne ahs . 1 +» m [cosds 1—2 L=4 wint ﬂr) i
osi (y = 0). Zaradi singularnosti v xr = % razifemo 47 2a |zinds + »
stanje posebej na vsakem izmed odsekov: —a =< 008 Ds [
< r<_+a r<—a r>=>+a Tako dobimo za S e '(1—2 sin’ﬂ;)]sml:#ﬁ-ﬂ:}
odsek osi x med obema prijemalidtema totkovnih sin &y 1+~
dvojic tole stanje: upogibna nmmenLa xy in y.m ter ~ 1—»m (cos 2 & sin ¥ o
predni tangencialni napetosti zz in yz s0 niéni, tor- dx 2a sin e
zijski moment pa je konstanten in znasa cos 2 desindte) |
: __—-—-—u) sin (i + )
Y !-'1!' - 1 i gin
n e i 1 m cos 2 0 cos 2 &y
Lo e L *| sin?® + s
{ﬂ_ka.zz.] Totkovni dvojici tim v totkah z,=+a FE=o . o (Ein. o Saint m] et
ika 2),
V tem primeru ravnamo &isto podobno kaker !; e sin 2 &4 + "f“‘_zfi) sin® (8; + 0)
v prejinjem, le da to pot superponiramo dva si- 2 (2 )t sin® s sin® dp

stema funecij (2.4) za totkovni dvojici
=+ a; M=M;+iM,=+im; M=—im
Zp=—a M=M;+iM,=—im; M = + im,
Rezultirajo& par funkeij je takle

1 1
2/ (2) = —Tm ( —- ]
r—a Tt a

nh"{z}=—T“{(1 _z-ll—n)+ (3.3)

iy :

[z_..'-..;z_':'— [:_-I- EF] o

1 1
—2“: —_—
L’z —a)? (z+ a:l'] }

Z njima napravimo sestave (1.3) in vpeljemo bi-
polarne kcoordinate (3.2). Po ureditvi so sestave
takele

2—a

+ o

P = -f_1+1.-ﬂ_1 cos )
AT = 2= Ea(sinih
+ 'f'-'fmﬂ’) sin (i + )
sin

Sy=—zy—pyx+ilyy =

l—» m (;;ir_l__ﬂﬂ;sinﬂ; +5in21}‘:-51n'ﬂ1)+

sin ¥y sin'¥y;
cos 2 4 sin &

gin @y

+i(ms21.‘hsinﬁr_ )] sin (#; + &)

sin ¥z

To napetostno stanje lahko razistemo Imdnbnot ka-
kor popreidnje. Izkade se, da znalata upogibna
momenta ry in yx vzdolZ imaginarne osi

;}:E"..T_ 1+2 —"sin*ﬂ)ms’#
n 2a 1T ¥
— gz = LSHEY i 1._2 ¥ sin® E) cos® &,
T 2(: l1+¥

Prikazana primera sta samo dva izmed mnugi_h
modnih, ki jih lahko po potrebi poidemo s pomodjo
superpozicije sistemov funkcij (2.4).
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