104

STROINISKI VESTMIK, LJUBLJAMA 1570 — 4/5

UDK 512.3:539.4.011

ReSevanje ravninskih elasto-plasti¢nih problemov z upo$tevanjem
napetostno deformacijskih zvez po Henckyevih enacbah*
BOGOMIL FPERTOT

Uwvod

Refevanje elasto-plastiénih problemov je tesno
povezano ¥ refevanjem nelinearnih diferencialnih
enath. TeZave pri njihovem refevanju poskuiamo
prebroditi £ uporabo iteracijskih metod. Uporaba
ieh metod za refevanje elasto-plasti®nih problemov
je prikazana v delu [1] oziroma [2], & napetostno
deformacijske zvezo upoitevamo po Heussovih
enatbah. V tem &lanku pa je prikazana uporaba
iteracijske metode za refevanje ravninskih elasto-
plasti®nih problemov z upodtevanjem napetosino
deformacijskih zvez po Henckwevih enafbah. Po-
stopek, ki je za to uporaben samo v primeru aktiv-
nih obremenitev (obremenitev mora narastati pro-
porcionalno z nekim parametrom, tako da v mate-
rialu ne nastajajo razbremenitve), je v bistvu
refevanje vrste elastidnih problemov pri upof$teva-
nju dodatnih pogojev. Tako je problem reduciran
na zaporedno refevanje vet sistemov linearnih enatb.

1. Dsnovne enaéhe

V primerih, ke smemo vzeti, da velja za na-
petostni tenzor

Op = Tpy = Typ = )

(1,1)

oziroma za deformacijski tenzor

't =Yz ™= Ypa = 0 [1-2]

ostale napetosti oziroma deformacije pa so samo
funkeije koordinat = in y, pravimo, da pogej (1,1)
definira ravninsko napetostno stanje, pogoj (1,2} pa
ravninsko deformacijsko stanje. Z upoftevanjem
gornjih pogojev lahko Henckyeve enadbe za pro-
storsko stanje poencstavimo in jih formalno napi-
Bemo enako za ravninsko napetostno stanje kakor
tudi za ravninsko deformacijsko stanje:

Bx = @ (02 —— voy)
£y = ¢ [0y — vos) (1,3)
Yrg =2l + ¥y

Upodtevati pa moramo pri ravninskem napetosi-
nem stanju
1 = ®
i = E o TN ".4}

pri ravninskem deformacijskem stanju pa

* Clanek je izviefen iz obfirnejie razprave, ki sta jo
omogobila Skiad BPoriza Kidrifa in Fakulteta za strajniitve
in bo v celotl abjavijena v zhorniku Fakultete za strojnifiva.

(1,5)

V zgornjih enatbah smo vpeljali spremenljive
parametre
b 1—2pu

y (1 + p)

1—2

y (1 + p)
(1,5)
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20+ pwyp+1—2u

kjer je

q:z{;?
T

(1,7)

ki podaja fizikalno zvezo med intenzivnostjo striZ-
nih napetosti

= dlox—o0y)* tafo: T o) T 4] (18)
oriroma intenzivnostjo strifnih deformacij
= lea—e) bt trafl (19

Parametra a in b sta édvisna od vrste ravninskega
stanja in sta za ravninsko napetostno stanje

5 e b——-&(j—-i_*“.)’

1—nu*

(1,10)

za ravninsko deformacijsko stanje pa
a=3%(1—2u"% b=23 (1,11)
E, G, 1 v gornjih enafbah predstavljajo obitajne

parametre elastitnosti izbranega materiala. Tem
enaltbam dodamo e ravnoteini enalbi

ﬂ_”‘_ + fﬂ'.‘! + X =10
(h5s dy
&2+‘”ﬂ+3’_n i
Ox dy
geometrijske zveze med premiki in deformacijami
chu the e o
By =m.—, fy= —: e
o’ ty i oy oOx (39

pa imamo zadostno 3tevilo enath za vse neznanke,
&e smo eksperimentalno deledili fizikalno zvezo (1,7T)
za izbrani material, Fizikalna zveza ni odvisna od
oblike napetostnega ztanja, zato jo navadno dolo-
¢imo 5 pomodjo nateznega preskusa.

Nafelno imamo, podobno kakor v elasto-meha-
niki, za redevanje gornjih enatéb dve moZnosti:

a) refevanje zastavljenega elasto-plastiénega
problema s premiki,

b) refevanje =zastavljenega elasto-plastiénega
problema z napetostmi.
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Refevanje = premiki privede do dveh nelinear-
nih diferencialnih enatb za komponenti premikov,
pri reéevanju z napetostmi pa pridemo do treh ne-
linearnih diferencialnih enatb za komponente na-
petosti. Razen tega moramo pri refevanju z nape-
tostmi upo$tevati & kompatibilnostni pogoj

Pey | O _ Pyay
ox*  oy* oOdxdy

ReSevanje ravninskih problemov pa lahke preve-
demo na eno samo nelinearno diferencialno enadbo,
te lahko vpeljemo Airyevo napetostno funkcijo,
definiranc z enadbami:

*F
p Op = —, T
oyt oz

Tako definirane napetosti identitno izpolnijo rav-
notefna pogoja (1,12), ¢e smemo vezeti, da so0 vo-
lumenske sile X =¥ = 0. Napetostno funkcijo
F(r,4y) pa moramo dolofiti take, da izpolnime
kompatibilnostni pogoj (1,14). Z upodtevanjem
enatb (1,15) v.enaébah (1,3) in z wvstavljanjem v
enatbe (1,14) dobimo pogojno enatbo za iskano na-
petostno funkeijo:

(1,14)

OF

Jg =

m‘:??f'ﬂ[d*”’ )+ﬂi’—(‘?r)]
oy Oy
[{}j (1 {qu]] !'FF U’ (@ + »p) BF i
Ot ooy dody
f]'-;u ﬂ’lf:-'q:] EFF
+ ke 0 (1,16)

kjer smo upodtevali, da sta ¢ in » funkeiji koordi-
nat ter krajie pisali

:} " HF HF
hT AT Qe U S vk
Ot oxoyr oy
OF  OF (117
EE g — + R
dx2  ye

Parametra ¢ in » lahke v nafelu eliminiramo iz
enatbe (1,16) tako, da ju izrazimo z napetostno
funkeijo. Taka eliminacija pa pripelje do zelo kom-
plicirane nelinearne parcialne diferencialne enatbe
za napetostno funkcijo F (x, y). V elasti®dnem pod-
rofju, ko je p =1, sta ¢ in » konstanti tako, da
preide enadba (1,17) v znano biharmoniéno enatbo
7a refevanje ravninskih elastiénih problemov.

Splofno reditev enaébe (1,168) pa moramo prila-
goditi Se robnim pogojem. Za robne pogoje, podane
7z napetostmi, izra®funamo vrednosti napetostne
funkeije in ustreznih odvodov na konturi integra-
cijskega podrofja po enadbah:

aF ‘OF '
Fr=z2|—])tyl—]| + 1 |2Dv— !I'F:) ds
(ﬂm) 4 [ﬂ'y) J- [

) -—foe ()
ik

(1,18)

-

Pri enkrat sovisnih obmoéjih, ko izvedemo in-
tegracijo v enalbah (1,18) vzdolf ene same mejne
konture, smemo vzeti poljubne integracijske kon-
stante. Izbira le-teh pa pri veékrat sovisnih obmog-
jih, ko integriramo po vel mejnih konturah, ni
poljubna in jih moramo izbirati take, da zagotovimo
enolitnost premikov.

Verjetnost, da bomo prifli do refitve enatbe
(1,16) v zakljufeni obliki pri poljubnem integracij-
skem obmodju, poljubni fizikalni zvesi (1,7) in upo-
Etevanju enaéb za ¢ in », je izredno majhna. Zato
moramo pri zahtevnejfih ravninskih problemih
uporabiti iteracijske metode. Posebno ugodna za
refevanje elasto-plastitnih problemov je metoda za-
porednih elastiénih reditev.

2. Metoda elastiénih reditev

Z metodo elastiénih refitev privedemo refeva-
nje elasto-plastiénih problemov k zaporednemu re-
fevanju linearnih elasti®nih problemov z dopolnil-
nimi pogoji. Ta ideja je bila prvi¢ predlagana v
delu [3], nadaljnje razvitje metode pa je podano
v delu [4]. Od tu povzemamo metodo elastiénih
reditev z upoltevanjem spremenljivih parametrov,
kakrino smo uporabili v nadaljevanju.

Ker smemo proces aktivne deformacije elasto-
plastidnega telesa obravnavali kakor pri nelinear-
nem elastitnem telesu, smemo narediti naslednji
sklep: reSitev elasto-plasti®nega problema preve-
demo na redevanje ustreznega elastiénega problema
s parametri elastifnosti; dolofenimi po enaébah (1,6).

Da se izognemo refevanju nelinearnih enaéb,
izvedemo refevanje z zaporednimi pribligki. V
prvem koraku vzamemo w =1 in refimo linearni
elastifni problem. Nato dololimo ag, oy, T2y in gy
£y, 7ey- 12 Znanih deformacij izrafunamo W in ypitd
iz fizikalnega pogoja (1,7). & novimi vrednostmi g
fzrafunamo nove parametre elasti®nosti po enad-
bah (1,6) in v naslednjem (drugem) koraku refimo
linearno elasti®no nalogo z novimi parametri. Pro-
ces nadaljujemo tako dolgo, da je razlika med dve-
ma zaporednima refitvama v mejah Zelene na-
tanénosti. Konvergenco postopka smemo prifako-
vati zaradi majhnih razlik med dvema zaporednima
priblizkoma. Strog dokaz za konvergeninost po-
stopka za splofen primer ni znan, znan pa je dokaz
konvergence za konkretno nalogo v delu [3].

3. Diferenéna metoda za refevanje ravninskih
elasto-plastiénih problemov

Metoda elastidnih refitev s spremenljivimi ela-
sti*fnimi parametri vodi do refevanja elastidnega
linearnega problema s parametri ¢ in ». Parametre
o in » ter njune parcialne odvode, ki jih potrebu-
jemo v enadbi (1,16), sicer izrafunamo iz predhod-
nega koraka, moramo pa kljub temu v vsakem Ko-
raku redevati linearno parcialno diferencialno enaé-
bo z nekonstaninimi koeficlenti. Tako pri redevanju
elasto-plastiénega problema z opisano metodo po-
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e

novno zabredemo v matematifne tefave. Dodatno
se lahko pojavijo tefave pri izpolnjevanju robnih
pogojev, pa imamo tudi £ metodo elastitnih reditev
malo mo¥nosti, da bi v posameznih korakih dosegli
zakljudene resitve, Vsem tem teZavam se izognemao
z diferenfno metodo, ko nadomestimo refevanje
diferencialne enaébe (1,18) z ustreznim sistemom
diferenfnih linearnih ena®b, Integracijsko obmoéje
po navadi prekrijemo s kvadratno mrezo in ustrez-
ne parcialne odvode v enaébi (1,168) nadomestima
£ diferentnimi kvocienti, Tako nastalo diferenéno
enatbo napifemo za vse totke integracijskega pod-
rofja in take prevedemo refevanje parcialne dife-
rencialne enafbe na refevanje linearnega sistema
algebrajskih enatb. Reditev problema, ki jo dobimo
po te] poti, je sicer samo pribliZna, je pa za teh-
nisko prakso popolnoma uporabna.

Z diferenénimi aproksimacijami za parcialne
odvode dobime iz enafbe (1,16) naslednjo diferené-
no enadbo

g CF+23F—833F +20F) +EaFi=0
® 3 1 L] I_Jal,}

kjer dolotimo koeficiente g; iz predhodnega koraka
po enafbah

%
2 = 8 [ps (1 + vn:l]—ﬂiE[cm{l + w)]

ar = —132 [go(l — )] —pr—pzra + Fps—qpawy
ty = —2 [ {l —we)]l —gryr—g@r—aqsrs + 3 qu
o =—2[@a(l —wo)]l +Ipr—prre—gs—aquws

ay '--—2[wnfl—rull—ww+a3¢:'2—1p31r.1—q1;
as =d(pr+gpr—pi—p) —AE(—Diq(1 + )

5
a5 ='—${?”r—-—9"z—1ﬂ.:r+qw}+é:.f:lf—l}'lpil{‘f + i)

ar =

— & (o + rpg—w—m;}—l'.:f{ﬂll'm;u + %)

as = (pr—gpr—ep2 + @) + &%Iu 1 gl + )

gy = & (pr— @) (3.2)
am = & (g2 — qu)
apy ==—3% {gr —e3)
= — & (e — )

V enatbah (3,1) in (3.2) so oznatbe za posa-
mezne totke razvidne s slike 1.

Iz zgradbe enadbe (3,1) in enadbe (3,2) za koefi-
cienle a; ugotovimo brez tefav, da preide le-ta pri

4r

L

Slika 1

konstantnem » in ¢ v znano aproksimacijo za bi-
harmonifno enatbo. Zato nastavljanje difereninih
enath za vse tolke integracijskega podrotja ne po-
vzrota tefav, saj velja enagba (3,1) tudi v elastié-
nem podrodju, fe upoStevamo za tolke elastilnega
podroéja w = 1.

4. Prakiiéna uporaba diferenéne metode

Prakti®fne uporabo opisane metode bomo pri-
kazali pri reSevanju konkretne naloge. Odlo&ili smo
se za znano nalogo nateznega preskufanca z dvoj-
no zarezo V, za katero so iz literature snane refitve
z razlitnimi metodami in je moino primerjanje
dobljenih rezultatov.

Pri refevanju smo upoitevali, da je material
idealno elasto-plastien, take da velja naslednja
fizikalna zveza:

Y= 7e
¥ = te
Z . smo oznadili najvedjo elastitno intenzivnost
striznih deformacij, s 1, pa intenzivnost striZnih
napetosti, ki dolofajo mejo plastiénostl. Diagram
+ 7 za idealno elasto-plastiten material je prikazan
na sliki 2.
Dimenzije preskufanca so razvidne s slike 3,

r=0.y
g_-r,,:kqnst

» Slika 2
rEa

d
—
- - -
-
.1 W
-':———1-'"1- e -
|
-y 5 e
e — S
= = -
P a

Slika 2

Dvojna simetrija integracijskega podrofja omo-
gota, da pri refevanju upoftevamo samo CGetrtino
integracijskega podro#ja. V nadaljnjem rafunu smo
suponirali ravninsko stanje deformacij in nestisljiv
material tako, da na osnovi enatb (1,6) dobima:

-p=ET':; Va1 (4,1)

iz enatb (1,8) in 1,11) pa:

1* = 3 [(0:—0u)* + 417 (4.2)
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Tabela 1
- ) __amo mo 50 o o
v |
bt sl A ANg) o
o) i i1
e -l
" . g ™ |
1] =g =7 = E.F)
-nui - > =) = = = o . ¥ L-.d
2 oo - Lo e o [
~we_ =i0| -] -rmi| - 1 (S S | [ [ M S

Froblem smo redili z diferenéno metodo, zato smo
v vsakem koraku za vse totke izbrane mreZe do-
logili funkcijo yi*), Za tofke v elastitnem podrodju,
pri katerih je % < r,, velja yt®) = 1. V plasti*nem
podrogju, ko pa je ¥ = 1,, pa velja

:;Uﬂ-ll fluuf"] , plie=1)

e

(4,3)

Tp L4 ]

Za izbrano obremenitev p =272 p, = 6.300 do-
bimo po devetem priblifku rezultate za napetost-
no funkcijo in funkcijo w, ki so zbrani v tabeli 1.
Tu smo tudi vrisali elasto-plastiéno obmotje, ki je
dolodeno 5 ¢ = 1.

Primerjava dobljenih rezultatov z vrednostmi,
ki so podane v delu[2], pokaZe samo neznatne raz-
like, ki ne presegajo 1,5 % Praktifno dobimo po
obeh metodah enake rezultate, Metoda elastiénih
refitev pa ima dolofene prednostl. Osnovna pred-
nost je v skrajdanju ratunanja, ker smo se izognili
postopnemu vefanju obremenitve in dosegli zado-
voljive natanfnost Ze po devetih korakih. Razen
gmanjdanja Stevila potrebnih iteracij pa ima opi-
sana metoda Se to prednost, da ostane Stevilo li-
nearnih enaéb, ki jih refujemo v posameznem ko-
raku, nespremenjeno. Poscbno ugodno pa je tudi,
da pri vmesnih korakih ni potrebno poscbej dolo-
Zati elasto-plasti®ne meje, ki jo avtomatitno do-
bimo z upoStevanjem vrednosti funkcije .

Opisano metodo brez posebnih tefav uparab-
ljamo tudi v primeru, ¢ moramo upoStevati utrja-
nje materiala v plastiénem podroéju. Spremenimo
samo enatbo (4,3), ki ima sedaj obliko

k=1

Yr = gt

oy (4.4)

kjer je T = 7 (y) podana fizikalna zveza med y in .
IzraZuni, ki smo jih naredili in so zbrani v delu [6],
kaZejo na precejinja odstopanja Ze pri minimalni

utrditvi materiala., Podobno pokaZejo natanénejsi
izraduni, da supozicija o nestisljivemn materialu ni
popolnoma umestina. Upoftevanje natanénih vred-
nosti za ¢ in » v nafelu ne komplicira opisancga
postopka, temvefé samo nekoliko podaljia radu-
nanje,

Glede na te rezultate lahko sklepamo, da je
opisana metoda za refevanje elasto-plastidnih pro-
blemov pri majhnih deformacijah uporabna v vaeh
primerih, v katerih smemo zunanjo obremenitewv
oznaditi kot aktivmo. Nadalje poudarjamo, da pri
refevanju izbrane naloge ne moremo podati grobe
otene o natanénosti rezultatov, ker je nismo redili
na dvakrat gostejii mrefi. Menimo pa, da je moZno
primerjanje z refitvami po drugih postopkih, saj
smo pri relevanju upostevali enako gosto mreZo.
Eksakten dokaz o konvergenci postopka je mate-
matifno zelo kompliciran in v literaturi ni znan.
Sodimo pa, da je v izrafunanih primerih konwver-
genca dovolj hitra in praktiéno dokazana.
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