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Reševanje ravninskih elasto-plastičnih problemov z upoštevanjem 
napetostno deformacijskih zvez po Henckyevih enačbah*

B O G O M I L  P E R T O T

Uvod

R eševanje elasto-p lastičn ih  problem ov je  tesno 
povezano z reševan jem  nelin earn ih  d iferencialn ih  
enačb. Težave p ri n jihovem  reševan ju  poskušam o 
p reb rod iti z uporabo ite rac ijsk ih  m etod. U poraba 
teh  m etod za reševan je  e lasto-plastičnih  problem ov 
je  prikazana v  delu [1] ozirom a [2], če napetostno  
deform acijsko zvezo upoštevam o po R eussovih 
enačbah. V tem  član k u  pa  je  p rikazana u poraba  
ite rac ijske  m etode za reševan je  rav n in sk ih  elasto- 
p lastičn ih  problem ov z upoštevanjem  napetostno  
deform acijsk ih  zvez po H enckyevih  enačbah. P o­
stopek, ki je  za to  upo raben  samo v p rim eru  a k tiv ­
n ih  obrem enitev  (obrem enitev m ora na rašča ti p ro ­
porcionalno z nekim  param etrom , tako  da v  m a te ­
ria lu  ne n asta ja jo  razbrem enitve), je  v  b istvu  
reševan je  v rste  elastičnih  problem ov p ri upošteva­
n ju  dodatn ih  pogojev. Tako je  problem  red u c iran  
na  zaporedno reševan je  več sistem ov lin ea rn ih  enačb.

1. O snovne enačbe

V prim erih , ko sm em o vzeti, da velja  za n a ­
petostn i tenzor

Os — 1xz =  tyz — 0 (1,1)

ozirom a za deform acijski tenzor

7z =  У х г  =  У у г  =  0 (1,2)

ostale napetosti ozirom a deform acije pa  so sam o 
funkcije  koord inat x  in  y, pravim o, da pogoj (1,1) 
defin ira  ravninsko  napetostno  stan je, pogoj (1,2) pa 
ravn insko  deform acijsko stan je . Z upoštevan jem  
g orn jih  pogojev lahko H enckyeve enačbe za p ro ­
storsko stan je  poenostavim o in  jih  form alno n a p i­
šemo enako za ravn insko  napetostno  stan je  k ak o r 
tud i za ravninsko  deform acijsko stan je:

E x =  <p ( O x -----V O y)

£y  =  cp ( a y -VOx) (1,3)

Уху =  2 (1 + v) qp rxy

U poštevati pa m oram o p ri ravn inskem  nap e to st­
nem  s tan ju

v =  f  O ’4)

p ri ravn inskem  deform acijskem  s ta n ju  pa

* Č la n e k  je  iz v le č e n  iz  o b š i r n e jš e  r a z p r a v e ,  k i  s ta  jo  
o m o g o č ila  S k la d  B o r is a  K id r ič a  in  F a k u l t e t a  z a  s t r o jn i š tv o  
in  bo  v  c e lo ti o b ja v l je n a  v  z b o rn ik u  F a k u l te te  z a  s t ro jn iš tv o .
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V zgorn jih  enačbah  sm o vpe lja li sp rem en ljive  
p a ram etre
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k i podaja  fiz ikalno  zvezo m ed in tenzivnostjo  s triž ­
n ih  napetosti

r 2 =  h l(ox —  oy)2 +  a (ox +  Oy)2 +  4 T*/] (1,8)
ozirom a in tenzivnostjo  s trižn ih  deform acij

У2 =  1 [(ex -  %)2 + b (ex + Ey)2 +  у х Л  (1,9)
P a ra m e tra  a in  b s ta  ödvisna od v rs te  rav n in sk eg a  
s tan ja  in  sta  za ravn in sk o  n ap e tostno  stan je

a =  s ■

za ravn insko  deform acijsko s tan je  pa

o =  I  (1 —  2 m*)2; b =  h

( 1, 10)

( 1, 11)

E, G, ju v  g o rn jih  enačbah  p red stav lja jo  ob ičajne 
p a ram e tre  e lastičnosti izb ranega  m ateria la . T em  
enačbam  dodam o še rav n o težn i enačbi

д ° х  (faxt) _|_

д х  dy
dtyx доу y
д х  dy

0

0
( 1, 12)

geom etrijske zveze m ed p rem ik i in  defo rm acijam i 
du dv du dv

=  ——, £y =  — ; yxy ----- b —
d x  dy  dy  d x

(1,13)

pa im am o zadostno število  enačb za vse neznanke, 
če smo eksperim en ta lno  določili fiz ikalno  zvezo (1,7) 
za izb ran i m ateria l. F izikalna zveza n i odvisna od 
oblike napetostnega  s tan ja , zato jo  nav ad n o  dolo­
čimo s pom očjo nateznega p reskusa.

N ačelno im am o, podobno k ak o r v  e lasto -m eha- 
niki, za reševan je  g o rn jih  enačb dve m ožnosti:

a) re šev an je  zastav ljenega e lasto -p lastičnega 
problem a s prem iki,

b) rešev an je  zastav ljenega e lasto -p lastičnega 
p rob lem a z napetostm i.



R eševan je  s p rem ik i p riv ed e  do dveh  n e lin ea r­
n ih  d ife renc ia ln ih  enačb za kom ponen ti prem ikov, 
p r i re šev an ju  z napetostm i pa  p ridem o do tre h  ne­
lin ea rn ih  d ife renc ialn ih  enačb za kom ponen te  n a ­
petosti. R azen tega m oram o p ri rešev an ju  z nape­
to stm i upo štev a ti še k om patib ilnostn i pogoj

— '■ +  ^  ^  (1,14)
d x 2 0 y2 d x  dy

R eševan je  rav n in sk ih  problem ov pa  lahko  p reve­
dem o n a  eno sam o nelinearno  diferencialno  enačbo, 
če lahko  vpeljem o A iryevo napetostno  funkcijo , 
d e fin iran o  z enačbam i:
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%xy —
( F F

д хд у
(1,15)

T ako d e fin irane  n ap e to sti iden tično  izpolnijo  ra v ­
no težna  pogoja (1,12), če sm em o vzeti, da so vo­
lum enske  sile X  =  Y =  0. N apetostno  funkcijo  
F  (X, y) pa  m oram o določiti tako , da izpolnim o 
k o m p atib ilnostn i pogoj (1,14). Z upoštevan jem  
enačb  (1,15) v . enačbah  (1,3) in  z v stav ljan jem  v 
enačbo (1,14) dobim o pogojno enačbo za iskano n a ­
petostno  funkcijo :
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k je r  sm o upoštevali, da sta  cp in  v fu n k c iji koord i­
n a t te r  k ra jše  p isali

V V F - ^  +  2 ^ - + ^
Ox* ö x 2 д у 2 dy*

\7F
()2F +  (FF 

д х 2 dy2

(1,17)

P a ra m e tra  cp in  v  lahko  v načelu  elim in iram o iz 
enačbe (1,16) tako , da ju  izrazim o z napetostno  
funkcijo . T aka elim inacija  pa  pripelje  do zelo kom ­
p lic irane  n e lin earn e  parc ia ln e  d iferencialne enačbe 
za napetostno  fu nkc ijo  F  (x , у). V elastičnem  pod­
ročju , ko je  yj =  1, s ta  cp in  v konstan ti tako , da 
p re ide  enačba (1,17) v  znano biharm onično  enačbo 
za re šev an je  ra v n in sk ih  elastičn ih  problem ov.

Splošno rešitev  enačbe (1,16) pa m oram o p rila ­
god iti še robn im  pogojem . Za robne pogoje, podane 
z napetostm i, izračunam o vrednosti napetostne  
fu n k c ije  in  u strezn ih  odvodov na  k o n tu ri in teg ra ­
cijskega področja  po enačbah:
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(1,18)

P ri e n k ra t sovisnih obm očjih, ko izvedem o in ­
tegracijo  v enačbah  (1,18) vzdolž ene sam e m ejne 
kon tu re , sm em o vzeti po ljubne in teg racijske  kon­
stan te. Izb ira  le -teh  pa  p ri večk ra t sovisnih območ­
jih , ko in teg riram o  po več m ejn ih  k on tu rah , ni 
po ljubna in  jih  m oram o izb ira ti tako, da zagotovim o 
enoličnost prem ikov.

V erjetnost, da bomo prišli do rešitve  enačbe 
(1,16) v  zaključeni obliki p ri po ljubnem  in teg racij­
skem  obm očju, po ljubn i fizikaln i zvezi (1,7) in  upo­
števan ju  enačb za cp in  v, je  izredno m ajhna. Zato 
m oram o p ri zah tevnejših  ravn in sk ih  problem ih 
uporab iti ite rac ijske  m etode. Posebno ugodna za 
reševan je  e lasto -p lastičn ih  problem ov je  m etoda z a ­
poredn ih  e lastičn ih  rešitev.

2. Metoda elastičnih rešitev

Z m etodo e lastičn ih  rešitev  privedem o reševa­
n je  elasto-p lastičn ih  problem ov k  zaporednem u re ­
ševan ju  lin ea rn ih  e lastičn ih  problem ov z dopolnil­
n im i pogoji. Ta ide ja  je  bila  prv ič  pred lagana v 
delu [3], n ad a ljn je  razv itje  m etode pa je  podano 
v  delu [4]. Od tu  povzem am o m etodo elastičnih  
rešitev  z upoštevan jem  sprem enljiv ih  param etrov , 
kakršno  smo uporab ili v nadaljevan ju .

K er sm em o proces ak tivne  deform acije elasto- 
plastičnega telesa ob ravnavati kak o r p ri ne lin ea r­
nem  elastičnem  telesu, sm em o n ared iti naslednji 
sklep: rešitev  elasto-plastičnega problem a p reve­
dem o na reševan je  ustreznega elastičnega problem a 
s p a ram etri elastičnosti, določenim i po enačbah (1,6).

Da se izognem o reševan ju  nelin earn ih  enačb, 
izvedem o reševan je  z zaporednim i približki. V 
prvem  k o rak u  vzam em o cp =E  1 in  rešim o linearn i 
elastični problem . N ato določimo ox, ov, rxy in  ex, 
ey, yXy. Iz znan ih  deform acij izračunam o yd) in  1/ / 1) 
iz fizikalnega pogoja (1,7). Z novim i v rednostm i ц>т  
izračunam o nove pa ram etre  elastičnosti po enač­
b ah  (1,6) in  v nasledn jem  (drugem ) k o raku  rešim o 
linearno  elastično nalogo z novim i param etri. P ro ­
ces nadalju jem o tak o  dolgo, da je  raz lika  m ed dve­
m a zaporednim a rešitvam a v m ejah  želene n a ­
tančnosti. K onvergenco postopka sm em o pričako­
va ti zarad i m a jh n ih  razlik  m ed dvem a zaporednim a 
približkom a. S trog  dokaz za konvergen tnost po­
stopka za splošen p rim er ni znan, znan pa je  dokaz 
konvergence za konkre tno  nalogo v delu  [5].

3. Diferenčna metoda za reševanje ravninskih 
elasto-plastičnih problemov

M etoda elastičn ih  rešitev  s sprem enljiv im i ela­
stičnim i p a ram etri vodi do reševan ja  elastičnega 
linearnega problem a s p a ram e tri cp in  v. P a ram etre  
cp in  v te r  n ju n e  parcialne odvode, k i jih  po trebu ­
jem o v enačbi (1,16), sicer izračunam o iz predhod­
nega koraka, m oram o pa k ljub  tem u v vsakem  ko­
ra k u  reševati linearno  parcialno  d iferencialno enač­
bo z nekonstan tn im i koeficienti. Tako p ri reševan ju  
elasto-p lastičnega problem a z opisano m etodo po-



novno zabredem o v  m atem atične  težave. D odatno 
se lahko  pojavijo  težave p ri izpo ln jevan ju  ro b n ih  
pogojev, pa im am o tu d i z m etodo elastičn ih  rešitev  
m alo m ožnosti, da bi v  posam eznih  k o rak ih  dosegli 
zaključene rešitve. Vsem  tem  težavam  se izognem o 
z diferenčno m etodo, ko nadom estim o reševan je  
diferencialne enačbe (1,16) z u strezn im  sistem om  
d iferenčnih  lin ea rn ih  enačb. In tegracijsko  obm očje 
po navad i p rek rijem o  s kv ad ra tn o  m režo in  u strez­
ne parc ia lne  odvode v  enačbi (1,16) nadom estim o 
z d iferenčnim i kvocienti. Tako nastalo  d iferenčno 
enačbo napišem o za vse točke in teg racijskega pod­
ročja  in  tako  prevedem o reševan je  parcialne d ife­
rencialne enačbe n a  reševan je  linearnega sistem a 
a lgebra jsk ih  enačb. R ešitev problem a, ki jo  dobim o 
po te j poti, je  sicer sam o prib ližna, je  pa  za te h ­
niško prakso  popolnom a uporabna.

Z d iferenčnim i aproksim acijam i za parc ia ln e  
odvode dobim o iz enačbe (1,16) naslednjo  d iferenč­
no enačbo

(Po (2  Fi +  2 2  Fi —  8 2  Ft +  20 F0) +  2  <ц F{ =  0 
9 3 1  0 (3,1)

k je r  določimo koeficiente a* iz predhodnega k o rak a  
po enačbah
a0 =  8 [ep0 (1 +  v0)] — 2 2  [epi (1 +  vi)]

i
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k o n stan tn em  v in  ep v  znano aproksim acijo  za b i- 
harm onično  enačbo. Z ato  n as ta v lja n je  d ife ren čn ih  
enačb za vse točke in teg rac ijsk eg a  področja  ne  po ­
vzroča težav, saj v e lja  enačba (3,1) tu d i v  e lastič­
nem  področju , če upoštevam o za točke elastičnega 
področja  ip =  1.

4. Praktična uporaba diferenčne metode

P rak tičn o  uporabo  opisane m etode bom o p r i­
kazali p r i re šev an ju  k o n k re tn e  naloge. O dločili smo 
se za znano nalogo na teznega  p resk u šan ca  z dvo j­
no zarezo V, za k a te ro  so iz l i te ra tu re  znane rešitv e  
z različnim i m etodam i in  je  m ožno p r im e rja n je  
dob ljen ih  rezu lta tov .

P r i  re šev an ju  sm o upoštevali, da  je  m a te ria l 
idealno elasto-plastičen , tak o  da  v e lja  n asled n ja  
fiz ika lna  zveza:

y <  ye r  =  G . y
y >  ye T =  Tp — konst

Z ye sm o označili na jvečjo  elastično in tenz ivnost 
s trižn ih  deform acij, s xv p a  in tenz ivnost s trižn ih  
napetosti, k i določajo m ejo  p lastičnosti. D iagram  
y, t  za idealno e lasto -p lastičen  m a te ria l je  p rik azan  
n a  slik i 2.

D im enzije p reskušanca  so razv idne  s slike 3.

rP-

■ i  (epi — ep2 —  ерз +  epi) +  |  2  (— 1)* epi (1 +  v,)

i  2  (— 1)г cpi( 1 +  vi)
5

■ l)4 <pt (1 +  Vi)

(3,2)

Slika 2

V enačbah  (3,1) in  (3,2) so označbe za posa­
m ezne točke razv idne s slike 1.

Iz zgradbe enačbe (3,1) in  enačbe (3,2) za k o e fi­
ciente a; ugotovim o brez težav, da p re ide  le -ta  p ri

Slika 3

D vojna s im e trija  in teg racijskega  p o droč ja  om o­
goča, da  p r i re šev an ju  upoštevam o sam o če trtin o  
in teg racijskega  področja. V  n a d a ljn je m  ra č u n u  smo 
supon ira li ravn in sk o  stan je  deform acij in  nestisljiv  
m a te ria l tako , da n a  osnovi enačb (1,6) dobim o:

<P
V\

J

E

Slika 1

iz enačb (1,8) in  1,11) pa:

r 2 =  g [(e>x — Oy)2 +  4 Xxy2]

(4Д)

(4,2)



Tabela 1

P ro b lem  sm o rešili z d iferenčno  m etodo, zato smo 
v  v sakem  k o ra k u  za vse točke izb rane  m reže do­
ločili funkc ijo  Za točke v  elastičnem  področju , 
p r i  k a te r ih  je  <  %v, v e lja  =  1. V  p lastičnem  
področju , ko pa  je  >  xv, pa  velja

v(k~l) 1) _ 1)
yjk =  G  --------  =  -------------------

T p  T  p
(4,3)

Za izbrano obrem enitev  p  =  2,73 p e — 6.300 do­
bim o po devetem  p rib ližku  rezu lta te  za n ap e to st­
no funkcijo  in  funkcijo  ip, k i so zb ran i v  tabe li 1. 
T u smo tu d i v risa li e lasto-p lastično  obm očje, k i je 
določeno s ^ > l .

P rim e rjav a  dob ljen ih  rezu lta tov  z v rednostm i, 
k i so podane v  delu[2], pokaže sam o neznatne  raz ­
like, k i ne  presegajo  1,5 °/o. P rak tično  dobim o po 
obeh m etodah  enake rezu lta te . M etoda elastičnih  
re š itev  pa  im a določene prednosti. O snovna p red ­
nost je  v  sk ra jša n ju  računan ja , ker smo se izognili 
postopnem u večan ju  obrem enitve in dosegli zado­
voljivo n a tan čn o st že po devetih  korak ih . Razen 
zm an jšan ja  štev ila  p o treb n ih  iteracij pa  im a opi­
sana  m etoda še to  p rednost, da ostane število li­
n ea rn ih  enačb, k i j ih  rešu jem o v  posam eznem  ko­
rak u , nesprem enjeno . Posebno ugodno p a  je  tud i, 
da p r i vm esn ih  k o rak ih  n i potrebno posebej dolo­
ča ti e lasto -p lastične m eje, k i jo  av tom atično do­
bim o z upoštevan jem  vrednosti funkcije  y>.

O pisano m etodo b rez  posebnih težav  u p o rab ­
ljam o  tu d i v  p rim eru , če m oram o upošteva ti u tr ja -  
n je  m a te ria la  v  p lastičnem  področju . Sprem enim o 
sam o enačbo (4,3), k i im a sedaj obliko

r(fc 1)
. -----------  (4,4)

X (j/ffc-1))

u trd itv i m ateria la . Podobno pokažejo natančnejši 
izračuni, da supozicija o nestisljivem  m ateria lu  ni 
popolnom a um estna. U poštevanje  n a tan čn ih  v red ­
nosti za ep in  v v  načelu  ne kom plicira opisanega 
postopka, tem več sam o nekoliko podaljša raču ­
nanje.

G lede n a  te  rezu lta te  lahko  sklepam o, da je  
opisana m etoda za reševan je  elasto-p lastičn ih  p ro ­
blem ov p r i m a jh n ih  defo rm acijah  uporabna v  vseh 
prim erih , v  k a te rih  sm em o zunan jo  obrem enitev  
označiti ko t aktivno. N adalje  poudarjam o, da p ri 
reševan ju  izb rane  naloge ne m orem o podati grobe 
ocene o n a tančnosti rezu lta tov , k e r je  nism o rešili 
na d v ak ra t gostejši m reži. M enim o pa, da je  možno 
p rim erjan je  z rešitvam i po d rug ih  postopkih, saj 
smo p ri re šev an ju  upoštevali enako gosto mrežo. 
E ksak ten  dokaz o konvergenci postopka je  m ate­
m atično zelo kom pliciran  in  v  lite ra tu r i n i znan. 
Sodimo pa, da je  v  iz računan ih  p rim erih  konver­
genca dovolj h itra  in  p rak tično  dokazana.
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k je r  je  т =  т (у) p o d a n a  f iz ik a ln a  zveza m e d  у in  r. 
Iz ra č u n i, k i sm o j ih  n a re d il i  in  so z b ra n i v  d e lu  [6], 
k a ž e jo  n a  p re c e jš n ja  o d s to p a n ja  že p r i  m in im a ln i
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