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Osno sim etrični stabilnostni problem krožnega kolobarja z ojačenim
notranjim  robom

m a r k o  Š k e r l j

P osam ezne rešitve  stabilnostnega problem a krožnega kolobarja s konstantno  
debelino so znane že da lj časa. V  praksi pa se skoraj n ik je r  ne po javlja jo  konstrukcije  
sten  z  odprtinam i, p ri ka terih  no tran ji rob ne bi bil ojačen. Do nedavna so bili osnova 
za d im enzion iran je  trdnostn i izračuni, v  novejšem  času pa prihajajo v  ospredje vse  
ta n jši ko n stru kc ijsk i elem enti, k i  po trebu je jo  p redvsem  kontrolo stabilnosti; zato  
postaja trd n o stn i izračun sekundarnega  pom ena. V  litera turi za zdaj še n i zaslediti 
noben ih  to vrstn ih  računov in  napo tkov , ki bi omogočali ko n stru k to rjem  tenkosten- 
sk ih  je k len ih  ko n stru kc ij vsa j približno upoštevanje  ojačitev na robovih  odprtin  in 
s te m  racionalno dim enzioniranje.

Z  d vem a  podobnim a problem om a se je  u kvarja l EG G ER in ju  rešil že leta 1941, 
vendar obravnavata  oba kolobar z linearno sprem enljivo  debelino v  radialni smeri. 
S k o k o v ite  sprem em be debeline, kakršna  se v. praksi po javlja  redno, pa n i — kolikor  
m i je  znano  — obravnaval še nihče.

R azprava  je  v  b is tvu  del širše fundam en ta lne  raziskave o' stab ilnostnem  problem u  
sten  z  odprtinam i.

P rv i del, k i se je  nanašal na splošno rešitev  stab ilnosti krožnega kolobarja, sta 
finančno  podprla F aku lte ta  za stro jn ištvo  in  In š titu t za stro jn ištvo . R ezu lta ti so bili 
ob javljen i v  S tro jn iškem  v e s tn ik u  št. 3, 1968. D rugi del je  obravnaval stabilnost 
kva d ra tn ih  s ten  s krožn im i odprtinam i. Ob finančn i podpori Sk lada  Borisa K idriča  
in  F a ku lte te  za s tro jn ištvo  je  bil že dokončan in  so bili re zu lta ti ob javljen i v  S tro j­
n išk e m  v e s tn ik u  št. 2, 1971.

Izs led k i tre tjega  dela teh  raziskav so razv idn i iz tega poročila. Finančno pomoč  
za n jihovo  realizacijo so prispevali Sk la d  Borisa K idriča, F aku lte ta  za stro jn ištvo  
in  In š titu t za stro jn ištvo . V sem  tem  so nosilec tem e in sodelavci dolžni zahvalo.

Energijska enačba
C elotni e lastičn i po tencial po ljubnega elastič­

nega te lesa  lahko  pišem o ko t vsoto po tenciala  n o ­
tr a n jih  in  po tenciala  zu n an jih  sil. V elja pa  to le 
v p rim eru , če se om ejim o n a  k o n serva tivne  sistem e.

U — Un +  Uz

in  elastične energ ije  zarad i upogiba 

Uu — л  D j  јги"2 +  ta 'j  + 2  p  -  w '

Pri tem  pom enijo:

w r  dr

P o treb en  in  zadosten  pogoj za ravno tež je  
u s tv a r ja  p rinc ip  v ir tu a ln ih  pom ikov. S istem  je  v  
rav n o tež ju  ta k ra t, ko je  p ri variac iji defo rm acij­
skega s ta n ja  vso ta  v irtu a ln eg a  dela zu n an jih  in  
n o tra n jih  sil n ična.

ÖU =  dU „ +  d U z =  0

C elotni e lastičn i po tencial k rožnega ko lobarja  
s k o n stan tn o  debelino  p ri p rehodu  iz p lane v osno 
sim etrično  izbočeno lego je  sestav ljen  iz elastične 
energ ije  sil v  sred n ji rav n in i stene
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+
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Us — elastično energijo  sil v sredn ji ravn in i 
stene,

Uu — elastično energijo  zarad i upogiba,
E — elastični m odul (E =  2,1.106 kp/cm 2 za 

jeklo),
D —■ upogibno togost plošče,
u  — rad ia ln i pomik,
u  — p rv i odvod rad ia lnega  pom ika po r,
w ',w " —■ p rv i ozirom a d rug i odvod pom ika w, ki 

je  p ravoko ten  na  steno, 
u  — Poissonovo število ('ji =  0,3 za jeklo).

Z združitv ijo  obeh enačb dobim o osnovno ener­
gijsko enačbo osno sim etrično obrem enjenega krož­
nega kolobarja . Če označim o z a n o tran ji, z b pa 
zunan ji po lm er ko lobarja, im am o
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Ti,
Ce uvedem o razm erje  debelin  A — — , dobim o za

h

h i =  A h
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( 1)

P o u d ariti pa  je  treba , da velja  ta  enačba le v 
p rim eru  neojačene, to rej s tene  s konstan tno  debe­
lino. V rhu  tega predpostav ljam o, da  so n ape tosti ar 
in  av , k i se sk rivajo  v  rad ia lnem  pom iku, enako­
m erno  porazdeljene po debelin i stene.

Energijska enačba ojačenega krožnega kolobarja
O bravnavam o prosto  položeno', n a  n o tran jem  

robu  ojačeno krožno steno, ki je  n a  obeh robovih  
obrem enjena s tlačno obrem enitv ijo  p n ozirom a р г. 
Obroč je  ojačen do ra d ija  r  =  c.

N apetosti po­
tek a jo  zvezno le 
do ro b a  c, k je r  
p rih a ja  zarad i 
različn ih  debelin  
do skoka napeto ­
sti. Z arad i tega 
m oram o potenci­
a lno  energ ijo  ta ­
kega k rožnega 
ko lobarja  ra č u ­
n a ti v  dveh  in te ­
g racijsk ih  m ejah, 
in  sicer od roba  
a  do c in  od c 
do b.

Z vstav ljan jem  te h  v red n o sti v  enačbo (2) dobim o 
enačbo za po tencialno  energ ijo  k rožnega ko lobarja , 
reduc irano  na  o jačeni del.
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K er se v  pom iku  u  sk riv a ta  n ap e to sti or in  ov (rr<p — 
=  0 zarad i osno sim etričnega  stan ja), m oram o n a j­
p re j določiti n ju n  potek , in  sicer za obe in teg rac ijsk i 
obm očji. N apetosti v  n o tran jem  in  zunan jem  delu  so

„ . „  1
ari =  A j  +  B] —

Or2 — A 2 +  B ’2 —

суг =  A j  —  B]

Op2 =  A 2 —  B 2
(4)

Z u poštevan jem  ro b n ih  pogojev

r  =  b: Or2 =  — Pz

r  =  c: u i  =  U2

dobim o sistem  š tir ih  lin ea rn ih  enačb

r  =  a: ori  =  — Pn
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Ce uvedem o še označbe

Vn n ^ c o ^ 1
0 > ß =~ i У — i ^ —

Pz b b h

izha ja jo  iz re š itv e  zgorn jega sistem a vse š tiri kon ­
stan te :
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V enačbi (8) je  zanem arjen  člen, ki vsebu je  u / 4, 
p rav  tako  pa n is ta  n ap isana  še dva člena, ki ne vse­
b u je ta  pom ika w , k e r  sta  p ri upo rab i R itzove m e­
tode  pozneje tak o  odvečna.

P rim e rja n je  različn ih  ko lobarjev  je  olajšano 
z vpeljavo brezdim enzijske koord inate  x , k i jo de­
fin iram o takole
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a b c
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S to  zam enjavo p reh a ja  enačba (8) v  novo obliko 
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Rešitev problema z Ritzovo metodo

N astavek  za pom ik w , p ravoko tno  k  ravn in i 
ko lobarja , vzam em o po B. SEN u [5], Splošna oblika 
tega n as tav k a  je

w

Z v s tav ljan jem  enačb (6) in  (7) v  enačbo (3) te r  
s k v a d rira n je m  oklepajev , dobim o po u red itv i

=  f ( x , y )  . h  A mn +  F (r)]

P r i tem  so

f ( x , y ) — p rim ern a  funkcija , ki izpo ln ju je  zahtevane 
ro b n e  pogoje, 

h — debelina plošče,
a, b —  k arak te ris tičn i dim enziji kolobarja,
A mn —  po ljubne konstan te ,
F (r) — p rim ern a  singu larna  funkcija.

B. SEN podaja  š tiri nastavke glede na obliko 
plošče in  način  vpetja .

a) K rožna plošča z luknjo , prosto položena

(8) w  =  h К У S  A» П  ”+ B i n -



b) K rožna plošča z luknjo , robovi vpeti

c) K v ad ra tn a  plošča s krožno luknjo , p rosto  po­
ložena

d) K v ad ra tn a  plošča s krožno lukn jo , robovi 
vpeti

— К ) > - : : ? и т +в1"е)
K er raziskujem o stab ilnost prosto položenega 

kolobarja, uporabim o n astavek  pod a).
Z našim i označbam i je

n m
■ ß n + m ' j  +  x p 2 (1  _ y n  + m ) ]  +  ------------ [ R 1 ( y n + m _

n  +  m

■ßnn+m) +  X Rs ( l — yn+m)] +
(n +  2) (m +  2)

n  +  m  +  2

• [Pl (yn + m+2  ßn + m+2) 4- I  p 2 (1  yti+m+2)] .

n (m +  2) +  m  (n +  2)
n  +  m  +  2

[ R j  (yn + m + 2 —  ß n  + m + 2) 4-

+  Л R 2 ( 1 — у ”  + ™ + ђ ]  +  (m- ~ -  21  [ R r  (y n  + m + 4 .
n  +  m  +  4

_ ß n  + m + i ) 4- 4 R, (1 _  yn+m+4)]

E  =  _  [ y - 2 _  /j~ 2  +  ДЗ (1  _  y - 2 }] (1  _  A<)

Fn =  b 71 —  ß n +  Д3 (1 —  7™)] (n +  2) (1 —  / / )  —

to =  ћ [ 2 ( 1  — х 2) A„x™ +  B ln x ]  (11) ~ b n 2 —  ß n~2 +  A3 ( l — yn~2) ] n ( l  —  //)

RITZOVA m etoda nalaga, da n astavek  izpol­
n ju je  geom etrijske robne pogoje. B rez težav  se p re ­
pričam o, da nastavek  tem u zadošča:

a) zunan ji rob  je  prosto položen

r  =  b, X =  1

w  =  h  [(1 —  1) S  A n l n +  B ln  1] =  0

b) n o tran ji rob  je  viseč

r  =  a, X =  ß

w  =  h [ ( l  — ,5 )2  An/dn + B  1 п /5 ]ф 0

Če vstavim o nastavek  (11) v  enačba (9) in  upo­
rabim o nasledn je  ok ra jšave

H  =  — h [Pr (y~2 —  ß~2) +  A P 2 (1 —  y-2)] +

+  Ri (ln 7 — ln  ß) —  A R» ln  7
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H-------------------------------------- H [m (n. +  2) +
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L n +  m  +  2 n +  m  +  2

+  //j [yn + m + 2 —  ßn + m +2 4- A3 (1  уП+т+2]]

dobim o končno obliko enačbe (9) 

л  D h2 Гa2
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V enačbi (12) so A„ in  B p roste  k o nstan te , 
C , D, E, F, H  in  G  pa  konstan te , odvisne od oblike 
stene. S p rav iln o  izbiro p ro stih  k o n stan t se p rav i 
v rednosti fu n k c ije  po ljubno  prib ližam o. Z nano je, 
da  je  sistem  v rav n o tež ju  ta k ra t, če je  p rv a  va­
riac ija  celotnega elastičnega potencia la  n ična. Iz te  
zah teve  izhaja
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^ н ) +  S  A„ ( F n +  -  G „) =  0
X J \  1 /

(13)

u ;
X ,

j +  2  Ak ( c jk +  --Dj/C j  =  0

A 0 a 2

E načbe (13) sestav lja jo  sistem  linearn ih  hom o­
genih  enačb, iz k a te rih  dobim o ne triv ia ln e  rešitve 
za p a ram etre  A n in  B tako, da izenačim o d e te r­
m inan to  sistem a z n ič in  tako  poiščem o lastne

A i i

( E  +  7  H )  ( K  +  7  G - )  ( F *  +  7  G s )  * ) ........................( F ”  + T  ° “ )

o +  y  G 0J  j c 00 +  j  D 00 j  |C Ö2 +  “ - D02j ...................................... ( c 0 g, +  j  D0 2j

^F2 +  j  G2j  { c 2o +  D2oj  j c 22 + j D 2j ......................................( c 22i +  j  D22j

(p -  +  j  o j  ( c *  +  £  D » )  ................................................................ ( c 42i +  j 0 4 « )

^F2 i+ y G 2žj  | c 2i0 +  j D2i o j ............................................................... ( c 2i2i +  D2i2ij

=  0 (14)

P ri tem  so zarad i osne sim e trije  v n as tav k u  w  upoštevani sam o sodi členi.

R ačunski p rim eri
N ajn iž ja  la s tn a  v rednost d e te rm in an te  (14) je  reš itev  našega problem a. V ta  nam en m atriko  še 

nekoliko  preured im o.

• H — Go —  G2 —  G i .........— Gn

- Go — Doo — Do2 — D oi..........— Don

- Go  —  D 2o —  D 22  —  D 2 1 ............—  D 2n
a“ 

X

E F o F2 F4 . . .  ■ F n

F o Coo Co2 C o i.........Con

Fo C2o C22 C24 .........C2n

F4 C 40 C42 C44.........C4n

F n C „0 Cn2 Cn4 .........Cnn

R ačun je  izveden s pom očjo d ig ita lnega ra č u ­
n a ln ik a  IBM  1130 na  računskem  cen tru  IMFM. P ri 
tem  sm o upoštevali, da se sp rem in ja jo

ß  =  -  od 0 ,1 ....  0,4 s korakom  0,1 
b
c

y =  -  od 0,5 . . .  1,0 s korakom  0,1

G l  D 40 D 42 — D 44.........— D4n

Gn —  Dno — D n2 —  Dn4 ......... Dnn

te r
Pn =  Pz =  10

D obljeni rezu lta ti a2 so zrisani v  diagram e. Eden 
izm ed n jih  je  p rikazan  na  sliki 2.

K ritičn a  obrem enitev  izhaja  iz izraza (10) in  
znaša

X =  — od 0,5 . . .  1,0 s korakom  0,1 
h

Nk =  Pz h j = a2 — 
b2



Slika 2

Slika 3

N apetostno stan je
Izraze za napetosti (4) lahko  skupaj z enačbam i 

(5) uporab ljam o tu d i za raču n an je  p o tek a  obeh 
napetosti ar in  o,p o jačenega ko lobarja  p ri po ljubni 
obliki (ß, y, X) in  po ljubn i obrem enitv i (p2, q). I z  
izraza za W izhaja, da je  napetostno  stan je  v  kolo­
b a rju  sprem enljive debeline odvisno od m ateria la , 
saj vsebuje  W tu d i Poissonovo število. O dvisnost 
od m ateria la  pa odpade p ri ko lobarju  k o n stan tn e  
debeline (y =  1, X =  1), k e r  dobim o v tem  p rim eru

W  = P  (1 — e)
1 — d2

A j  =  A 2 = p z p ß2 —  1 
1 — ß2

Bj =  B 2 = Pz b2 ß2 (1 — Q) 
1 —  ß 2

Ti izrazi se seveda popolnom a u jem ajo  z zna­
nim i konstan tam i za raču n an je  napetosti v kolo­
b a rjih  k o n stan tn e  debeline [1],

Na sl. 3 so p rikazan i rezu lta ti za ko lobar s po­
datki

ß =  0,1 A =  0,6
7 =  0,6 Q =  1,0
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