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Opredelitev krivulje plastiénosti pri izotropnem
utrjanju materiala

FRANC GOLOGRANC

Uvand

Ena od najvaZnejdih nalog pri analitifnem
obravnavanju procesov preablikovnja in preskufa-
nja kovin je dolotanje pogojev, pri katerih se po-
javljajo trajne deformacije, tj. ugotavljanje dejan-
skih napetosti v materialu oziroma zunanjih sil, ki
50 poirebne za dolofen nagin preoblikovanja. Le-te
so odvisne zlasti od snovnih in tehnolo$kih karakte-
ristik materialov v plastidnem obmogju, pa tudi od
trenja in geometrije preoblikovalnih orodij. Pri vna-
prejénjem izrafunu preoblikovalnih sil in deforma-
cijskega dela zadevamo zaradi teh spremenljivk na
precejénje teZave, vendar je z metodami take ime-
novane elementarne plastomehanike [1], ki obrav-
nava preoblikovalne procese na osnovi preprostibh
modelov, zdaj #e mogofe izrafunati poirebne veli-
dine z zadostno natanénostjo, e so Znane osnovne
tehnolodke karakteristike preoblikovanega mate-
riala. Te je pomembno zlasti za pripravo dela, ki
mora predvideti 2e pred pridetkom izdelave poleg
ustreznega materiala tudi potrebna orodja, stroje in
pomo#ne naprave. Gospodarna izdelava je moZna le,
e se dajo glavni parameiri preoblikovalnega pro-
cesa dovel] natanfno doloditi vnaprej, Pomembna
gnadilnica, zlasti pri naértovanju postoplov hlad-
nega preoblikovanja, je krivulja plastiénosti, ki daje
prepotrebne izhodne informacije o obna%anju ma-
teriala pri dolofenih preoblikovalnih pogojih [2].

1. Kriterij za plastiénost

Da bi lahko v preoblikovalni coni vzpostavili
oziroma ohranili plastiéno stanje, morajo dejanske
notranje napetosti v materialu dosedi dolofeno ka-
rakteristitno vrednost. Pri enoosnem napetostnem
stanju se pojavi plasti*na deformacija, ko doseie
napetost o = F/A preoblikovalnim pogojem ustrezno
plastiéno napetost 0. Ker pa potekajo procesi pre-
oblikovanja kovin najvetkrat v pogojih velosnega
napetostnega stanja, je plastitna napetost funkeija
ne le ene same napelosti (natezne ali tlaéne), ampak
vseh komponent napetosti v materialu, kar lahko
izrazimo v obliki

f{'ﬂn Dy Oay Tagy Txm T;y] = 0 = konst [1.1}
kjer je o, fizikalna konstanta materiala tj. meja te-
fenja idealno plastifne kovine pri enoosni obreme-

nitvi, koordinatne napetosti pa so komponente na-
petostnega tenzorja gy, ki je definiran z matriko

(1.2)

Fj = || Tyxr Oy Ty

Analitidno zvezo med notranjimi napetostmi in fi-
Zikalnimi karakteristikami kovine pri prostorskem
napetostinem stanju je mogofe podati samo na
osnovi dolofenih hipotez o plastidfnem tefenju ali
pogojev za plasti®nost, med katerimi sta eksperi-
mentalno dovolj dobro potrijeni energetska hipoteza
(v. Mises-Hencky-Huber] [3] ter hipoteza najveéjih
strifnih napetosti (Tresca) [4], ki sta ta fas osnova
za teoretifna obravnavanja v plastomehaniki.

Ce predpostavimo, da je preoblikovani material
izotropen, tj. da so njegove fizikalne lastnosti v vseh
smereh enake, se funkecija (1.1) ne sme spremeniti,
fe vzamemao za izhodiste neki drug koordinatni si-
stemn, npr, tistega, katerega osi sovpadajo s smerjo
glavnih napetosii oy, o2 in o3 V tem primeru se
enalba (1.1) poenostavi

f (or, o3, 01) = o, = konst (1.3)
EKer pa hidrostati#ni tlak (zy = 0) ali srednja nor-
malna napetost 0. ne more povzroditi plastiéne de-
formacije, lahko glavne napetosti v gornji enaébi za-
menjamo z deviatorskimi [5]

f[-?:, o, S_'f] =t d,. o=t anSt' {1.4'}
kjer so 8y = 9j — 0w, 52 53 — komponente napetost-
nega deviatorja sy Ta funkeija mora biti zaradi
predpostavljene izotropnosti materiala simetriéna,
tj. ne sme se spremeniti, e spremenljivke 5;, 52 in 5
kakorkoli zamenjamo med seboj. Tako je zaletek
plastiénega teéenja odvisen samo od invariant nape-
lostnega deviatorja. Ker pa je prva invarianta na-
petostnega deviatorja

J;' = 8y + 8o +5=10 (1.5)

lahke izrazimo pogoj za tefenje za izotropne kovine
v naslednji obliki
f(Js, J5) = 0, = konst (1.6)
kjer sta Jo° in Ji' druga in tretja invarianta nape-
tostnega deviatorja. Pri tem je
Ji' = g(lor—o02) + (oz—aa)® + (os—ap)¥]  (1.7)
Z uvedbo plastiéne enoosne primerjalne nape-
tosti [6] ali t. im. inlenzitete napetosti o, ki je za
poljubno napetostno stanje podana z izrazom

af = }l{or—o9* + (62 —a3)* + (03— 01)*] (1.8)
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dobimo, da je

Iy =3 .of (1.9)

oziroma
o= y3Js {1.10)

Za idealno plastitne izotropne kovine, ki se pri
preoblikevanju ne utrjajo, je R. v. Mises [3] pred-
lagal naslednjo oblike pogojne enafbe plastiénosti

e, =il = J =k =} (111)
kjer je k konstanta materiala, ki je enaka plastiéni
napetosti pri ¢istem strigu. Ce torej pri¢ne material
tedi pri dolofenem napetostnem stanju pri dolofeni
vrednosti Ji' oziroma o;, tedaj pritne tedi tudi pri
kateremkoli drugaénem napetostnem stanju. &e je
vrednost o) enaka.

Ce vstavimo v v. Misesovo enafbo vrednost za
drugo invarianto in namesto deviatorskih glavne na-
petosti, dobimo za glavne napetostne smeri

(0 =—02)® + (ge—ag)* + (ox—a)f = 6K (1.12)

oriroma za primer g&iste enoosne natezne obreme-
nitve {o; = a; = ou; 03 = g3 = 0)

20,°= 6K (1.13)
op (o R |.|"r3

Z gornjim izrazom je podana zveza med plastidnimi

napetostmi za enocosni nateg (o,) in éisti strig (k) za

idealno plastiten material,

a
O =0y = ky
"‘f'-ﬂ f =k
e = D &5
G=-Ar
O ==
il |

Sl 1. Mejna krivulje tefenja po Tresci in Misesu za
idealno-plastifen izotropmi material (ravninsko na-
petostno stanje)

Pogoj za plastifnost (1.12) lahko interpretiramo
tudi geometritne. Ce pristejemo napetostnemu sta-
nju hidrostatitni tlak ow tako, da ena od na-
petosti izgine (npr. oz = 0), lahko prikaZemo mejno
krivuljo tetenja v ravnini oy — o Ker ima v. Mi-
sesova mejna krivulja, ki jo opisuje napetosini de-
viator v oktaedrski ravnini oblike kroga z radijem
re=a, |.J'r2,.f.3, tvori njena projekeija v ravnini oy — oz
elipso, katere enalba se glasi

af + 08 — ay 0r = a,* (1.14)

Ta je geometriéno mesto za vse vektorje, ka-
terih vsota ima konstantno vrednost o, ki je me=
rilo za napetostna stanja, pri katerih priéne pla-
stitno tefenje, slika 1.

Pogoje izotropne plasti€nosti  izpolnjuje tudi
hipoteza maksimalnih striZnih napetosti [4], po ka-
teri prifne material tedi takrat, ko dosede najvetja
glavna strifna napetost krititno vrednost k. 'V pla-
stiénem stanju ima torej maksimalna strifna nape-
tost v veeh tofkah danega materiala enako vrednost

o =3 5
EELY T pe———— k ali

ap—ay =2k = a, (1.15)
pri ¢emer velja, da je o; > 0: > o3 Na prvi pogled
je ta enafba preprostejia, v resnici pa le, &e sta
lega glavnih napetostnih osi in obeh ekstremnih
glavnih napetosti znani vnapre).

Mejna krivulja tefenja po Trescovem kriteriju
je projekeija pravilnega Zesterokotnika, ki je vrisan
v krogu z istim radijem. Kakor je razvidno s slike 1,
sta primerjalni napetosti po obeh hipotezah le za
nekaj napetostnih stanj enaki, sicer pa je med njima
razlika, ki ne presega 156 % Skupno obema kriteri-
jema je, da se v njunih enaébah pojavljajo le dife-
rence glavnih napetosti.

2. Krivulja plasti¢nosti realnih Kovin

V nasprotju z idealno plastitnim materialom
plasti®na napetost o, pri realnih kovinah, ki se med
preoblikovanjem uirjajo, ni konstantna, ampak je
v splodnem funkeija trenutnega napetostnega in de-
[ormacijskega stanja kakor tudi posameznih para-
metrov: utrditve. Pri takem materialu lahko izra-
Zimo mejno krivuljo tetenja s skalarno funkeijo [7]

g (oij; &y®, ki) =0 (2.1)
ki je zopet zakljufena hiperploskev v napetostnem
prostoru, znotraj katere (g <Z 0) je napetosino stanje
sameo elastidno. Obris te ploskve tefenja oziroma
utrjanja pa se od mejne krivulje tedenja za ela-
sti¢en-idealno plasti¢en material razlikuje po tem,
da s postopnim utrjanjem kovine pri preobliko-
vanju spreminja svojo velikost, oblike in prvotno
lego.
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Ce postavimo, da nara$éa utrditev pri plastiéni
deformaciji v hladnem v vseh smereh enako in je
neodvisna od hidrostatitnega tlaka o, =e mejna
krivulja tefenja razra®a v geometriéno podobno
obliko (sl. 2). Funkcijo takega izotropnega utrjanja
kovin je mogole zapisati v obliki

g (o) = f (Kn) (2.2)
kjer je skalarna velidina k, > 0 merilo za ulrditev
materiala, ki pa lahko vsebuje tudi veé parametrov
utrjanja. Za predpostavljeni izotropni material je
funkcija g (0i) odvisna samo od invariant napetost-
nega deviatorja. Pomembno je to, da se posamezne
komponente plastiénih deformacij d #;® lahko poja-
vijo samo, &e vrednost napetostne funkeije stalno
naradéa tj. v primeru rastofe obremenitve (dJ;' >
= ), medtem ko pri razbremenitvi (dJ." << 0) zaradi
nepovracljivosti plastiénih deformacij to ni mogote
{d zF = 0),

Prirastki plasti¢nih deformacij d #;® so0 seveda
v neki funkeijski zvezi = trenutnim napetostnim
stanjem, za katerega velia (1.111

F, ) =3k (2.3)
ali

ky = /3. K (en) (2.4)
kjer je ky — vrednost plastifne napetosti (o, ==
== konst), za katero se je v tehniki precblikovanja
uveljavil izraz deformacijska ali presblikovalna trd-
nost [8]. Ob upostevanju enafbe (2.3) dobime za
glavne napetostne smeri naslednjo obliko v. Misesove
pogojne enatbe za plastiénost realnih kovin

oziroma za poljubne postavljen ortogonalni koordi-
natni sistem

Ky =V #[(0z — 0)* + (0 — 0:)F + 0:— 02)%) +

+ 3 (rny? + 1 + 18 (2:6)
S pogojem za plasti®nost, ki karakterizira samo Za-
tetek plastitnega stanja, pa ni mogoe opisati tudi
gibanja snovi pri preoblikevanju.

Da bi lahko s preprosto preizkusno metodo na-
povedali obnafanje materiala pri poljubno zaplete-
nem, spreminjajofem se napetostnem in deformacij-
skem stanju, moramo torej doloditi & funkeijsko
zvezo med napetostmi in deformacijami v plastié-
nem obmodju. Pri izotropnem materialu mora biti
ta zveza necdvisna od izbire koordinatnega sistema
ter izradena le z invariantami napetosinega in de-
formacijskega deviatorja. Znanih je vef teorij, ki
predpostavljajo, da so bodi deviatorji napetosti in
deformacij (Hencky, Nadai) ali pa deviatorji napeto-
ati in hitrosti deformacij (St. Venant-Lévy-v. Mises)
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S1. 2. Mejne krivulje tefenja in krivulje plastiCrosti
(kErivulja utrjanja) za izotropni material

med precblikovanjem koaksialni in vsak trenutek
proporcionalni.

Po tako imenovani deformacijski teoriji [9, 10]
je zvera med napéetostmi in deformacijami podana
z enatbo

"B (2.7

kjer je D — faktor proporcionalnosti ali sekantni
modul plastitnosti, ki ni ved konstanta, ampak je
funkeija druge invariante napetosinega in defor-
macijskega deviatorja. V komponentni obliki dobi-
mo skupno 6 enadb za smeri x, ¥ in z:

F"’=—l- f —-]{I - a,)
o 3 D[i’ 2 ¥y ° l]

(2.8)
3

Yo = " Try

itd.

Pri tem upodtevamo samo plastiéne komponen-
te deformacijskega deviatorja ey, ker so elastiéne
v primerjavi s plastiénimi pri precblikovanju kovin
v vedini primerov zanemarljive majhne

ey = eyP + eyt e® =0 (2.9)

Velikost plastiénih deformacij delodamo v teh-
niki preoblikovanja z odnosom med spremembo dol-
#ine in trenutno dolZino

dl

dip == (2.10)
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od koder dobimo z integracijo tako imenovano lo-
garitemsko deformacijo

Pr = f—v—l 2
\'.I

Ker imamo plastitnoe deformacijo kovin za &isto
spremembo oblike, ne pa tudi volumna deformira-
nega telesa, je tudi vsota naravnih logaritmov raz-
mernikov deformacij ali vsota logaritemskih defor-
macij v treh glavnih smereh niéna, tore)

{2.11)

e + e+ el =qgrtge+ =0 (2.12)
Od tod izhaja, da imata lahko vedno le po dve lzmed
treh mo#nih glavnih deformacij enak predznak

e

s (2.13)

iy | = |—ips
Pri prerafunavanju iz logaritemske na specififno
deformacijo in nasprotno moramo vedno upodtevati
tudi smer deformacije (+ ali —).

Med njima velja zveza

e ="In (I £ ¢5) (2.14)
Razlika med njima je pri ¢ = 0,1 manja od 5 %G,
pri vedjih deformacijah pa hitro raste.

Kakor vidimo iz enaéb (2.8), ustreza deforma-
cijska teorija formalne neki teoriji elastifnosti z
E=Z=konst in » = 1/2. Trenutno vrednost faktorja D
lahke dolofimoe npr. iz nateznega preizkusa, pri
femer je (slika 3 a)

ar

) el
[

(2.13)

Temu nasproti zahteva teorija plastilnega tefenja
ali inkrementalna teorija [3, 11], da morajo biti de-
viatorji hitrosti deformacije in napetosti med pre-
oblikovanjem koaksialni in vsak trenutek propor-

al &)

gl

b

% leyl

% in,), 7 9

Sl. 8. Grafitna interpretacija modulov plastiénosti
D in C (a — deformacijska teorija, b — teorija
tecenja)
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cionalni. Vrhu tega naj bo prirastek plastitne defor-
macije sorazmeren prirastku plastiéne funkeije. V
najbolj preprosti obliki je matemati®ni zapis za ta
pogoj

dey® 3 sy dky

= (2.18)
dt 2C dt

kjer je C — faktor proporcionalnosti ali tangentni
modul plastitnosti, ki je odvisen od napetostnega
in deformacijskega stanja.

Ce predpostavimo, da je C odvisen samo od na-
petostnega stanja, dobijo komponentne enaébe
obliko

de,l’ =

1
o=~ (ay + a5 | dke
C (ki) [Iﬂr 2{"# ﬂ] .
(2.17)

3
d = Ty . QK7
ya® C ok £

1)

ter analogno za smeri y in z.

Na mesto sekantnega modula plastiénosti D
stopi po teoriji tefenja tangentni modul C = C (ky),
ki ga lahko dolotimo iz diagrama ky = F ([ dgy). Pri
enoosnem natezrnem preskusu je (slika 3 b)

do;

C (ky) = o: - (2.18)

de,”

Prvo enadbe (2.17) lahko izrazimo tudi s kom-
ponentami napetostnega deviatorja sy

L uid
def = —— - - -5, dky

(2.19)
Ckpy 2

Ce poznamo potek funkcije F, se dajo torej
doloditi posamezne komponente plastitne deforma-
cije za poljubno napetostno stanje iz razmerij

dis T le‘y_ A 'm o OQyew _ dywe _ dyes
Ay Ay 8z Ty Tyr Trx
3 dei
o P e di (2.20)

kar pomeni, da so vse plasti¢ne deformacije odvisne
le od spremenljive skalarne velitine di, ki je funk-
cija Jo',

Podobno kakor primerjalno plastiéno napetost
ky je mogofe definirati tudi neko primerjalno de-
formacijo e = g, ki se mora dati dolofiti iz kom-
ponent deformacijskega tenzorja sy in mora biti
izbrana tako, da bo funkeija ky = F (g) neodvisna
od specifitnosti preskusa. Pri tem lahko predposta-
vime, da je utrditev monotono naradfajoda funkeija
plastitnega deformacijskega dela ky = @ (w,)., Dva
preoblikovalna procesa povzrodita torej enako utrdi-
tev materiala, &e je porabljena specifiéna energija
v obeh primerih enaka. Pri tem je prirastek spe-
vifitnega deformacijskega dela (slika 4)
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Sl 4. Krivuljo plasticnosti in specifitno deformacij-
gko delo (idealno plastiéno delo)

dw, = gy . dey? = sy .dey? = 5; .deps + g2.dgpz +

+ 53 . dga = gy dgri’= F; . dg

wi
wy = [ ky.dey (2.21)
0

Iz pogoja za tedenje po v. Misesu ter napetostno
deformacijske zveze po Lévy-v. Misesu [3] je mogode
doloditi primerjalne deformacijo v - diferencialni
obliki

dgi = V;:: dps? + dps? + deg®) (222

kjer so dgy, dis in dygy prirastki efektivnih defor-
macij v glavnih smereh, za katere prav tako velja
pogoj glede stalnosti volumna
depy + dgpa + dga = 0 (2.23)
Po teoriji tefenja so kondne deformacije Ze od
vsega zafetka odvisne ne samo od napetostnega sta-
nja, ampak tudi od poti, ki je privedla do tega
stanja. Deformacije torej lahko dobimo na splofno
le z integracijo. Enaébo (2.20) pa je mogode integri-
rati le, fe se smeri glavnih deformacij in razmerje
prirastkov deformacij dg;: deg: depy med preobliko-
vanjem ne spreminjajo. V tem primeru je totalna
primerjalna deformacija

P = V (gr® + f;r-‘ + -gn.r} (2.24a)

oziroma za poljuben ortogonalen koordinatni sistem

= gViiiq:-;—q-ﬂr + (gy—@a* + (@ — @) +

2 tres® + yuat o+ e (2.24b)

Funkeijsko zvezo med primerjalne napetostjo
o, tj. precblikovalno trdnostjo ky in primerjalnoe de-
formacijo o

Ky = F (§dp) (2.25)
imenujemo krivuljo plasti®nosti ali krivuljo utrje-
vanja [2], ki je grafi¢en prikaz makroskopskih do-
gajanj v strukturi vefkristalnih kovin med pre-
oblikovanjem. Ker lahke ugotovime funkeijo (2.25)
z enim samim preskusom (npr. nateznim), je iz nje
mogode dolofiti predvidene plastiéne deformacije
tudi pri poljubnih drugaénih napetostnih stanjih.
Z enatbama (2.5) in (2.24) bi morali pri istem ma-
terialu dobiti ne glede na vrsto preskusa enako kri-
vuljo plastiénosti. Kako se cksperimentalno ugo-
tovljene krivulje plastifnosti v resnici ujemajo med
seboj, je seveda odvisno od natanénosti uporabljenih
kriterijev in dejanskega obnasanja materiala, Upo-
Stevati je treba, da so sprejete hipoteze vezane na
vrste pogojev (homogenost in izotropnost kovine,
Easovni in temperaturni efekti nimajo vpliva, stal-
nost volumna itd.), katerim praktiéno nikdar ni mo-
gode povsem zadostiti.

Na velikost in spremembo preoblikovalne trd-
nosti ali idealnega deformacijskega odpora med
hladnim preoblikovanjem vplivajo poleg kemifne
sestave in strukture materiala predvsem tehnoloski
pogoiji preoblikovanja tj. temperatura, stopnja de-
formacije in hitrost deformacije

Razen od teh najvplivnejgih velitgin je preoblikowval-
na trdnost lahke odvisna e od spremembe smeri
deformacije ter od anizotropnosti materiala. Med-
zebojna povezava in odvisnost posameznih wvelidin
sta zelo kompleksni in ju je mogofe ugotavljati sa-
mo s sistematiénimi preskusi. Ker se pri hladnem
preoblikovanju preteini del deformacijskega dela
pretvarja v toploto, lahko tudi termifno aktivirani
procesi vplivajo na potek krivulje utrjanja. Zato
je treba razlikovatl adiabati®ne in izotermiéne kri-
vulje plastiénosti, pri njihovi uporabi pa upodtevati,
ali se temperaturni pogoji pri preoblikovanju res
ujemajo s tistimi, ki so wveljali pri preskusu. Vse
eksperimentalne ugotovljene krivulje so bolj ali
manj priblifne, ker je med preskusi zelo tezko drEati
konstantna zlasti parametra ¢ in ¢ [2].
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