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A nalitična interpretacija krivulje p lastičnosti 
ter vpliv p lastične anizotropije

F R A N C  G O L O G R A N C

Uvod
P r i re šev an ju  osnovnih  enačb p lastom ehan ike  

p reob likovaln ih  procesov se p o jav lja  ko t sp rem en­
ljiv k a  p reob likovalna  trd n o st, k i je  značilna la s t­
nost rea ln o  p lastičn ih  kovin. D efin icija  k riv u lje  
p lastičnosti, k i p o n azarja  zvezo m ed preob likovalno  
trd n o s tjo  a li e fek tivn im i p lastičn im i napetostm i in  
p lastičn im i deform acijam i p ri določenih preob liko­
v a ln ih  pogojih , je  podana v  [1], V  tem  članku  pa 
so n ak azan e  m ožnosti za analitično  in te rp re tac ijo  
k riv u lje  p lastičnosti za izo tropne kovine, k i se m ed 
p reob likovan jem  u tr ja jo , te r  vp liv  p a ram e tro v  p la ­
stične  an izo trop ije  na  pogojne enačbe p lastičnosti 
in  fu nkc ijo  u tr ja n ja  m ateria la .

1. Analitična aproksimacija krivulje plastičnosti
Z a ponazoritev  dejanskega po teka  u tr je v a ln e  

fu n k c ije  k f =  F  (q>i) p ri p redv id en ih  p reob likovaln ih  
pogojih  je  p o treb n o  po n av ad i določeno štev ilo  
eksperim en ta ln ih  vrednosti. V ečk ra tna  ponovitev  
p reskusov  pa  kaže  vedno  m an jše  a li večje  tro šen je  
rezu lta tov , ta k o  da je  neko  poprečno v rednost m o­
goče dobiti le, če p o d a tk e  izv redno tim o  statistično. 
Iz poskusov določena k riv u lja  p lastičnosti seveda 
na  splošno n i m a tem atično  defin irana . V endar je  za 
p rak tičn o  up o rab o  zelo koristno , če lahko  podam o 
fu nkc ijo  tu d i v  an a litičn i obliki, s č im er lahko  
zm anjšam o obseg p o treb n ih  eksperim entov. Žal ob­
n a ša n ja  kovin  p ri p reob likovan ju  n i m ogoče izraziti 
s p rep rostim i — n p r. lin earn im i a li b ilin eam im i — 
analitičn im i m odeli, p redvsem  zarad i štev iln ih  
s tru k tu rn ih  vplivov, k i so pogojeni s kem ijsko  se­
stavo, ve likostjo  zrn, pop re jšn jo  u trd itv ijo , tekstu ro , 
B ausch ingerjev im  efek tom  ipd., te r  toplotno-časov- 
n im i vpliv i, k i izhajajo ' iz nač in a  preoblikovanja . 
L udw ik  [2] je  p red laga l ko t ap roksim acijo  potenč- 
no funkcijo  (slika 1 a)

k /  =  a +  b . <pm (1.1)

ki pa se za zdaj upo rab lja  skoraj izk ljučno  v  p re ­
p rostejši obliki [3] (slika 2)

k f — k f0 . <pn (1.2)

P ri tem  k a rak te riz ira  kon stan ta  k f0 lego k riv u lje  
(deform acijsko trd n o st p ri cp — 1,0) v  koord inatnem  
sistem u, eksponent n  pa vzpon k riv u lje  in  s tem  
in tenzivnost u tr ja n ja  m ateria la .

T a fu n k c ija  se p ra v  dobro  u jem a z eksperim en­
ta ln o  k riv u ljo  p lastičnosti p ri žarjen ih  hom ogenih 
m ateria lih , npr. p ri ne leg iran ih  in  m alo  leg iran ih  
ogljikovih  jek lih , a lum in iju  in  bakru , zlasti če ne 
upoštevam o področja  v  neposredni okolici m eje 
plastičnosti.

K riv u lje  p lastičnosti he terogenih  kovin z v i­
soko m ejo  elastičnosti ozirom a p ri kovinah, k i so 
poprej u trjen e , s tak o  funkcijo  n i mogoče opisati, 
razen  v  p rim eru , če upoštevam o tu d i stopnjo  po­
p re jšn je  deform acije  epi, k i pa  je  n a jv ečk ra t ne­
znana (slika 1 b). Tako' dobi enačba (1.2) obliko

kf =-• a (q>i + cp)n (1.3)

v en d ar je  p ri m a te ria lih  z izrazito  m ejo  p la ­
stičnosti p rv i izraz ustreznejši. V določenih prim erih  
(nerjavno  jeklo', baker, med) se u jem a k riv u lja  p la ­
stičnosti ali vsaj n jen  del s potenčno funkcijo

k f  =  k ,o '. sn' (1.4)

k je r  so: e — g lavna specifična deform acija, 
kfo —  deform acijska trdnost p ri e =  1, 

n ' —  koeficient u trd itve .

P o tenčna fu n k c ija  im a to  prednost, da dobijo  k r i­
v u lje  plastičnosti, k i u streza jo  enačbi (1.2), v dvojno 
logaritem skem  m erilu  obliko prem ice

log k/ =  log k fa +  n  log <f „ (1.5)

Sl. 2. A p ro k s im a c ija  k r iv u lje  p la stičn o sti s po tenčno  
fu n k c ijo  k f =  a . <pn
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Sl. 3. K r iv u lja  p la s tičn o sti (sl. 2) v  log-log d ia g ra m u

k a r  zelo  o la jšu je  s ta tis t ič n o  o b d e lav o  e k sp e r im e n ­
ta ln ih  p o d a tk o v . G o rn jo  p rem ico , s lik a  3, la h k o  
n a m re č  izen ač im o  z re g re s i jsk o  p rem ico , tj .  p o  m e­
tod i n a jm a n jš ih  k v a d ra to v  iz ra č u n a n o  p rem ico , p r i  
k a te r i  je  v so ta  k v a d ra to v  p r i  o d s to p k ih  d e ja n sk ih  
v re d n o s ti od v re d n o s ti n a  p rem ic i n a jm a n jša . K o efi­
c ie n ta  log  k f0 in  n  d o b im o  iz s is tem a  d v eh  p o g o jn ih  
enačb

m  m
log k f o . m  +  n  У  log  epi =  V  log  k n (1.6)

i = 1 i = l

m  m
log  kfo V  log  < pi +  n  2  (log (p i f  =

i = l  i = l

m

У  (log k f i . log  epi) (1.7)
4 =  1

k je r  s ta : m  —  š te v ilo  e k s p e r im e n ta ln o 1 do ločen ih  
točk , kfi =  F (epi).

S k o re la c ijsk o  a n a liz o  la h k o  določim o, k a k o  
m o čn a  je  p o v ezav a  m e d  iz b ra n o  fu n k c ijo  in  s re d n jo  
v re d n o s tjo  k r iv u l je  p la s tičn o sti. Č im  v eč ji je  k o e fi­
c ie n t k o re la c ije  r  (—  1 <  r  <  + 1), te m  b o ljš a  j e  p o ­
v ezav a  m ed  e k sp e r im e n ta ln im i p o d a tk i t e r  iz b ra n o  
funkcijo .

Iz  en a čb e  p re m ic e  la h k o  povzam em o, d a  zado­
šč a ta  za  d o loč itev  k r iv u l je  p la s tič n o s ti v  do lo čen ih  
p r im e rih  sam o  d v e  to čk i a li e n a  to č k a  in  n a k lo n  
p rem ice, p r i  čem er j e  ta n  a =  n , k i g a  la h k o  ugo to ­
v im o  s poskusom . D a  se  d o k aza ti, d a  je  ek sp o n e n t 
u trd i tv e  n  en a k  h o m o g en em u  d e lu  lo g a ri te m s k e  d e­
fo rm a c ije  cpe. K e r  p a  v e l ja  m ed  <pe in  se ra z m e r je

Cpe =  ln  (1 +  Se)

la h k o  do loč im o  ek sp o n en t u t r ja n ja  o z iro m a n ak lo n  
p re m ic e  tu d i s pom očjo  e n a k o m e rn e g a  sp ec ifičn eg a  
ra z te z k a  se, u g o to v lje n e g a  p r i  n a te z n e m  p resk u su . 
T u d i k o n s ta n to  k f0 je  m ogoče do loč iti iz  n a te z n e g a  
p resk u sa .

L ah k o  p a  v  ta k ih  p r im e rih  u p o ra b im o  za  dolo­
č itev  p o te k a  k r iv u lje  p la s tič n o s ti tu d i  n a te z n o  t r d ­
n o st m a te r ia la  s tem , d a  iz ra č u n a m o  eno1 točko  k r i ­
vu lje , in  s ic e r iz m a k s im a ln e  s ile  in  d e ja n sk e g a  p re ­

reza  ep ru v e te  v  tre n u tk u  p lastičn e  n estab ilnosti [3]. 
T ako  dobi enačba za k r iv u ljo  p lastičnosti obliko

k f =  ° m ( y ~ )  "  (L8)

Iz teg a  izhaja , da im ajo  p rak tičn i pom en vse  tis te  
p reskusne  veličine, k i so neposredno  za je te  v  enač­
b ah  za k riv u ljo  p lastičnosti, to  s ta  p redvsem  p a ra ­
m e tra  kfo in  n, k i s ta  g lavni značiln ici za  m ehanske  
la s tnosti m ate ria la . E ksponen t u tr ja n ja  n  v p liva  ne  
sam o n a  po tek  k riv u lje  p lastičnosti, tem več v  večji 
ali m an jš i m eri tu d i n a  p reob likovalne  sposobnosti 
m ateria la .

O pisane fu n k c ije  kažejo, d a  upošteva  sam o 
L udw ikova fo rm u la  p o p re jšn jo  u tr je n o s t m ateria la , 
d ru g ih  vp livov  p a  tu d i ne. K e r o sta lih  s tru k tu rn ih  
in  te m p e ra tu rn ih  vp liv n ih  velič in  m atem atičn o  za 
zdaj n i m ogoče zajeti, j ih  m oram o u g o tav lja ti ekspe­
rim en talno .

2. Anizotropni kriterij plastičnosti
Pogoj za doseganje  ek sak tn ih  ek sperim en ta l­

n ih  v red n o sti p r i u g o tav ljan ju  fu n k c ije  F  [1] je  
enolična določljivost p rim e rja ln e  n ap e to sti in  defo r­
m acije. K e r dopuščajo1 np r. ta n k e  p ločevine le  dolo­
čene v rs te  ob rem en itev  in  ob like p reskušancev , so 
za u g o tav ljan je  k riv u lje  p lastičnosti p r i te h  p r i­
m ern e  le  n e k a te re  ozirom a posebne p resk u sn e  m e­
tode. N apetostno  s tan je  p r i p reob likovan ju  ploče­
v ine  p a  je  v  velik i m eri odvisno tu d i od geom etrične 
in  te k s tu m e  an izo trop ije  preob likovanega m ate ­
r ia la  [4],

A nalogno H uber-M isesovem u pogoju  za tečen je  
izo tropn ih  m ate ria lo v  je  H ill [5] de fin ira l p lastičn i 
po tencial (efek tivno  napetost) za  an izo tropne m a­
te ria le  v  oblik i hom ogene k v a d ra tn e  enačbe s še­
stim i p a ram e tri anizotropije. P r i p reob likovan ju  
p ločevine so od te h  važn i le  štirje , m ed k a te rim i so 
t r i je  neodvisni. Ti t r i je  p a ra m e tri na j b i v  splošnem  
zadoščali za definicijo' an izo tropnega s ta n ja  p ri plo­
čevinah. S tem i p a ram e tri dobi pogojna enačba za 
tečen je  p ri dvoosnem  nape tostnem  s ta n ju  (v ra v ­
n in i pločevine) nasled n jo  obliko

(G +  H) o f  —  2 H o x Oy +  (H +  F) oy2 —

—  21Утзд2 = 1  (2.1)

E načba je  izpeljana  za p rav o k o tn e  k o o rd in a tn e  si­
stem e, p r i k a te r ih  k o o rd in a tn e  osi sovpadajo  z g lav­
nim i osm i anizotropije, s pogojem , da im a le -ta  v 
vsaki točki t r i  m ed seboj p rav o k o tn e  s im etrijske  
ravnine.

Zvezo m ed p r ira s tk i deform acij in  napetostm i 
podaja jo  n asled n je  enačbe

d cpx dcpy
H( o x —  oy) +  G (o x —  az) H  (oy— ax) +  F  (o„— ог)

___________ dfpz _ dyXy

F  (az —  Oy) +  G  (az —  ox) N  rxy
(2.2)



k je r  so: ox, oy, oz —  n orm alne  napetosti v  sm eri 
osi X, y  in  z

%iv  —  tangenc ia lna  n ape tost v  ra v ­
n in i x y ,

H, G, F  in  N  —  p a ram e tri anizotropije,
6<px, dgDy, d (pz, dyXy — p rira s tk i no rm aln ih  in  s triž ­

n ih  deform acij.
Z u p o rab o  enačbe za koeficient p lastične  anizotro­
p ije  R  za določeno sm er izreza dobim o [4]

Rx =
dq>y H  (0y —  ox) +  F (ay —  oz)

Rv

d (pz F  (oz —  oy) +  G  (oz —  ax) 

dcpx _  H (ax —  Oy) +  G (ox — Oz) 
d cpz F (oz — Oy) +  G (oz —  ox)

(2.3)

Z a enoosno o b rem en itev  ax v  sm eri v a lja n ja  (a =  0°) 
a li Oy p rav o k o tn o  n a  sm er v a lja n ja  (ct =  90°) p re ­
id e ta  go rn ji enačbi v

d <Pv _< fy  „----- --
dcpz

m d <Px _ < P x_
■ — — Ry

Cpz d cpz (fz

ozirom a
Ro

Roo =

P r i  tem  je R a =  ln

H

G

H
F

s0

(2.4)

ln  — za vsakokra tno  sm er 
s

izreza i a — ko t m ed sm erjo  vzdolžne osi p re ­
skusnega vzorca in  smerjo' va­
ljan ja .

Za p o lju b en  ko t a, pod k a te rim  izrežem o p reskusn i 
vzorec iz p ločevine g lede n a  sm er va ljan ja , velja

R„ =
H  +  (N  —  F  —  G  —  4 H) sin2 a cos2 a (2.5)

F  sin2 a +  G  cos2 a 

Iz te  enačbe lah k o  določim o še p a ram e te r  N

Ra(Fsin2a +  G cos2a) +  (F + G + 4H ) s in 2a c o s2a — H
N  =

sin2 a cos2 a
(2.6)

Če izberem o a =  45°, dobim o za N  n asledn ji izraz 

N  =  (2 R 45 +  1). (F +  G)
in  naposled

1 +  [2 R 45 ( —  +  —  ̂—- 4] sin2 a cos2 a
[ \Rgo R o ' J

R .
sin2 a cos2 a

Roo Ro (2.7)

S to  enačbo lah k o  določim o teo re tičn i koeficien t 
n o rm aln e  p lastičn e  an izo trop ije  za vsako  po ljubno  
sm er izreza, če ugotovim o s poskusom  vrednosti za 
Ro, R 45 in  Roo0.

M aterial je  popolnom a izotropen samo, če je  

Ro =  R 45 =  Roo =  1

P o  naveden ih  enačbah  je  m ogoče določiti razm erja  
m ed p lastičn im i napetostm i v  sm eri v a ljan ja , p ra ­
vokotno n a  sm er v a ljan ja  te r  v  sm eri norm ale 
(=  debeline ozir. z-osi)

Ox — Oy

Oz — Ox

Oy

=  Ox

/ R x (1 “I“ Ry) 

Ry (1 d" Rx)

I R?/ (1 "k Rx)

Rx “k Ry

(2 .8)

ozirom a za po ljubno  sm er

oa — ox .
R y (1 d- Rx)

(R x sin2 a +  R y cos2 a) (Ra +  1)
(2.9)

A nalogno lah k o  dobim o tu d i razm erja  m ed defor­
m acijam i v  posam eznih sm ereh.

M ateriali, p ri k a te r ih  Ro =  R 90 =  R 45 4= 1> k a ­
žejo večjo  ali m an jšo  n o rm alno  anizo tropijo  R Ss 1, 
v  rav n in i pločevine p a  so izo tropni (A R  ~  0). Če 
Д R n i preveU k ozirom a če je  anizotropnost v  ra v ­
n in i pločevine sim etrična  g lede n a  n jeno  norm alo  in  
izrazim o stopn jo  n o rm alne  an izo trop ije  s koeficien­
tom  R, se enačba (2.8) poenostavi

Oz — Ox
1 +  R

(2.10)

P lastična  n ape tost v  sm eri debeline je  lah k o  torej 
večja  ali m an jša  k ak o r v  rav n in i pločevine, glede 
n a  to , a li je  R ^  1. P r i  pločevini z ortogonalno si­
m etrično  an izo tropijo  (Rx =  R y — R) dobim o k riv u ­
ljo  p lastičnosti po H illovem  k rite r iju  za p lastičnost 
[5] npr. iz enoosnega nateznega p reskusa  v  sm eri 
x-osi (ax, Oy =  oz =  0), p ri čem er velja

k ,  — Ox

d epi =  d (p.
3 (1 +  R)

(2.11)

(2.12)

P rim e r ko rig irane  k riv u lje  p lastičnosti za orto­
gonalno anizo tropen  m ateria l p rik azu je  slika 4.

V pliv no rm alne  an izo trop ije  je  posebno očiten 
p ri postopkih, p ri k a te rih  je  pločevina obrem enjena 
sam o v  ravn in i, k je r  s ta  zelo važni trd n o st in  p la ­
stičnost m ateria la  v  sm eri debeline. Za dvoosno n a ­
petostno  s tan je  (oz =  0) dobi H illova pogojna enačba 
p lastičnosti obliko

Ox2 +  Oj/2 — Ox Oy ( -------- ^ =  k/2 (2.13)
\R  +  1/



Sl. 4. V p liv  n o rm a ln e  a n izo tro p ije  n a  k r iv u l jo  p la ­
s tič n o s ti ( R ^ l )

Sl. 5. M ejn e  k r iv u l je  te če n ja  za  a n izo tro p n i m a ter ia l  
p r i ra z ličn ih  v re d n o s tih  R  in  ra z ličn ih  ra v n in sk ih  

n a p e to s tn ih  s ta n jih

in  p red stav lja  enačbo elips za raz lične  p a ram etre  
R , k i so grafično  p rikazane  n a  slik i 5. D iagram  za­
jem a večino p rak tičn o  m ožnih obrem enitev. Posle­
dica no rm alne  an izo trop ije  je, da se elipse p ri 
R  >  1 raztezajo, p r i R  <  1 p a  k rč ijo  v  sm eri ve like  
osi O A. P r i  R  =  1 preide  k riv u lja  tečen ja  v  M ise- 
sovo elipso p lastičn ih  napetosti. P rak tičn o  te  k r i­
vu lje  n im ajo  tak o  p rav iln e  oblike, k e r  anizotropno 
s tan je  pločevin navadno  ni sim etrično.

S slike 5 je  razv idno1, da  povzroča norm alna  
an izo tropija  R  >  1 glede n a  p redznak  obeh napeto ­
sti ox in  Oy in  n ju n o  m edsebojno razm erje  določeno 
u trd itev  (ali zm anjšan je  trdnosti) m a te ria la  v 
X ,  y-ravnin i. T a tak o  im enovana te k s to m a  u trd ite v  
(te x tu r e  harden ing )  je  m ožna le, če je  pločevina 
tek s tu m o  anizotropna [6], P r i dvoosni na tezn i (po­

zitivni) obrem enitv i v  sm eri x  in  у  osi (I. k v ad ran t) 
se deform acijsk i odpor p r i v ečjih  v red n o stih  R  
m očno poveča, m ed tem  k o  se p r i k om bin iranem  
natezno-tlačnem  nape to stn em  s ta n ju  (II. k v a ­
d ran t) celo nekoliko  zm anjša. Z ato  večji koeficien t 
R  zelo ugodno vp liva  n a  v lečne la s tnosti n p r. p ri 
globokem  vlečenju , in  sicer s povečano d efo rm acij-

Sl. 6. N a p e to s ti in  d e fo rm a c ije  p r i  g lo b o k e m  v le k u

sko trd n o s tjo  v  sten i v lečenca te r  zm an jšan im  de­
form acijsk im  odporom  v  prirobn ic i, s lika 6. U gotov­
ljeno  je, da m ejno  vlečno ra z m e rje  z n a raščan jem  
koeficien ta  an izo trop ije  raste , v e n d a r k v a n tita tiv n a  
zveza m ed obem a velič inam a n i še docela raz ja s ­
njena. U porabnost H illovega k r ite r ija  p lastičnosti za 
an izo tropne m a te ria le  je  doslej eksperim en ta ln o  
p o tr jen a  le  p ri m a te ria lih  z m ajh n o  p la n a m o  an izo- 
tro p ijo  ozirom a če je  an izo tropno  s ta n je  ro tac ijsk o  
sim etrično  g lede n a  normalo- p ločevine in  se m ed 
p reob likovan jem  n e  sp rem in ja . T a  čas p a  še n i­
m am o popolnejše an izo tropne teo rije  p lastičnosti, k i 
bi upoštevala  zap le tenost m ehan izm a h lad n eg a  u tr -  
ja n ja  te r  značilnosti k ris ta lo g rafsk e  zgradbe re a l­
n ih  kovin.
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