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Postopek konénih elementov za radunanje termiénih napetosti®
(Prostorski, vrteninski in ravninski primeri obravnave)
ANDRO ALUJEVIC

V sestavkuy g0 podane oznovne zamisli o uporabi metode konénih elementov v
elastomehanili in podrofju termoelastitnosti. Izbrane so osnovne enacbe, s katerimi
popisujemo obnafunje posameznih vrst kenénih elementov, kakrini so npr. kvadri,
piramide, fetverokotniki in trikotniki, na katere razstavimo obravnavani strojni del.
Z uporaboe principa o minimalni potencialri energiji dobljene enafbe nato sestavimo
v sistem, ki ga razrefimo z digitelnim rofunskim strojem.

Pri obravnavanih prostorskih, vrteninskih in ravninskih primerih se je marsikje
pokazalo smotrno odstopiti od standardnega zapisa. Za primer je navedena upo-
raba tenzorske definicije strifnih deformacij namesto infenirske definicije, da se
s tem olajfa postopek programiranja (3-D) in pospefi delo rafunalnika, Prav tako se
je pokazala smiselnge preureditev matrike elastitnih lastnosti v 2-D zgledih, da lahko
vgradimo vrieninski in tudi oba ravninska primera (ravninskoe deformacijzko ter ravp-
ninsko napetostno stanje) fimbolj okrnjeno v en sam program.

Podano gradivo je podprto z izrafunanimi primeri iz konstrukcijske prakse z
podrodja gorienih elementov za jedrske reaktorje, feprav je uporaba te metode v
drugih panogah tehnike enostavna. S poenostavitvami lahko postopek konénih elemen-
tov refuje tudi probleme prevajonjoe toplote, magnetike, difurije nevtronov ipd.

1. Uvod

V minulih dvajsetih letih je metoda konénih e s foms
elementov povsem prevladala v uporabni mehaniki ,—--[’-; Sl SR g

pri dvo- in trorazseinih analizah deformacij in l |

napetosti trdnih teles, pretoka tekoéin ipd. Prvo
desetletje (1954—64) je bilo potrebno razvoju in
uveljavitvi elementov osnovnega razreda, ki upo- oA

rabljajo linearne modele porazdelitve spremenljivik, ot e
kakor so pomiki oz. hitrosti., Zafetni konini Jle- rﬁ i HE 54

menti so bill tako Eetverokotniki kakor tudi tri- i
kotniki 2 vozli v ogliféih, Kaj kmalu pa se je
izkazalo, da so trikotni sestavi prikladnejsi — za- iy A
radi laZjega zgoftevanja mreé in ker dajejo boljse
rezultate pri obdelavi problemov velikih specifiénih
deformacij. Podobno so si uporabniki tudi Ze zgodaj & /\>
omislili uporabo kvadrov in tetraedrov za prostor- -
ske primere.

Iz te prve serije so fe danes v rabi predvsem
naslednji elementi:

i

. |

— trikotniki (n = 3), . e
— tetverckotniki (n = 4), : -

— tetraedri (n = 4), - ‘1’
— kvadri (n = 8). i,_.u_ =4

+ Ta fanck je lzvietek iz aviorjeve doktorske diserta-

ije, lzdelane na Imperial College (University of London). ka 1. Nekaj dvo- in trodimenzionalnih konénih
Objave je omogodll Inititut Jobef Stefan (Univerza v " e J elementor

Ljubljani).
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Hkrati se pojavljajo tudi drugi elementi, pred-
vsem za posebne probleme, kakor so ploSée in
lupine.

V drugem desetletju (1984—73) so se potem po-
javili konéni elementi baro#nega stila, s kvadratié-
nimi in kubifnimi porazdelitvami, npr.:

— trikotniki (n = 6, 10, ...),

— getverokotniki (n = 8, 9, 12, 18, ...),

— tetraedri (n = 10, 20, ...),

— heksaedri (n = 20, 26, 27, 32, 56, 64, ...)

z vozliti na robovih, strani®nih ploskvah in v no-
tranjosti (slika 1). Novi elementi dopuitajo ukriv-
ljenost robov in stranic. Velia pa pripomniti, da so
tako okrafeni elementi dostikrat hkrati dobri in
slabi. £ njimi je sicer v natelu moé analizirati
zapletenejfe primere, toda rafunalnifki &asi in pred-
veem strofki utegnejo zagreniti delo.

2. Skupna zasnova

V veakem od pojavljajofih se konénih elemen-
tov =i izberimo model porazdelitve pomilkov:

N u; (1)

Kot porazdelitvene [unkeije N; po navadi upo-
rabljamo polinome. V irikotnikih linearnega raz-
reda so le-ti podani z izrazi;

Ny = & [(ze— ). 48— o) — (Yo — Vo). (xs— x4}/ A
Ng = & [(xo— 1) (s — 1) — (Wo—v1).(xs—x1))fA } (2)
Ny = & [(xe—a1).(0— ¥1) — (Ye—y1).(xo— 1))/ A

in A= j[(x—x).(ys—v) —(We—w)lxs—x1)] (3)

kjer so: xy in g koordinati vozlié, x, in y. tofka
znotraj trikotnika (najpogosteje v tefiffu) ter A —
povriina trikotnika.

Podobno velja za kvadre z linearno porazde-
litvijo pomikov vzdol? robov (n = B):

Ni=3(+zox). A +yey). (1 +22) (4

kjer pa so =, y, z lokalne koordinate v elementih
npr. —1 5 x < + 1).

V obdirni literaturi (glej npr. Zienkiewicz [1]
in Argyris [2]) lahko najdemo potrebne porazde-
litvene funkcije za razlitne mogote elemente, ki bi
jih utegnili potrebovati pri delu. V splofnem je
moé¢ hkrati pritegniti v sestav razlitne vrste ele-
mentov, éeprav v praksi tega po navadi ne delamo
in se vsakokrat zadovoljimo z eno samo zvrstjo.

3. Teorija termo-elastiénosti

Iz elastomehanike (glej npr. Prelog [3], Lurje
[4], Nowacki [5]) izlud¢imo osnovne zakone, s ka-
terimi so popisani obravnavani deformacijski po-
javi:
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— deformacije & = & ((0u/07] + [0u/0¥]*) (5)

— napetosti g = D (e — &), (&)

kjer matrika D vscbuje elastidne lastniosti snovi
(E in #) ter so termiéni raztezki podani z izrazom
to=al(l).T (M

V zgornjem zapisu smo predpostavili aditivnost
specifitnih deformacij.

4. Ravnoteije sil

7 uvedbs modela konénih elementov sedaj
lahko zapifemo
] ®)

kjer matrika B vsebuje odvode porazdelitvenih
funkeij Ny ;.

Potencialna energija elasti®nih teles je v splos-
nem primeru

e=Hu
in G=D[Bu'—fﬂ}

P=U—W @)

in deformacijska energija U je pri tem podana =z
izrazom

U=&Ia‘ud?=ifs*]}td? (10)
ter delo zunanjih sil
W =J'u' GdV +_[u.*F s (11)

5 predpostavitvijo proporcionalnostnega obnafanja
gradiva dobimo torej izraz

P- 5J'a'n:dv —fu"GdV—fu‘F ds (12

Izrek o minimalni vrednosti variacije potencialne
energije v ravnotefju sistema terja, da je

dP=10 (13)

Iz tega dobimo, da mora v wvsakem od konénih
clementov veljati zveza

m*[[IB*DBdwu—fﬁ*edv—_fn*p ds] =0
(14)

zaradi poljubnosti variacije pomikov Su pa konéno
izhaja, da je

K.u=R, (13)
kjer smo definirali togost elementa in sile z enai-
bama

K. =JB‘D B4V,
in T (16)
I --IN*G dav, +J N*F ds.
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Temu zapisu zlahka prikljutimo termifne sile, tako
da imamo

K;u ST 'B{r i Rdr (llﬂ
z definicijo

e = _J'B-neu dv, (18)
Ker so vrednosti pomikov in sil vsklajene v vogli-
&tih, velja aditivnost izpeljanih enaéb v teh todkah,
Tako dobimo za celoten sistem elementov, s ka-
terimi predstavljamo strukturo strojnega dela,
enatbo

Kut+é&=R (19)
5 togostjo sistema
il
K= K, (20)
k=1

kjer je m celotno #tevilo vozlov v sistemu., Po-
dobno sedtevno pravilo velja za termitne sile,

5. Razreditev

Qsnovnoe vprasanje, ki si ga moramo sedaj za-
staviti, je izbira numeritnega postopka za dolodi-
tev pomikov u iz sistema enatb (19), Neposredno
obratanje togostne matrike K-' po navadi ne pri-
haja v podtev. Na voljo pa so iteracijski, neposredni
eliminacijski ter frontalni eliminacijski postopki.
Prvi je najhitrej8i, a uporabimo ga lahko le, fe
lahko spravimo celotno matriko v hitri spomin ra-
Zunalnika, To nam po navadi uspe pri 2-D trikot-
nifkih sestavih z nekaj sto ali tiso® elementi. Na-
sprotno pa pri 3-D problemih analize napetosti tega
skoraj nikoli ne zmoremo in si pomagamo z elimi-
nacijo v valovih. Strukture razdelimo na primerne
predele (po en ali ved elementov skupaj) ter enatbe
refujemo z izlotanjem neponavljajodih se spre-
menljivk. Podrobnosti tega opravila so pojasnjene
v literaturi (npr. Noble [6]).
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6. Prostorski primer

Pri tem zgledu imamo opravka s pomiki v vseh
treh smereh, tj.

u= {uvw) (21)

ter s po Sestimi komponentami napetosti in speci-
fitnih deformacij

o = {my; oee ogs T Tar Tiz) } @2)
8= {enn 22 63 2720 2 ym 2 yuz)
Ce ge omejime na izotropne snovi, dobimo enatbo
(6) v novi obliki

[J'..E'a +2G Iy Oy

dy = |
Oy G Is

kjer sta Laméjevi konstanti 4 in G podani zizra-
Zoma

] (eu—aT {3 0s}), (23)

A=Ewv(l+»)(1—24)]
G=E2(1+ )]

Oblikovna matrika B =¢ v obravnavanem primeru
glasi

(24)

E = [By —Bi—E.] (25)
& &lani
[ Nig 0 0 ]
0 MNig 0O
0 0 Nis
BUT 0 Niz Nie e
N:s 0 Niq
L Nje Mg 0O

Izkazalo pa se je (Irons [7]), da je zaradi nesime-
tritnosti matrike B; smotrmeje uporabljati tenzor-
sko definicijo stridnih deformacij, tj.

&= {e1 ys }'m?slli'H}’xﬂ'Hl}'&ﬂfm} (27)

51 2. Sestav elementov, tem-
perature in rezultati
(pomiki)

0 Zmrmi

1-1
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in tako predelati matriko B; v @

Qi = (Ni,y {Is}) [Ta) (28)

Ustrezno je seveda treba preurediti tudi matriko D
— glej vir [8].

Vse poirebne integracije (enatbi (16) in (18))
najprimerneje izvedemo numeriéno (Irons [8], Ko-
pal [10], Zienkiewicz [1]).

Po opisanem procesu, z uporabo frontalne me-
tode refevanja enafb, je bil ma Imperial College
v Londonu napisan Fortran IV program TRISTAN
[11]. Slika 2 kafe snadilni primer uporabe — geo-
metrijo, temperaturno porazdelitev in termifne de-
formacije (rezultate) dvojne cevi s pokrovom. Ta
zgled je rabil za testiranje programa, ki je dalo
naslednje osnovne informacije (na CDC 6600):

itevilo in  rafunski spomin strodek
vrsta elementov Cas stroja rafuna
“30H 20 350 s 48000 8000 din
36 H 20 44l 3 S0000 10000 din
93 H20 ["‘} G0000 30000 din
184 H 20 * T3000 68000 din
30 H 32 1000 = TOO00 28000 din
J6 H32 {"‘} TB000 37000 din

(% Ornafeni primerl so ocene, vel strofikl pa =0 prerafu-
nanl po deviznem tefaju 40 din za 1 Latg.

Iz povedanega lahko sklepamo, da je za nafe
domafe razmere tovrstna analiza napetosti in de-
formacij verjetno predraga, tudi &¢ imamo pri roki
velik in hiter ragunalnik, Nasprotno pa kaZe, da
s0 dvedimenzionalni programi zrelejii za uporabo
pri nas doma.

7. Vrtenine

S poenostavitvami lahke priredimo dosedanjo
tvarino za 2-D program, ki refuje osnosimetriéne
probleme, Enalbo (6) oziroma (23) v ta namen
skréimo v naslednji zapis:

@i i+2G 1 0 A
oz \ _ A i+2G D A
Ti2 1] 0 G (1]
(e A A 0i1+2G

E11 1

&2 1

X —_— T
2y (1]
£83 1

k‘jer naj bodo oy radialna, os aksialna, om tangen-
cialna in 1 strifna napetost. Po definiciji vrtenin
sta namre® ey = g = 0.

Oblikovna matrika B postane (ker je sz = u/r
ter so npr. gy = u,, ipd.):

Nip 0
0 Ni.e
Nis Nia
N{.l'f‘ 0

Velja pripomniti, da na®in pisanja matrik B
in D nekoliko odstopa od obi®ajnega zapisa drugih
avtorjev (Zienkiewicz [1]), toda pri pisanju rafunal-
nifkega programa se je to pokazalo zelo koristno,
ko je bilo treba vkljugiti ravninsko deformacijsko
in ravninske napetostno stanje v obseg, ki naj bi
ga ¥rmogel program.

Togost elementa dolofame ali z uporabo inte-
gracije

B; = (30)

Ky m 2 ::J’J‘H"DBrdr dz (31)
in podobno pri termiénih silah
9¢,=—33J‘ B*DaTrdrdz (32)

ali pa se zadovoljimo s pribliZki vrednosti v te-
#igéih elementov, torej

K,= 2arA,B°DB
Qe =—2nrA,B*DaT

Za razreditev tako zastavljenega programa je
bil na Imperial College v Londonu izdelan itera-

(33)

i

3L 3. Porazdeliter
glavnih napetosti
v vrtenini
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tivoni ratunalnitki program BREL [12]. Slika 3 pri-
kazuje znadilne rezultate (porazdelitev termiénih
napetosti) primera dvojne cevi s pokrovom. K upo-
rabljenim 466 trikotnim elementom (priblifne 300
vozlisg) dodajmo podatek, da potrebuje BREL pro-
gram 40 000 besed spomina ter porabi pribliZne 30 s
tasa za rabun vsakega primera toplotne infali me-
hanske obremenitve obravnavane strukture, Strogek
za ta primer znese okoli 400 novih dinarjev.

f. Ravninske deformacije

Z definicijo ravninskega deformacijskega sta-
nja #; = &z =0 (Prelog [3]) lahke takoj prenare-
dimo vrteninski primer programa tako, da izbri-
femo zadnjo vrstico v By matriki ter zadnjo vrstico
in zadnji stolpee v D matriki; spremeniti pa mo-
ramo tudi kon®ni rezultat togostne matrike in ter-
miénih sil, ki postanejo

K.=B'"DBA, ozir. &, =—B*DaTA,

Napetosti pravokolno na ravnine z—y po navadi
lahko izrazimo z obrazeem

(34)

(35)

Slika 4 podaja zgled mrefe konfnih elementov rav-
ninskega primera. Iz podanega 3tevila elementov
in vozlis¢ lahko ocenimo strofke proratuna termié-
nih napetosti s priblifne 700 novih dinarjev,

0z = ¥, (0= T 0y)

Slika 4. Ravninska triangulacija (697 likov, 419 vozlov)

9. Ravninske napetosti

Za ta primer je znadilno, da je o, =0 (Prelog
[3]) in moramo — za razliko od ravninskega de-
formacijskega problema — upodtevati spremenjenc
matriko D elastiénih lastnosti:

1 » 0
» .1 0

0 0 (1—)2

D (36)

Tyt

v drugih podrobnostih pa se oba ravninska pri-
mera povsem ujemata. V radun moramo vzeti le fe
debelino elementa, posebej #e se le-ta spreminja
vzdolZ ali poprek obravnavane stene,

10. Sklep

V sestavku smo na kratko pregledali zasnovo
metode kon®nih elementov, ki jo uporabljameo pri
analizi napetosti in deformacij trdnih teles. Pri-
kazani postopek se je v praksi pokazal kot izredno
uporaben, saj zmore refevati raznovrstne dvo- in
trodimenzionalne primere,

Seznanili smo se z zamislijo, izvedbo in re-
zultati dveh avtorjevih programov in tudi z moZ-
nostmi za presaditev na domaéa tla. Oba programa
sta bila izdelana na Imperial College of Science
and Technelogy (Mech. Eng. Dept) ob podpori
0. E. C. D. Dragon Projecta, vendar ni ovir za
uporabo pri nas za analizo primernih problemov,
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