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Postopek končnih elem entov za računanje term ičnih napetosti*
(Prostorski, v rten in sk i in  rav n in sk i p rim eri obravnave)

A N D R O  A L U J E V I Č

V  ses ta vku  so podane osnovne zam isli o uporabi m etode končnih  elem entov v  
elastom ehan ik i in  področju  term oelastičnosti. Izbrane so osnovne enačbe, s katerim i 
popisu jem o obnašanje posam eznih  v rs t končnih elem entov, kakršn i so npr. kvadri, 
piram ide, č e tvero ko tn ik i in  tr ik o tn ik i, na katere razstavim o obravnavani stro jn i del.
Z uporabo principa o m in im a ln i potencialni energiji dobljene enačbe nato sestavim o  
v sistem , k i ga razrešim o z d ig ita ln im  računskim  strojem .

Pri obravnavanih  prostorskih , v r ten in sk ih  in  ravn in sk ih  prim erih  se je  m arsikje  
pokazalo sm otrno  odstopiti od standardnega zapisa. Za prim er je  navedena  upo­
raba tenzorske  defin ic ije  str ižn ih  deform acij nam esto  in žen irske  defin icije , da se 
s te m  olajša p o sto p ek  program iranja  (3-D) in  pospeši delo računalnika. Prav tako se 
je  pokazala  sm iselna  p reured itev  m a tr ike  elastičnih lastnosti v  2-D zgledih, da lahko  
vgradim o v r te n in sk i in  tu d i oba ravn inska  prim era (ravninsko deform acijsko  te r  rav­
n insko  napetostno  stanje) č im bolj okrn jeno  v  en sam  program .

Podano gradivo je  podprto  z  izračunanim i prim eri iz ko n strukc ijske  prakse s 
področja gorivn ih  e lem en tov  za  jedrske  reaktorje, čeprav je  uporaba te m etode v  
drugih  panogah teh n ike  enostavna. S  poenostavitvam i lahko postopek končnih  elem en­
tov rešu je  tu d i problem e p reva jan ja  toplote, m agnetike , d ifu zije  nevtronov ipd.

1. Uvod

V  m in u lih  d v a jse tih  le tih  je  m etoda končnih  
elem entov  povsem  p rev lad a la  v  u p o rab n i m ehan ik i 
p r i dvo- in  tro razsežn ih  ana lizah  deform acij in  
n ap e to sti trd n ih  teles, p re to k a  tekočin  ipd. P rv o  
d ese tle tje  (1954— 64) je  b ilo  po treb n o  razvo ju  in 
u v e ljav itv i e lem entov  osnovnega razreda , k i u p o ­
ra b lja jo  lin ea rn e  m odele po razdelitve  sprem enljivk , 
k a k o r so pom iki oz. h itro sti. Z ačetn i končni ele­
m en ti so b ili ta k o  če tveroko tn ik i k ak o r tu d i t r i ­
k o tn ik i z vozli v  ogliščih. K aj k m alu  p a  se je  
izkazalo*, da  so tr ik o tn i sestav i p rik ladno j ši —  za­
rad i lažjega  zgoščevanja m rež  in  k e r  dajejo- boljše 
re z u lta te  p r i  obdelavi p rob lem ov  velik ih  specifičnih 
defo rm acij. Podobno  so si u p o rab n ik i tu d i že zgodaj 
om islili up o rab o  k v ad ro v  in  te tra e d ro v  za p ro s to r­
ske  p rim ere .

Iz te  p rv e  se rije  so še danes v  ra b i predvsem  
n asled n ji elem enti:

—- tr ik o tn ik i (n =  3),
—  če tveroko tn ik i (n =  4),
—  te tra e d r i  (n — 4),
—  k v a d ri (n =  8).

* T a č la n e k  je  izv leček  iz a v to r je v e  d o k to rsk e  d is e r ta ­
c ije , iz d e la n e  n a  Im p e r ia l  C ollege  (U n iv e rs ity  o f  L ondon). Slika 1. N ekaj dvo- in  trodim enzionalnih končnih  
O b jav o  j e  o m ogočil I n š t i tu t  Jo ž e f  S te fa n  (U n iv erza  v  elem entov
L ju b lja n i) .



H krati se pojavljajo ' tu d i d rug i elem enti, p red ­
vsem  za posebne problem e, k ak o r so* plošče in  
lupine.

V drugem  desetle tju  (1964— 73) so se potem  po­
jav ili končni elem enti baročnega stila , s k v ad ra tič - 
n im i in  kubičnim i porazdelitvam i, npr.:

— trik o tn ik i (n =  6, 10, . .  .),
— četverokotn ik i (n =  8, 9, 12, 16, . . .),
— te tra e d ri (n  =  10, 20, . ..),
— heksaedri (n =  20, 26, 27, 32, 56, 64, . .  .)

z vozlišči n a  robovih, s tran ičn ih  p loskvah  in  v no­
tran jo s ti (slika 1). Novi e lem enti dopuščajo' u k riv ­
ljenost robov in  stranic. V elja pa p ripom niti, da SO' 
tak o  okrašeni elem enti d o stik ra t h k ra ti dobri in 
slabi. Z n jim i je  sicer v načelu  moč ana liz ira ti 
zap letenejše prim ere, toda  računa ln išk i časi in  p red ­
vsem  stroški utegnejo' zagren iti delo-.

2. Skupna zasnova

V vsakem  od pojav lja jočih  se  končnih  elem en­
tov  si izberim o m odel porazdelitve pom ikov:

П
u =  ]> N* Ui (1)

i =  1

K ot porazdelitvene funkc ije  N  j po navad i upo­
rab ljam o polinom e. V tr ik o tn ik ih  linearnega ra z ­
re d a  so le-ti podani z izrazi:

N i =  i  [(x%— x 0).(ys— yo) — (272— J/o).(x3— х 0)]М )
N 2 =  i  [(x0— xi).{ys —  27i) — (2/0— Ш).(*з— Xi)]/A (2) 
N-i =  h[(x2— xi).(y0— yi) —  (y2 — yi)-(x0— Xi)]/Aj 

in A  = h[(x2— xi).(ya— V i)—  (У2 — yi).(xs— xi)] (3)

k je r  so: x » in  yi koord inati vozlišč, x 0 in  y 0 točka 
znotraj tr ik o tn ik a  (najpogosteje v  težišču) te r  A  — 
površina triko tn ika .

Podobno v e lja  za k v ad re  z linearno' porazde­
litvijo' pom ikov vzdolž robov  (n =  8):

Ni =  I  (1 +  x 0xi) . (1 +  y 0yi) . (1 +  Z0Zi) (4)

k je r  pa  so x , y, z  lokalne ko o rd in a te  v  e lem entih  
(npr. — 1 <  X  <  +  1).

V obširn i lite ra tu r i (glej npr. Z ienkiew icz [1] 
in  A rgyris [2]) lahko  na jdem o po trebne porazde­
litvene  funkcije  za različne mogoče elem ente1, k i bi 
jih  u tegn ili po trebovati p r i delu. V splošnem  je  
moč h k ra ti p riteg n iti v  sestav  različne v rste  ele­
m entov, čeprav  v  p rak si tega  po navad i n e  delam o 
in se v sakokra t zadovoljim o z eno- sam o zvrstjo'.

3. Teorija term o-elastičnosti

Iz elastom ehanike (glej npr. P relog [3], L u rje
[4], Now acki [5]) izluščim o osnovne zakone, s k a ­
terim i so popisani ob ravnavan i deform acijski po­
javi:

—  deform acije  e =  h {[ди/д r ]  +  [ d u /d r ] 1') (5)

— napetosti a =  D (s —  e0), (6)

k je r m a trik a  D v seb u je  e lastične  las tn o sti snovi 
(P in  v) t e r  SO' te rm ičn i raz tezk i podan i z izrazom

£0 =  a (T ) . T  (7)

V zgorn jem  zapisu  smo p redpostav ili ad itivnost 
specifičnih deform acij.

4. R a v n o te ž je  sil

Z uvedbo' m odela končn ih  elem entov  sedaj 
lahko' zapišem o

e =  B u
in  o =  D (B u  —  £0)

k je r  m a tr ik a  B  v sebu je  odvode po razd e litv en ih  
funkcij Ni, j.

P o tencia lna  energ ija  e lastičn ih  te les je  v  sploš­
nem  p rim eru

P =  U — W  (9)

in  defo rm acijska  energ ija  U je  p r i  te m  podana  z 
izrazom

U =  ! j V a d V =  i j e * D s d V  (10)

te r  delo zu n an jih  sil

W =  j u * G d V  + J u * F d S  (11)

S p redpostav itv ijo  proporcionalnostnega o b n ašan ja  
g rad iv a  dobim o to re j izraz

=  i J ^ D f i d V — J  u * G d V — f u * F d S ( 12)

Izrek  o m in im aln i v rednosti v a riac ije  po tencia lne  
energ ije  v  rav n o tež ju  sistem a te rja , d a  je

б Р  =  0 (13)

Iz teg a  dobimo-, da m o ra  v  v sakem  od končn ih  
elem entov  v e lja ti zveza

du" :[ ( j B * D B d V ) u — J l V * G d V - N* F dS] =  0 

(14)

zarad i po ljubnosti v a riac ije  pom ikov <5u  p a  končno 
izhaja, da je

Ke U =  R e (15)

k je r  smo defin ira li togost e lem en ta  in  sile  z enač­
bam a

in
Ke = J b * D B  d V e 

Re = j N * G d V e +  j N * F d S c
(16)



T em u zapisu  z lahka  p rik lju č im o  te rm ične  sile, tak o  
da im am o

K e u  +  &e — R e (17)
z defin icijo

&e — — J B*D  s0 d V e (18)

K e r so v rednosti pom ikov in  sil v sk la jen e  v  vozli­
ščih, v e lja  ad itiv n o st izpeljan ih  enačb v  teh  točkah. 
T ako  dobimo' za celo ten  sistem  elem entov, s k a ­
te rim i p red stav ljam o  stru k tu ro ' stro jnega  dela, 
enačbo

K  u  +  0  =  R  (19)
s togostjo ' sistem a

m

K = ] > K C (20)
k—1

k je r  je  m  celo tno štev ilo  vozlov v  sistem u. P o­
dobno seštevno  p rav ilo  v e lja  za te rm ičn e  sile.

5. R a z re š ite v

O snovno vp rašan je , ki si ga moramo- sedaj za­
s tav iti, je  izb ira  num eričnega  postopka za določi­
te v  pom ikov u  iz sistem a enačb (19). N eposredno 
o b račan je  togostne m a trik e  K -1 po nav ad i n e  p r i­
h a ja  v  poštev. Na voljo  pa  so ite rac ijsk i, neposredni 
e lim inacijsk i te r  fro n ta ln i e lim inacijsk i postopki. 
P rv i je  n a jh itre jš i, a upo rab im o  ga lah k o  le, če 
lah k o  sp rav im o celotno m atriko ' v  h itr i  spom in r a ­
čunaln ika . To nam  po nav ad i uspe  p ri 2-D tr ik o t-  
n išk ih  sestav ih  z n ekaj sto  ali tisoč elem enti. N a­
sp ro tn o  p a  p r i 3-D p rob lem ih  analize  n ape tosti tega  
sko ra j n ik o li ne  zm orem o in  si pom agam o z elim i­
n acijo  v  valovih . S tru k tu ro  razdelim o' n a  p rim ern e  
p rede le  (po en  ali več elem entov  skupaj) te r  enačbe 
rešu jem o  z iz ločanjem  n ep onav lja joč ih  se sp re­
m enljivk . P odrobnosti teg a  o p rav ila  SO' p o jasn jene  
v l i te ra tu r i  (npr. N oble [6]).

6. P ro s to rsk i p r im e r

P ri tem  zgledu im am o opravka s pom iki v  vseh 
tre h  sm ereh, tj.

u  =  { u v  w }  (21)

te r  s po šestim i kom ponentam i napetosti in  speci­
fičnih  deform acij

(22)
a =  { о ц  0 2 2  » 3 3  7 2 3  7 31  7 1 2 }

£  =  {« 1 1  £22  £33 2 7 2 3  2 7 31  2 7 1 2 }

Če se om ejim o na  izo tropne snovi, dobim o enačbo 
(6) v novi obliki

o ki —
X E3 +  2 G h O3

O3 G I 3
- 1  ( sk i — « T  U 3 O 3 } ) ,
зЈ

(23)

k je r  s ta  L am ejevi konstan ti A in  G podani z iz ra ­
zom a

X =  E  v/[( 1 +  v) ( i — 2 v)\
G  =  E/[ 2 (1 +  r)]

O blikovna m a trik a  B se v  obravnavanem  p rim eru  
glasi

B =  [Bi — B; — B,,]
s člani

(24)

(25)

B; =

N

i, 1 0 0
0 Ni, 2 0
0 0 Ni, 3
0 N;,3 Ni , 2

i, 3 0 Ni, 1
i,2 Ni, 1 0

(26)

Izkazalo p a  se  je  (Irons [7]), da je  zarad i nesim e­
tričnosti m a trik e  B,- sm o trneje  upo rab lja ti tenzor- 
sko definicijo  strižn ih  deform acij, tj.

£  =  {£ 11  7 1S 7 1 3  721  £22 7 2 3  7 3 1 7 3 2  £ 33 } (27)

Sl. 2. Sestav elem entov, te m ­
perature in  rezulta ti 

(pomiki)



in tak o  p redela ti m atriko' Bi v  Qc

Qi =  (Ni, j {T3}) [Is] (28)

U strezno je  seveda treb a  p reu red iti tu d i m a trik o  D 
— glej v ir  [8],

Vse po trebne in teg racije  (enačbi (16) in  (18)) 
n a jp rim ern e je  izvedemo* num erično (Irons [9], Ko­
pal [10], Z ienkiew icz [1]).

P o  opisanem  procesu, z uporabo  fro n ta ln e  m e­
tode rešev an ja  enačb, je  bil na  Im p eria l College 
v Londonu nap isan  F o rtra n  IV p ro g ram  TRISTA N  
[11]. S lika 2 kaže značilni p rim er upo rab e  —  geo­
m etrijo , tem peratu rno ' po razdelitev  in  te rm ičn e  de­
form acije (rezultate) dvojne cevi s pokrovom . Ta 
zgled je  rab il za te s tira n je  p rogram a, k i je  dalo  
naslednje osnovne inform acije  (na CDC 6600):

'N  u 0
0 Ni, 2

N t, 2 N i,!
.N  tir 0

V elja pripom niti, da  način  p isan ja  m a tr ik  B 
in  D nekoliko1 odstopa od ob iča jnega  zap isa  d ru g ih  
a v to rjev  (Z ienkiew icz [1]), to d a  p r i p isan ju  raču n a l­
n iškega p ro g ram a se je  to  pokazalo* zelo koristno , 
ko  je  b ilo  treb a  v k lju č iti ravninsko* deformacijsko* 
in ravninsko ' napetostno* s ta n je  v  obseg, k i na j bi 
ga zm ogel p rogram .

Togost e lem enta  določamo* ali z uporabo* in te ­
grac ije

K e =  2 n  f f B * D B r d r d z  (31)

število in računski spomin strošek
vrsta elementov čas stroja računa

30 H 20 350 s 48000 8000 din
36 H  20 440 s 50000 10000 din
93 H  20 (*) 60000 30000 din

184 H  20 (*) 73000 68000 din
30 H  32 1000 s 70000 28000 din
36 H  32 (*) 78000 37000 din

(*) O značen i p r im e r i  so ocene, v si s tro šk i p a  so p re ra č u ­
n a n i po  d ev izn em  te č a ju  40 d in  za  1 L stg .

in podobno p r i te rm ičn ih  silah

в е ■//2 n  \ B * D a T r d r d z (32)

ali p a  se zadovoljim o' s p rib ližk i v rednosti v  te ­
žiščih elem entov, to re j

K e =  2 n r  A e B *D  B  

0 e  =  — 2 n r A e B * D a T
(33)

Za razrešitev  ta k o  zastav ljen eg a  p ro g ram a  je 
bil n a  Im p eria l College v  L ondonu izdelan  i te ra -

Iz povedanega lahko  sklepam o, da je  za naše  
dom ače razm ere  to v rs tn a  an aliza  napetosti in  de­
form acij v e rje tn o  p redraga, tu d i če im am o p ri rok i 
velik  in  h ite r  računaln ik . N aspro tno  p a  kaže, da 
so dvodim enzionalni p rogram i zrelejši za uporabo  
p ri nas doma.

7. V rten ine

S poenostavitvam i lah k o  priredimo* dosedanjo 
tv a rin o  za 2-D program , k i re šu je  osnosim etrične 
problem e. Enačbo (6) ozirom a (23) v  ta  nam en 
skrčim o v  naslednji zapis:

M "1 + 2 G X 0 X
1 022 L X X + 2 G 0 X
1 TU 0 0 G 0
I 033 . 0 X + 2 G .

k je r  naj bodo ац  rad ia lna , 022 aksialna, 033 tan g en ­
cialna in  ris strižna  napetost. F o  defin iciji v rten in  
sta  nam reč  Г23 =  T31 =  0.

O blikovna m a trik a  B postane (ker je  £33 =  u/r  
te r  so* npr. en =  u,r ipd.):

31. 3. Porazdelitev 
glavnih napetosti 

v vrtenini



Livni raču n a ln išk i p ro g ram  BREL [12], S lika  3 p r i­
kazu je  značilne re z u lta te  (porazdelitev  te rm ičn ih  
napetosti) p rim era  dvo jne  cevi s pokrovom . K  upo­
rab ljen im  466 trik o tn im  elem entom  (približno' 300 
vozlišč) dodajm o podatek , da p o treb u je  BREL pro­
g ram  40 000 besed spom ina te r  po rab i p rib ližno  30 s 
časa za raču n  vsakega p rim era  top lo tn e  in /a li m e­
h an sk e  o b rem en itve  ob rav n av an e  s tru k tu re . S trošek  
za ta  p rim e r znese okoli 400 nov ih  d inarjev .

8. R a v n in sk e  d e fo rm a c ije

Z defin ic ijo  rav n in sk eg a  deform acijskega s ta ­
n ja  ez =  £33 =  0 (Prelog [3]) lah k o  tako j p ren a re - 
d im o v rten in sk i p rim er p ro g ram a tako , da izb ri­
šem o zad n jo  v rstico  v  B, m a trik i te r  zadn jo  vrstico  
in  zadn ji stolpec v  D m atrik i; sp rem eniti pa mo­
ram o  tu d i končni rezu lta t togostne  m a trik e  in  te r ­
m ičn ih  sil, k i postanejo

K e =  B * D B A e ozir. 0 e =  — B* D a T A e  (34)

N apetosti p ravoko tno  n a  ravnino ' x — y  po navad i 
lahko  izrazim o z obrazcem

Oz =  v . (ox +  Oy) (35)

S lika  4 p o d a ja  zgled m reže  končn ih  elem entov ra v ­
n inskega  p rim era . Iz podanega štev ila  elem entov 
in  vozlišč lahko  ocenim o stro šk e  p ro raču n a  te rm ič­
n ih  n ap e tosti s približno' 700 nov ih  d inarjev .

9. R a v n in sk e  n a p e to s ti

Za ta  p r im e r  je  značilno, da  je  oz =  0 (Prelog 
[3]) in  m oram o  —  za raz liko  od rav n in sk eg a  de­
fo rm acijskega  p ro b lem a -—• upošteva ti sprem enjeno  
m a trik o  D elastičn ih  lastnosti:

D =
E

1 — v2

'1 v
v 1
.0 0

0
0
(1 —  v)/2.

(36)

v d rug ih  podrobnostih  p a  se oba rav n in sk a  p ri­
m era povsem  ujem ata . V raču n  m oram o vzeti le  še 
debelino elem enta, posebej če se le -ta  sprem inja  
vzdolž ali poprek  obravnavane stene.

10. S k lep

V sestavku  sm o na  k ra tk o  preg ledali zasnovo 
m etode končnih  elem entov, k i jo  uporab ljam o pri 
analizi napetosti in  deform acij trd n ih  teles. P r i­
kazani postopek se je  v  p rak si pokazal k o t izredno 
uporaben, saj zm ore reševati raznovrstne  dvo- in 
trod im enzionalne prim ere.

Seznanili sm o se z zamislijo', izvedbo in  re ­
zu lta ti dveh  av to rjev ih  program ov in  tu d i z mož­
nostm i za p resad itev  n a  dom ača tla. Oba program a 
s ta  b ila  izdelana n a  Im peria l College of Science 
and  Technology (Mech. Eng. Dept.) ob podpori
O. E. C. D. D ragon P ro jecta , v en d ar n i ov ir za 
uporabo p ri nas za analizo p rim ern ih  problem ov.
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