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Termične napetosti v tableti keramičnega gorivnega elementa
A N D R O  A L U J E V I Č

Deli reaktorjev so med obratovanjem obremenjeni z  m ehanskim i in s termičnimi 
silami (zaradi tem peraturnih razlik). Veliko kom ponent reaktorjev ima obliko valja, 
bodisi da gre za polne ali votle valje. Poznati moramo torej porazdelitev temperatur, 
nato pa z  enačbami termoelastičnosti določimo potek napetosti. Zaradi preprostosti 
bomo obravnavali samo osnosimetrične probleme oblike teles in poteka obremenitev. 
Radialni prim er rešujem o lahko analitično, radialno-aksialni primer pa numerično z  
uporabo m etode končnih elementov (rotacijsko simetričnih).

1. TEORIJA 
1.1. Splošne enačbe

P ri obravnavanju  term oelastičnosti imamo 
opravka s silami, napetostm i, deform acijam i in 
pom iki:

(I) vektor sil
f = { X  Y  Z ) (1)

(II) tenzor napetosti

on U2 U3
Oij = T21 022 Г23

J31 Г32 033.

deformacij

"fill 712 713
Sij = 721 £22 723

.731 732 £33.

tij Ui

. rij =  7Ü

( 2 )

(3)

(IV) vektor pomikov
u = {u v  w }  (4)

Med tem i veličinam i je  15 neznank (ker so znane 
bodisi sile ali pomiki). Zato potrebujem o 15 enačb, 
ki so v  splošnem prostorskem  prim eru naslednje:

(I) ravnotežne enačbe
div öjj +  / =  0 (5)

(II) k inem atične enačbe
«ij =  i  (grada +  d u /d  r) (6)

(III) konstitu tivne enačbe
Oij =  Sijki («ij — öij T <5ij) (7)

k je r je  S'ijki konstitu tivna m atrika (tenzor četrtega 
reda), aij tenzor term ičnih raztezkov, T  tem peratura 
in (5ij K roneckerjeva funkcija.

Poleg tega m orajo b iti izpolnjeni še posebni 
kom patib ilitetn i pogoji, da bi bila zagotovljena eno­
ličnost rešitve. Ta je  potem  odvisna od obremenitev 
in od vsakokratnih  robnih  pogojev.

T em peraturno porazdelitev v  telesu imamo pri 
računan ju  term oelastičnosti za znano, če zanema­
rim o zvezo m ed deform acijam i in toplotnim i viri.

Konstitutivno zvezo (7) nadomeščamo ponavadi 
s preprostejšim  izrazom

{e} = D -M a }  +  {e*}, {a} =  D({e} -  {e*}) (8)
k jer sta m atrik i v splošnem prostorskem prim eru 
za izotropno linearno snov
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k jer so param etri: E =  Youngov modul, v =  Poisso- 
novo število, L in  G Lamejevi konstanti
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L = in G =
(1 +  v) (1 — 2 v) 2 (1 +  v)

Izrazi {o}, {g} in  {e*} pomenijo napetosti, deforma­
cije in term ične raztezke 
{o} =  {ail 022 033 П2 T23 Г31}
{ e }  =  { e u  S22 £33 2 y i 2  2 7 2 3  2 7 3 1 }

{0 } =  { o i l  022 033 T12 T23 T31} 

v obliki stolpnih m atrik.

1.2. Rotacijsko simetrični ravninski sistem
Če pri krožnih valjih  zanemarimo obodno in 

vzdolžno odvisnost, dobimo namesto enačb (5), (6) 
in  (8) poenostavljene izraze 

(I) Ravnotežje
O r ---- Офdör

dr
+  - 0 ( H )



(II) K inem atika (ravninsko deformacijsko stanje, 
fiz — const)

oziroma združeno

dit
Er — -----

d r (12)

U
Еф — —

r (13)

--- (r Еф) =  Er
d r (14)

(III) Konstitutivnost
or =  (L +  2 G) (sr — e £r )  +  L (еф — е1ф + ez — e *z)

(15)

Оф =  (L +  2 G) (£ф — ££ф) +  L (£r — eV +  £г — £ *г)
(16)

Ustrezni robni pogoji so za
— polni valj u (r =  0) =  0

in or (r — b) = ■—• pb (17)

— votli valj or (r = a) — — p a
in  or (r =  b) =  — pb (18)

k jer sta p a tlak na notranjem  plašču in p& tlak  na 
zunanjem  plašču valja.

1.3. Rotacijsko sim etrični prostorski prim er
Ustrezne enačbe rotacijskih teles se glasijo 

(I) Ravnotežje
dor drrj
dr dz

+
Or- * Оф

=  o (19)

Robni pogoji so podani neposredno s silami in/ali 
pomiki (v določeni smeri), k i jih pri metodi končnih 
elementov upoštevamo neposredno.

2. REŠITEV ENOIZMERNEGA PRIMERA
Rotacijsko sim etrični ravninski prim er (ravnin­

sko deformacijsko stanje) lahko razrešimo analitič­
no z združitvijo enačb (11) do (16), njihovo integra­
cijo in  z upoštevanjem  robnih pogojev (17) ozi­
rom a (18).

Z vstavitvijo enačb (15) in (16) v  enačbo (11) 
te r  z upoštevanjem  odvodov enačb (12) in (13), do­
bimo diferencialno' enačbo radialnih pomikov

d_
dr

( -  (r u ))  =
\r  d r /

dfiV ( L  
dr L 2 G

2 G е*Г — ; 
+  2 G  r

/dfi^p  ̂ d£^\ 
\ dr dr /

(26)

P ri izotropnih snoveh so term ični raztezki v vseh 
smereh enaki, tako da sledi poen ostavljena diferen­
cialna enačba radialnih pomikov

d /1 d , \ 1 +  v dT (r)
—- -  — (ru) = ------- a ----- —
dr \ r  dr /  1 — v dr (27)

Če torej poznamo tem peraturno porazdelitev T  (r) 
v  valju, lahko izračunamo poteke term ičnih nape­
tosti z integracijo enačbe (27), bodisi analitično ali 
num erično z elektronskim  digitalnim  računalnikom 
(npr. z uporabo Simpsonove formule).

dr rz ^  doz X'rz   Q
dr dz r

(II) K inem atika

Er =
du
dr

( 20)

(21)

u (III)

E ф ==
Г

dw

(III) K onstitutivnost

Or 'L +  2 G L L 0 '
Oz L L +  2 G L 0
Оф L L L +  2 G 0

_ ^rz _ 0 0 ° G

/ Er Y \
• Ez — a 1
1 Еф 1
\ _ 2 yrz ■_ 0 J

(22)

(23)

(24)

(25)

2.1. M ehanska obremenitev votlega valja

K adar je  tem peratura v  valju  konstantna, je  de­
sna stran  v  enačbi (27) nič in zato velja rešitev

u  (r) =  Ci r  +  C2/r  (28)

Specifične deformacije so potem
Sr =  Cl — c 2/r2 

ЕФ =  Cl +  c 2lr°-

m edtem  ko sta glavni napetosti v  гф ravnini 
or =  L  . 2 Ci +  2 G (Ci — Cg/r2) 
оФ— L . 2 Ci +  2 G (Ci +  C2/r2)

Z upoštevanjem  robnih pogojev (18) dobimo nape­
tostne poteke

Or (Г) = — Pa +  • b2 . (1 -  a2/r2) (29)
b2 — a2

Оф (r) =  — pa +  —— — • b2 . (1 +  a2/r2) (30)
b2 — a2

Posebne prim ere rešitve dobimo, če je  kateri od 
tlakov (notranji ali zunanji) nič.



2.2. Toplotna obremenitev votlega valja

Z znano tem peraturo T (r) dobimo rešitev 
enačbe (27)

u  (r)

T

\  v 1 Г
= -------a -  T (r) r  dr +  Ci r  +  Сг/г

1 — v r  J

Z robnim  pogojem (18) in vrednostm a pa =  0, 
pij =  0, dobimo »čiste« termične napetosti v votlem 
valju, katerim  po potrebi superponiramo mehanski 
rešitvi (29) in (30). Enačbe termičnih napetostnih po­
tekov so [1]

b r

O r  ( r )  = J L L l ( ! L i* r T(r)rdr - r
1 — v r2 \ b2 — a2 J J

' a  a

T (r) r d r  — I T (r) r  dr j  

(32)

a E 1 / r 2 +  a2 Г
оФ (r) = : --------T - | ^ ^ J T (r ) rd r1 — v r 2 Ib 2-

j+ \ T {r)rdr —  T (r) r2 (33)

medtem ko je vzdolžna napetost

Oz — v . (or +  Оф) — a E T (34)

Oz (r) - ^ r ( ^ j™ r- T(rj  (35)
Prim erna tem peraturna porazdelitev [2] je npr. pri 
obojestranskem hlajenju valja, ki tudi sam generira 
toploto Q v enoti prostornine V

T (r) =  T b +  (® V1 (b-’ — r2) +
4 2

(Q/V) . 1 ln (rib)Ta - T b +  (b* — a2) —Jb-Z
4 A J  ln (alb)

(36)

2.3. Toplotna obremenitev polnega valja

Z upoštevanjem robnih pogojev (17) in vred­
nostjo Pb =  0 dobimo »čiste« termične napetosti v 
polnem valju, katerih  poteki se glase [1]

*M-n£fcjTM,dr“?JTW'dr (37)
o

b

04> (r) : (r) r  dr +  — I T (r) r d r  —  T  (r) ]

0 г ( Г )  === ^ A _ ^ A J T ( r > r d r _ T ( r )  j  ( 3 9 )

Prim erna tem peraturna porazdelitev [2] v valju, 
ki sam generira toploto, je

T (r) =  Ta +  ——- (b2 — r2) mo)

Uporabimo lahko tudi natančnejše tem peraturne 
poteke, če je  npr. treba upoštevati tem peraturne 
odvisnost toplotne prevodnosti in/ali krajevno spre­
menljivost toplotnih virov [3].

3. REŠITEV DVOIZMERNEGA PRIMERA

Z uvedbo numeričnega postopka reševanja po 
metodi končnih elementov, k jer so pomiki v posa­
meznih elementih podani s pomiki vozhšč

u  =  2  N; «j (41)

dobimo kinematično1 zvezo med deformacijami in 
pomiki v elementih

М  =  В иј (42)

kjer je m atrika B trikotnih vrteninskih elementov 
s po trem i vozlišči

'dATi/dr 0 dN2/dr 0 dNs/dr 0
0 dNildz 0 dNildz 0 dNw'dz

Ni/r 0 Ni/r 0 Ni/r 0
dNildz dNt/dr dN2ldz dN2ldr dN2/dz dN^Idr

(43)

in je r  =  (n  +  гг +  гз)/3 radij težišča trikotnika.
Z upoštevanjem konstitutivne zveze med nape­

tostmi in deformacijami dobimo ravnotežno enačbo, 
ki vsebuje enačbi (25) in (42), v  posameznih končnih 
elementih

K e ue +  f t e  =  f e  (44)

s togostjo elementa

K e — 2 n  T$B* D B d r  dz = 2 л г  A CB* D B  (45) 

in termičnimi silami

f t e = _ 2  л r$B*D{£‘} dr dz =  — 2 л г А еВ * 0 {еГ)
(46)

kjer je A e površina prereza trikotnega elementa. 
Za skupek elementov dobimo potem enačbo

К и  +  Г = /  (47)

kjer s o K  =  2 Ж«, P  =  2 / fe in / =  2 / e 
ustrezne togosti in sile. Enačbo (47) zapišemo tudi 
v obliki

K u  =  r  (48)

kjer vektor r pomeni rezultante vseh sil v vozli­
ščih elementov. Za reševanje sistema enačb (48)



Sl. 1. Napetosti v dolgem valju  Sl. 2. Napetosti v dolgem valju (ter- 
(termična obremenitev) mična in zunanja obremenitev)

1 — SIGR
2 — SIG ®
3 — SIGZ

+  n a teg  
— tla k

E =  1.62847 . 104 5 M Pa 
v =  0,30
a =  0,6 . !()—5 K —1

z

Sl. 3. Napetosti v kratkem  
valju (termična obremenitev)

uporabim o razpoložljive num erične postopke, npr. 
iteracijo Gauss-Seidel (k — 0, 1 , . . .)

k + 1 k
u  =  u

r  r
+ co K

r r

r~ 1 k +1
r  -  S  K  u

dvoizmemi prim eri votlih in polnih valjev) gorivnih 
elem entov jedrskih reaktorjev. Opisani postopki pa 
so seveda veljavni za vse prim ere v  tehniki, kjerkoli 
imamo opravka s termičnimi napetostm i v  vrte­
ninah.

2  k  u
s = r  rs s (49)

kjer s o b ,  pomik vozlišča r, co pospešilni količnik
— 1

konvergence in K  podaj na m atrika vozlišča. Rob­

ne pogoje upoštevam o tako, da prilagodimo podaj no 
matriko' ustreznih vozlišč, k je r so robni pogoji pred­
pisani, npr. s  sm erjo gibanja.

Iz dobljenih pomikov potem izvrednotimo nape­
tosti v težiščih končnih elementov (saj smo vzeli 
najenostavnejše linearne elemente)

{o} =  D(B  iti— {£*}) (50)

T em peraturne porazdelitve T (r, z) m oram a po­
znati pred računanjem  term oelastičnega problema 
vrtenine. Izračunam o jih  z ustreznim i računalniški­
mi program i po m etodi končnih elementov [4],
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4. IZRAČUNANI ZGLEDI

V priloženih slikah 1, 2 in 3 je  zbranih nekaj 
napetostnih porazdelitev v vrteninah (enoizmerni in

A v to r je v  n as lo v : D ocen t dr. A ndro  A lu jev ič
O ddelek  za s tro jn ištv o  
V isoka te h n išk a  šo la  
U n iv erza  v  M arib o ru  
(znanstven i sodelavec In š titu ta  
J . S tefan , U niverza  v  L jub ljan i)


