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Reševanje stabilnosti sten z uporabo funkcij 
kompleksne spremenljivke

F R A N C  K O S E L

V  članku je  opisan računski postopek obravnavanja elastične stabilnosti sten  
z uporabo fu n kc ij kom pleksne sprem enljivke. Zasnovan postopek omogoča izračun 
kritične zunanje obrem enitve poljubnih enkrat oziroma dvakrat povezanih sten. 
Steno, omejeno z  eno oziroma dvem a sklenjenim a konturam a, lahko v kom pleksni 
ravnini konform no preslikam o na krog oziroma kolobar, k jer lahko preprosteje za­
dostim o vsem  predpisanim  robnim  pogojem.

1. UVOD
Stabilnostn i problem i enkra t povezanih sten 

preprostejših  geom etrijsk ih  oblik, to  je  sten  brez 
odprtin, so teoretično in eksperim entalno' že precej 
obdelani. V rednosti izbočitvenih koeficientov so 
zbrane v različnih priročnikih v  p rim ern i obliki za 
uporabo pri konstru iran ju  v praksi. Raziskave ela­
stične stabilnosti po ljubnih  enkra t in  dvak ra t po­
vezanih sten, obrem enjenih v splošnem  s poljub­
nim i zunanjim i obrem enitvam i, so usm erjene p red ­
vsem na  eksperim entalno področje.

A nalitično obravnavanje  teh  problem ov pomeni 
zahtevnejšo nalogo, zaradi določanja kom ponent 
tenzorja  ravninskega stan ja  napetosti v  steni, k i je  
osnovni podatek za zapis osnovne enačbe elastične 
stabilnosti stene.

R eševanje diferencialne enačbe in izpolnitev 
vseh zah tevanih  robnih  pogojev je  v splošnem 
tud i zelo' zahtevno. Določanje kom ponent tenzorja 
ravninskega stan ja  napetosti in reševanje stabil- 
nostnega problem a takšn ih  enk ra t in dvakra t po­
vezanih sten lahko analitično obravnavam o s kom ­
pleksno sprem enljivko z = x  +  i y, s katero  p re­
vedemo' stabilnostni problem  iz rea lne  ravn ine  od 
funkcij rea ln ih  sprem enljivk v  kompleksno' ravnino 
(z) k realn im  funkcijam  kom pleksne sprem enljivke. 
P rednost uporabe kom pleksne sprem enljivke je  v 
tem, da lahko' obm očje enk ra t in d v ak ra t povezane 
stene konform no preslikam o iz kom pleksne ravnine 
(z) na novo kompleksno' ravn ino  (f) v območje, ki 
ga om ejujeta ena oziroma dve krožnici. Izpolnitev 
robn ih  pogojev na krogu ozirom a centričnem  krož­
nem  kolobarju  pa je  mnogo preprostejša naloga. 
V tem  je  tud i vzrok, da  so doslej znane analitične 
rešitve sam o za centrični krožni kolobar in cen- 
tričn i eliptični kolobar.

Splošno1 rešitev  centričnega krožnega kolobarja 
p ri osnosim etričnem  načinu izbočenja je  podal
M. Škerlj [1] le ta  1967. Rešitev je  dana v obliki 
Besselovih funkcij za poljubno homogeno in ne­
hom ogeno ravninsko  stan je  napetosti v  steni, obre­
m enjeni s poljubnim a enakom ernim a norm alnim a

napetostm a na no tran ji in zunanji konturi kolo­
b a rja  pri poljubnih  robnih  pogojih. V le tu  1957 je
N. Yam aki [2] objavil splošno rešitev  stabilnosti 
centričnega krožnega kolobarja s homogenim sta­
njem  napetosti, k je r  je  upošteval tudi možnost ne- 
osnosim etričnega načina izbočitve stene v  cirku- 
la rn i sm eri v obliki, ki jo  določa funkcija cos ep n. 
Iz rezultatov je  razvidno, da se dejansko pojavlja 
m inim alna kritična zunanja obrem enitev tudi pri 
določenih razm erjih  rad ijev  in  pri nekaterih  kom ­
binacijah robnih  pogojev, ko' se stena izboči ne- 
osnosim etrično v  cirkularni smeri. Neosnosimetrič- 
no obliko- izbočenja centričnega krožnega kolobarja 
z nehomogenim stanjem  napetosti je  obravnaval
E. H. M ansfield [3] v letu  1960. Rešitev velja le za 
poseben prim er nehom ogenega stan ja  napetosti, ko 
je  razm erje med notran jo  in zunanjo obrem enitvijo 
enako kvad ra tu  razm erja radijev. V letu  1972 je 
B. P erto t [4] splošno rešil stabilnostni problem  cen­
tričnega krožnega kolobarja v  elasto-plastičnem  
območju, k je r  je upošteval tud i možnost neosnosi- 
m etričnega načina izbočenja. Problem  je  rešil z n u ­
merično' Ritzovo metodo. Rešitev centričnega elip­
tičnega kolobarja s homogenim stanjem  napetosti 
je  objavil v  le tu  1965 A. E. Evdokim ov [5]. Rešitev 
je  dana v M athievjevih funkcijah.

Iz zgornjega pregleda je  razvidno-, da stabil­
nostni problem  sten s končnim  dvakra t povezanim 
območjem še ni dosti raziskan, saj niso' znane 
splošne rešitve tud i za stene z geom etrijsko na j­
preprostejšim  območjem v  obliki centričnega krož­
nega kolobarja. P rav  zato daje uporaba kompleksne 
sprem enljivke osnovo in možnost za analitično re­
ševanje stabilnosti enkra t in dvakrat povezanih 
sten poljubne obrem enitve in robnih pogojev.

2. OBRAVNAVANJE ELASTIČNE STABILNOSTI 
V KOM PLEKSNI RAVNINI (z)

O snovna parcialna diferencialna enačba ela­
stične stabilnosti stene v realnem  prostorskem  ko­
ordinatnem  sistem u (1), dobljena iz raziskave rav ­
notežja sil na deform iranem  elem entarnem  parale-



lep ipedu  [6], se lahko  tra n sfo rm ira  v  prostorsk i 
k o o rd in a tn i sistem  s kom pleksno rav n in o  (2), se­
stav ljen o  iz rea ln e  in  im ag in a rn e  osi, te r  drugo 
realno- osjo Z, ki je  o rtogonalna na  kom pleksno 
ravnino-. O sredn ja  rav n in a  stene  leži v  kom pleksni 
rav n in i (2), tako* da je  p rem ik  w  o sredn je  rav n in e  
po izbočenju  v  sm eri rea ln e  osi Z in  je  zato- rea ln a  
fu n k c ija  kom pleksn ih  sp rem en ljivk  2 in  2, slika 1.
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Z uporabo  b inom skega s tav k a  tvorim o tud i v išje  
odvode po sp rem en ljiv k ah  x  in  y  te r  jih  nato  za­
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F u n k c ija  w  (z, z) pom eni realno  funkcijo  kom ­
p lek sn ih  sp rem en ljiv k  z in  z, k i je  p ri določenem  
ravno težnem  s ta n ju  enolična fu n k c ija  v defin icij­
skem  obm očju  S, om ejenem  s k o n tu ram a  stene  L\ 
in  La (slika 1), in  m ora  b iti vsaj š tir ik ra t zvezno 
odvedljiva.

K om pleksni sestav  kom ponen t tenzo rja  ra v n in ­
skega s ta n ja  n ape tosti in  vso to  obeh n o rm aln ih  
napetosti, k i se p o jav lja ta  ob parc ia ln ih  odvodih 
v  enačbi (3), lah k o  izražam o z dvem a analitičn im a 
fun k c ijam a [7] cp\ (z) in  t/d (z) v  kom pleksni ra v ­
n in i (z).

ax +  oy =  2 П  (z) +  <Pi (2)

"b 2 i txy — 2 z cp{' (z) +  %pi (z) (4)

Iz tega  zapisa je  razvidno, da SO' tud i koeficienti 
ob parc ia ln ih  odvodih v  osnovni enačbi (3) funkcije 
kom pleksne sprem enljivke z.

P odobno lahko' transfo rm iram o  v  kom pleksno 
ravn ino  (z) tud i vse tr i  robne problem e.

P ri p rvem  robnem  problem u im am o na  robu 
p redp isane  upo-gibne in to rz ijske  m om ente te r  
p rečne sile.
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p redp isan  prem ik  osredn je  rav n in e  stene v sm eri 
rea ln e  osi Z in  naklon  te  rav n in e  v  sm eri norm ale 
n  in  loka s.

w  (t, t) u  (s)k

2 ~ ~  e~ia =  g3 (s)* +  i g4 (s)/, (6)
d t

P ri tre tje m  robnem  problem u so- na  določenih 
odsekih roba  p redp isan i m om enti in  prečne  sile 
(enačba 5), na p reosta lih  odsekih  pa sta  predpisana 
p rem ik  in  naklon osrednje  ravnine (enačba 6).

P ri tem  pom enijo:
D — upogibno togost stene
h — debelino stene
q —  prečno  obrem enitev
t , t  —  kom pleksni sprem enljivk i na robu

stene, t , t e  L
u (s) — prem ik  stene  n a  robu  L v  sm eri osi Z
9:i (s), 04 (s) — naklon  osrednje rav n in e  stene

3. KONFORM NA UPODOBITEV
Izpolnitev  robn ih  pogojev pri steni, om ejeni s 

po ljubno  krivuljo', je  v  kom pleksni ravn in i (z) zelo 
zahtevna, če je  sploh mogoča.

Da bi lahko  p rep roste je  izpolnili dane pogoje, 
preslikamo- obm očje stene  S v  ravn in i (2) konfor- 
mno' in o b ra tno  enolično- s preslikovno funkcijo- (7) 
v  obm očje Z  nove kom pleksne rav n in e  (£j. Ob­
m očje Z  je  om ejeno z eno ozirom a z dvem a cen- 
tričn im a krožnicam a, slika 2.
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Konformno' upodobitev območja in obravnava­
n je  stabilnostnega problem a v novem  območju om e­
jenem  s krožnicam a izvedemo z diferencialnim a 
operatorjem a
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Če označimo realno1 funkcijo  prem ika v ravnini 
(z) z indeksom  ena, w i (z, z) in  isto  v ravnini (?) 
z w  (?, 0 . potem  pa se z uporabo diferencialnih ope­
ra to rjev  (8) izrazi osnovna enačba elastične stab il­
nosti (3) v  novi kom pleksni ravnin i (?) na  naslednji 
način [8]:
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Zgornja enačba elastične stabilnosti stene (9) 
v kom pleksni ravnin i (?) je  parcialna diferencialna 
enačba četrtega reda z nekonstantnim i koeficienti, 
ki so funkcije kom pleksnih sprem enljivk ? in ?. Ti

koeficienti ob parcialn ih  odvodih so odvisni od 
obrem enitve stene in njene oblike, zaradi tega je 
oblika diferencialne enačbe elastične stabilnosti za 
vsak posamezen prim er oblike in obrem enitve stene 
različna. N jeno reševanje pa je  zelo zahtevno1. Re­
šitev w  (?, ?) pomeni obliko deform irane osrednje 
ravnine stene in lahko z n jo  izpolnimo vse pred­
pisane robne pogoje. Tako dobimo1 homogen sistem 
enačb, ki ima netrivialno rešitev pri pogoju, da je 
determ inanta koeficientov ob neznanih splošnih 
konstan tah  enaka nič. Iz algebraične enačbe za 
lastno vrednost homogenega sistema, ki izhaja iz 
pogojne determ inante, izračunam o kritično zunanjo 
obrem enitev. Velikosti deform acije osrednje rav ­
n ine stene pa zaradi uporabljene teorije  m ajhnih 
deformacij pri izpeljavi diferencialne enačbe sta­
bilnosti stene (1) ne m orem o določiti.

Če označimo1 točke na konturi obm očja 2  v novi 
kom pleksni ravnini (?) z o &yu, k =  1,2 oziroma v 
polarnih  koordinatah  a =  o * .e l!>, k  =  1,2, potem 
im ajo enačbe robnih problem ov v tej ravnini na­
slednjo1 obliko.

Enačbe prvega robnega problem a
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Drugi robni problem
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4. S K L E P

V p rak si s trem im o  p ri k o n s tru ira n ju  k  čim  laž­
jim  izvedbam  k o n stru k c ijsk ih  elem entov. Sem  p ri­
števam o  tu d i ten k o sten sk e  elem ente, k i so vg ra jen i 
v k o n stru k c ijo  in  p ren aša jo  del celo tne obrem e­
nitve. V  ta k šn ih  tenkosten sk ih  elem entih  se po­
ja v lja  nestabilno ' s ta n je  p r i m an jši obrem enitv i, 
k a k o r pa  je  p o treb n a  za po ru šitev  m ateria la , zato' 
jih  n e  d im enzioniram o' n a  trd nost, tem več iščemo 
n a jm a n jše  k r itič n e  obrem enitve, k je r  p rid e  do' ne­
stab ilnega  s ta n ja  v  steni.

K a d a r im ajo1 stene po ljubnejšo  e n k ra t ozirom a 
d v a k ra t povezano kon tu ro , je  določanje k ritičn ih  
zu n an jih  ob rem en itev  v  rea ln i rav n in i z rea ln im a 
sp rem en ljiv k am a  po' an a litičn i poti, k ak o r tu d i 
eksperim en ta lno , zelo težko  izvedljivo'. V tak šn ih  
p rim e rih  lahko' določam o1 p reslikovno  funkcijo , ki 
k on fo rm no  in  o b ra tn o  enolično' p reslik a  obm očje 
s ten e  n a  k ro g  ozirom a cen tričn i krožni ko lobar na 
zgoraj opisani način , k je r  po tem  analitično- rešim o 
stab ilnostn i problem .

V posebnih  p rim erih  ravn inskega  s tan ja  n ap e­
to sti v  s ten i je  lahko  d iferencialna  enačba e lastične 
stab iln o sti v  kom pleksn i rav n in i (z) p rep ro ste jša  in 
laže rešljiva . R ešitev  ta k šn e  d iferencialne  enačbe
(3) n a to  tran sfo rm iram o  v  kom pleksno  rav n in o  (C) 
in  v  te j ra v n in i rešu jem o  rob n i problem . Takšen 
p rim e r je  o b rav n av an  v  delu  [6],

V p rim eru , k a d a r je  d iferencialna enačba ela­
stičn e  stab iln o sti (9) v  p reslik an i kom pleksni ra v ­
n in i zah tevnejša , lahko  p ri n ad a ljn jem  reševan ju  
uporabljam o- p rim e m o  num erično  m etodo, s ka tero  
ob u p o rab i e lek tronskega raču n a ln ik a  zelo- avto­
m atiz iram o  in  poenostavim o' določanje k ritičn e  zu­
n a n je  obrem enitve.

Na opisan način, z uporabo num erične dife- 
renčne m etode v  po larn ih  koord inatah , je  bil v delu 
[8] rešen  stab ilnostn i problem  ekscentričnega krož­
nega kolobarja, iz  k a terega  je  razvidno, da dife- 
renčna m etoda zelo dobro  rešu je  obravnavani sta ­
b ilnostn i problem . To delo- bo1 objavljeno v enem 
od nasledn jih  člankov.
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Kje smo in kje je svet pri uporabi računalnikov v strojništu
V juliju 1974 je bila v Szegedu mednarodna konfe­

renca »COMP-CONTROL 74« o uporabi elektronskih 
računalnikov v krmiljenju strojnih obratov. Konferen­
ce se je udeležilo okrog 200 strokovnjakov. V šestih 
dneh dela konference je poročalo 111 referentov iz 16 
držav.

Delo konference je bilo razdeljeno na 4 sekcije. 
Prva sekcija je obravnavala teorijo krmiljenja in me­
tode dela. Razdeljena je bila v tri tematske skupine. 
V prvi skupini so obravnavali probleme integriranih 
vezij, v  drugi probleme teorije odločitev pri integri­
ranih vezjih in v tretji teorijo vodenja podjetij. V dru­
gi sekciji, ki je bila zopet razdeljena na tri tematske 
skupine, so obravnavali sisteme integriranega krmilje­
nja, med njimi posebej strukturo integriranega siste­
ma, kreiranje integriranega informacijskega krmilnega 
sistema ter teoretična vprašanja projektiranja integri­

ranih sistemov. Tretja sekcija je bila posvečena sistem­
ski programski opremi (software) za uporabnika s 
posebnimi poglavji za banke podatkov in sisteme za 
uporabnike. Četrta sekcija je obravnavala izgradnjo 
krmiljenega sistema z računalnikom, s tematskimi 
skupinami, ki so obravnavale aparaturno opremo 
(hardware) krmilnih sistemov in uporabne možnosti 
programske opreme.

Glede na res velik obseg dejavnosti je težko opiso­
vati podrobnosti dela posameznih sekcij in tem. Iz 
naslovov pa vendar lahko razberemo, kje je bilo te­
žišče dela.

Vsem, ki se ukvarjajo s to problematiko v naši 
industriji, bi priporočali, da si ogledajo zadevno litera­
turo.

Franc Roethel


