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V élanku je opisan racunski postopek obravnavanja elastiéne stabilnosti sten
z uporabo funkcij kompleksne spremenljivke. Zasnovan postopek omogoéa izradun
kritiéne zunanje obremenitve poljubnih enkrat oziroma dvakrat povezanih sten.
Steno, omejeno z eno oziroma dvema sklenjenima konturama, lahko v kompleksni
ravnini konformno preslikamo na krog oziroma kolobar, kjer lahko preprosteje za-

napetostma na notranji in zunanji konturi kolo-
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dostimo vsem predpisanim robnim pogojem.
1. UVOD
Stabilnostni problemi enkrat povezanih sten

preprostejSih geometrijskih oblik, to je sten brez
odprtin, so teoreti¢no in eksperimentalno Ze precej
obdelani. Vrednosti izboé¢itvenih koeficientov so
zbrane v razli¢nih priroénikih v primerni obliki za
uporabo pri konstruiranju v praksi. Raziskave ela-
stiéne stabilnosti poljubnih enkrat in dvakrat po-
vezanih sten, obremenjenih v splofnem s poljub-
nimi zunanjimi obremenitvami, so usmerjene pred-
vsem na eksperimentalno podroéje.

Analitiéno obravnavanje teh problemov pomeni
zahtevnejSo nalogo, zaradi dolo¢anja komponent
tenzorja ravninskega stanja napetosti v steni, ki je
osnovni podatek za zapis osnovne enatbe elasti¢ne
stabilnosti stene.

ReSevanje diferencialne enac¢be in izpolnitev
vseh zahtevanih robnih pogojev je v splo$nem
tudi zelo zahtevno. Dolotanje komponent tenzorja
ravninskega stanja napetosti in reSevanje stabil-
nostnega problema taks$nih enkrat in dvakrat po-
vezanih sten lahko analitiéno obravnavamo s kom-
pleksno spremenljivko z = x + iy, s katero pre-
vedemo stabilnostni problem iz realne ravnine od
funkeij realnih spremenljivk v kompleksno ravnino
(2) k realnim funkcijam kompleksne spremenljivke.
Prednost uporabe kompleksne spremenljivke je v
tem, da lahko obmo¢je enkrat in dvakrat povezane
stene konformno preslikamo iz kompleksne ravnine
(2) na novo kompleksno ravnino () v obmoé&je, ki
ga omejujeta ena oziroma dve kroznici. Izpolnitev
robnih pogojev na krogu oziroma centri¢nem kroZ-
nem kolobarju pa je mnogo preprostejSa naloga.
V tem je tudi vzrok, da so doslej znane analiti¢ne
re§itve samo za centri¢ni krozni kolobar in cen-
tri¢ni eliptiéni kolobar.

Splogno reitev centritnega kroznega kolobarja
pri osnosimetriénem naéinu izbofenja je podal
M. Skerlj [1] leta 1967. Refitev je dana v obliki
Besselovih funkcij za poljubno homogeno in ne-
homogeno ravninsko stanje napetosti v steni, obre-
menjeni s poljubnima enakomernima normalnima

barja pri poljubnih robnih pogojih. V letu 1957 je
N. Yamaki [2] objavil sploino reSitev stabilnosti
centri¢nega kroznega kolobarja s homogenim sta-
njem napetosti, kjer je uposteval tudi mozZnost ne-
osnosimetriénega nadéina izboéitve stene v cirku-
larni smeri v obliki, ki jo dolo¢a funkcija cos ¢ n.
1z rezultatov je razvidno, da se dejansko pojavlja
minimalna kritiéna zunanja obremenitev tudi pri
dolo¢enih razmerjih radijev in pri nekaterih kom-
binacijah robnih pogojev, ko se stena izbo¢i ne-
osnosimetriéno v cirkularni smeri. Neosnosimetrié-
no obliko izbotenja centri¢nega kroznega kolobarja
z nehomogenim stanjem napetosti je obravnaval
E. H. Mansfield [3] v letu 1960. ReSitev velja le za
poseben primer nehomogenega stanja napetosti, ko
je razmerje med notranjo in zunanjo obremenitvijo
enako kvadratu razmerja radijev. V letu 1972 je
B. Pertot [4] splodno reil stabilnostni problem cen-
tricnega kroZnega kolobarja v elasto-plasti¢cnem
obmoéju, kjer je uposteval tudi moZnost neosnosi-
metri¢nega naéina izboéenja. Problem je resil z nu-
meri¢no Ritzovo metodo. ReSitev centriénega elip-
titnega kolobarja s homogenim stanjem napetosti
je objavil v letu 1965 A. E, Evdokimov [5]. ReSitev
je dana v Mathievjevih funkcijah.

Iz zgornjega pregleda je razvidno, da stabil-
nostni problem sten s konénim dvakrat povezanim
obmoéjem &Se ni dosti raziskan, saj niso znane
splogne refitve tudi za stene z geometrijsko naj-
preprostej$im obmoéjem v obliki centri¢nega kroz-
nega kolobarja. Prav zato daje uporaba kompleksne
spremenljivke osnovo in moZnost za analiti¢no re-
gevanje stabilnosti enkrat in dvakrat povezanih
sten poljubne obremenitve in robnih pogojev.

2. OBRAVNAVANJE ELASTICNE STABILNOSTI
V KOMPLEKSNI RAVNINI (2)

Osnovna parcialna diferencialna enatba ela-
stiéne stabilnosti stene v realnem prostorskem ko-
ordinatnem sistemu (1), dobljena iz raziskave rav-
notezja sil na deformiranem elementarnem parale-



lepipedu [6], se lahko transformira v prostorski
koordinatni sistem s kompleksno ravnino (z), se-
stavljeno iz realne in imaginarne osi, ter drugo
realno osjo Z, ki je ortogonalna na kompleksno
ravnino. Osrednja ravnina stene leZi v kompleksni
ravnini (z), tako da je premik w osrednje ravnine
po izbo€enju v smeri realne osi Z in je zato realna
funkecija kompleksnih spremenljivk z in z, slika 1.
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Transformacijo iz realne v kompleksno ravnino
(2) izpeljemo s pomoé¢jo diferencialnih operatorjev
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Z uporabo binomskega stavka tvorimo tudi vi§je
odvode po spremenljivkah x in y ter jih nato za-
menjamo v osnovni enacbi elastiéne stabilnosti (1),
ki tako dobi obliko
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Funkcija w (2,2z) pomeni realno funkcijo kom-
pleksnih spremenljivk z in z, ki je pri dolotenem
ravnoteznem stanju enoliéna funkcija v definicij-
skem obmoé&ju S, omejenem s konturama stene L,
in Lg (slika 1), in mora biti vsaj Stirikrat zvezno
odvedljiva.

Kompleksni sestav komponent tenzorja ravnin-
skega stanja napetosti in vsoto obeh normalnih
napetosti, ki se pojavljata ob parcialnih odvodih
v enatbi (3), lahko izrazamo z dvema analiti¢nima
funkcijama [7] ¢1(2) in wi(z) v kompleksni rav-
nini (2).
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Iz tega zapisa je razvidno, da so tudi koeficienti
ob parcialnih odvodih v osnovni enatbi (3) funkcije
kompleksne spremenljivke z.

Pedobno lahko transformiramo v kompleksno
ravnino (z) tudi vse tri robne probleme.

Pri prvem robnem problemu imamo na robu
predpisane upogibne in torzijske momente ter
precne sile.
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Pri drugem robnem problemu imamo na robu
predpisan premik osrednje ravnine stene v smeri
realne osi Z in naklon te ravnine v smeri normale

n in loka s.
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Pri tretjem robnem problemu so na dologenih
odsekih roba predpisani meomenti in pre¢ne sile
(ena¢ba 5), na preostalih odsekih pa sta predpisana
premik in naklon osrednje ravnine (enatba 6).
Pri tem pomenijo:

D — upogibno togost stene

h — debelino stene

q — preéno obremenitev

t. — kompleksni spremenljivki na robu
stene, t,Ee L

u (s) — premik stene na robu L v smeri osi Z

gs (8), g4 (s) — naklon osrednje ravnine stene

3. KONFORMNA UPODOBITEV

Izpolnitev robnih pogojev pri steni, omejeni s
poljubno krivuljo, je v kompleksni ravnini (2) zelo
zahtevna, ¢e je sploh mogoca.

Da bi lahko preprosteje izpelnili dane pogoje,
preslikamo obmoéje stene S v ravnini (z) konfor-
mno in obratno enoliéno s preslikcvno funkcijo (7)
v obmoé¢je X nove kompleksne ravnine (£). Ob-
moéje = je omejeno z eno oziroma z dvema cen-
triénima kroZnicama, slika 2.
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Konformno upedobitev obmoéja in obravnava-
nje stabilnostnega problema v novem obmoé&ju ome-
jenem s kroZnicama izvedemo z diferencialnima
operatorjema
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Ce oznatimo realno funkecijo premika v ravnini
(z) z indeksom ena, wi (z,2) in isto v ravnini ()
zw (£, £), potem pa se z uporabo diferencialnih ope-
ratorjev (8) izrazi osnovna enatba elasti¢ne stabil-
nosti (3) v novi kompleksni ravnini (£) na naslednji
nacin [8]:
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Pri tem pomenijo:
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Zgornja enatba elastitne stabilnosti stene (9)
v kompleksni ravnini (£) je parcialna diferencialna
enatba Cetrtega reda z nekonstantnimi koeficienti,
ki so funkcije kompleksnih spremenljivk £ in . Ti

Slika 2

koeficienti ob parcialnih odvodih so odvisni od
cbremenitve stene in njene oblike, zaradi tega je
oblika diferencialne enaébe elasti¢ne stabilnosti za
vsak posamezen primer oblike in obremenitve stene
razliéna. Njeno refevanje pa je zelo zahtevno. Re-
gitev w (£, {) pomeni obliko deformirane osrednje
ravnine stene in lahko z njo izpolnimo vse pred-
pisane rcbne pogcje. Tako dobimo homogen sistem
enac¢b, ki ima netrivialno reditev pri pogoju, da je
determinanta koeficientov ob neznanih splosnih
konstantah enaka nié. Iz algebraiéne enatbe za
lastno vrednost homogenega sistema, ki izhaja iz
pogojne determinante, izraéunamo kritiéno zunanjo
obremenitev. Velikosti deformacije osrednje rav-
nine stene pa zaradi upcrabljene teorije majhnih
deformacij pri izpeljavi diferencialne enaébe sta-
bilnosti stene (1) ne moremo dolo¢iti.

Ce oznaéimo to¢ke na konturi obmoé¢ja 2 v novi
kompleksni ravnini ({) z ¢ €y, k= 1,2 oziroma Vv
polarnih koordinatah o = o;.e!?, k = 1,2, potem
imajo enatbe robnih problemov v tej ravnini na-
slednjo obliko.

Enatbe prvega robnega problema
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4. SKLEP

V praksi stremimo pri konstruiranju k &m laz-
jim izvedbam konstrukeijskih elementov, Sem pri-
Stevamo tudi tenkostenske elemente, ki so vgrajeni
v konstrukcijo in prenaajo del celotne obreme-
nitve. V taksnih tenkostenskih elementih se po-
javlja nestabilno stanje pri manjsi obremenitvi,
kakor pa je potrebna za poruSitev materiala, zato
jih ne dimenzioniramo na trdnost, temveé¢ i§¢emo
najmanjSe kritiéne obremenitve, kjer pride do ne-
stabilnega stanja v steni.

Kadar imajo stene poljubnej$o enkrat oziroma
dvakrat povezano konturo, je dolo¢anje kritiénih
zunanjih obremenitev v realni ravnini z realnima
spremenljivkama po analitiéni poti, kakor tudi
eksperimentalno, zelo tezko izvedljivo. V tak3nih
primerih lahko doloéamo preslikovno funkeijo, ki
konformno in obratno enoliéno preslika obmoéje
stene na krog oziroma centrié¢ni krozni kolobar na
zgoraj opisani nac¢in, kjer potem analitiéno re§imo
stabilnostni problem.

V posebnih primerih ravninskega stanja nape-
tosti v steni je lahko diferencialna enaéba elastiéne
stabilnosti v kompleksni ravnini (2) preprostej$a in
laze reSljiva. ReSitev taks$ne diferencialne enaébe
(3) nato transformiramo v kompleksno ravnino ({)
in v tej ravnini reSujemo robni problem. TaksSen
primer je obravnavan v delu [6].

V primeru, kadar je diferencialna enacba ela-
sti¢ne stabilnosti (9) v preslikani kompleksni rav-
nini zahtevnej$a, lahko pri nadaljnjem reSevanju
uporabljamo primerno numeriéno metodo, s katero
ob uporabi elektronskega raéunalnika zelo avto-
matiziramo in poenostavimo doloéanje kritiéne zu-
nanje obremenitve.
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Na opisan naéin, z uporabo numerié¢ne dife-
rentne metode v polarnih koordinatah, je bil v delu
[8] reSen stabilnostni problem ekscentri¢nega kroz-
nega kolobarja, iz katerega je razvidno, da dife-
renéna metoda zelo dobro refuje obravnavani sta-
bilnostni problem. To delo bo objavljeno v enem
od naslednjih &lankov,
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Kje smo in kje je svet pri uporabi racunalnikov v strojnistu

V juliju 1974 je bila v Szegedu mednarodna konfe-
renca »COMP-CONTROL 74« o uporabi elektronskih
radunalnikov v krmiljenju strojnih obratov. Konferen-
ce se je udelezilo okrog 200 strokovnjakov. V Sestih
dneh dela konference je poroé¢alo 111 referentov iz 16
drzav,

Delo konference je bilo razdeljeno na 4 sekcije.
Prva sekcija je obravnavala teorijo krmiljenja in me-
tode dela. Razdeljena je bila v tri tematske skupine.
V prvi skupini so obravnavali probleme integriranih
vezij, v drugi probleme teorije odloCitev pri integri-
ranih vezjih in v tretji teorijo vodenja podjetij. V dru-
gi sekeciji, ki je bila zopet razdeljena na tri tematske
skupine, so obravnavali sisteme integriranega krmilje-
nja, med njimi posebej strukturo integriranega siste-
ma, kreiranje integriranega informacijskega krmilnega
sistema ter teoreti¢na vprasanja projektiranja integri-

ranih sistemov. Tretja sekcija je bila posveéena sistem-
ski programski opremi (software) za uporabnika s
posebnimi poglaviji za banke podatkov in sisteme za
uporabnike. Cetrta sekcija je obravnavala izgradnjo
krmiljenega sistema z ratunalnikom, s tematskimi
skupinami, ki so obravnavale aparaturno opremo
(hardware) krmilnih sistemov in uporabne moZnosti
programske opreme.

Glede na res velik obseg dejavnosti je teZko opiso-
vati podrobnosti dela posameznih sekecij in tem. Iz
naslovov pa vendar lahko razberemo, kje je bilo te-
ziste dela.

Vsem, ki se ukvarjajo s to problematiko v nasi
industriji, bi priporoé¢ali, da si ogledajo zadevno litera-

turo.
Franc Roethel



