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Izračun odlepljanja toka v rotirajočem lopatičnem kanalu 
turbinskega stroja z uporabo Hamiltonovega principa*

J O A C H I M  R A A B E

V  stacionarnem  rela tivnem  toku  idealnega, nestisljivega fluida uporabljamo Ha­
m iltonov princip najm anjše akcije za določitev naravne širine osno simetričnega 
toka v vrtečem  se kanalu rotorja turbinskega stroja pri poljubnih obratovalnih raz­
merah. Izpeljan je  izraz za m inim alno število lopat, potrebnih za preprečitev odlep­
ljanja toka flu ida  zaradi vztra jnosti v rotorskem  kanalu. Z num eričnim i prim eri je 
osvetljena uporabnost te form ule.

1.0 Uvod
Po- H am iltonovem  principu  poteka g ibanje m as­

ne točke v  m irujočem  ali v  enakom erno prem o­
črtno- gibajočem  se koordinatnem  sistem u tako-, 
da im a H am iltonova akcija  W v  času ti <  t  <  tg 
ekstremno- vrednost

2̂
W =  J u d t  (1)

tl
V ariacija  akcije je  torej enaka nič

(5W =  0 (2)

Lagrangeva funkcija  L je  razlika kinetične ener­
gije  točke z m aso m , k i se g ib lje  s hitrostjo- c

(3)

in potenciala Ф zunanjih  konservativnih  sil, k i vpli­
vajo  nan jo

L =  T — Ф (4)

K jer je  abso-lutna h itro st c odvisna samo od 
lege v  prostoru, c — c (x), izražam o H am iltonovo 
akcijo- po t iru  med točkam a P  in P  (x2) takole

x„

xl
S tem  obravnavamo- tud i stacionarne tokove. Za 

množico m asnih  točk dobi akcija obliko-

W** =  2  W (6)
m

Idealni flu id  s konstantno- gostoto g obravnava­
mo- kot kontinuum  in Ham iltonovo akcijo pišemo- v 
obliki

— fiim-n d V d* ( 7)

* Č lanek  izh a ja  iz p red av an ja , k i ga je  im el av to r poleti 
le ta  1973 — n a  povabilo  T itovih  zavodov, L itostro j in  T urbo-
in š titu ta  v L ju b ljan i — n a  F ak u lte ti za stro jn ištv o  U niverze 
v L ju b ljan i

V idealnem  nestisljivem  fluidu dobimo- zunanjo 
silo na elem ent d m  iz porazdelitve tlakov

Omejimo se na opazovanje stacionarnega toka 
idealnega fluida, k je r je  tlak  p  odvisen le  od k ra ­
jevnih  koordinat; argum ent gradienta na desni 
stran i enačbe pomeni formalno- potencialni del d Ф 
konservativne sile, ki deluje na m asni element. 
Zanemarimo- običajno konservativno silo — težo, 
pa dobimo z upoštevanjem

d F„ = — grad (d Ф) (8 b)

in izenačenjem  argum entov gradientov iz o-beh zad­
n jih  enačb za diferencialni kvocient v enačbi (7) še 
obliko

d Ф P
—  = —  O)d m  g

M. Strscheletzky je  pokazal, kako se da s temi 
prijem i obravnavati jedro  m rtve vode tokov s cir­
kulacijo v  votlinah, nastalih  zaradi ro tacije  [1, 2].

Princip ekstrem ne akcije porabimo- za določitev 
odlepljanja toka zaradi vztrajnosti v  rotirajočem  
kanalu  med lo-patami ro to rja  turb inskega stro-ja. Za 
osno- sim etričen tok  v diagonalnem  ro to rju  z znano 
geom etrijo in  podanim  hitrostn im  trikotnikom  (re­
žimom obratovanja) -izračunajmo tisto- število lopat, 
ki p ri stacionarnem  p re takan ju  še zagotavlja prile­
ganje zdravega toka na stene lo-patičnega kanala. 
V naslednjem  poglavju izpeljim o izraz za Ham il­
tonovo akcijo- relativnega toka idealnega nestislji­
vega fluida, ki ro tira  s konstantno kotno h itrostjo
O).

2.0 Hamiltonova funkcija v stacionarnem 
relativnem toku idealnega nestisljivega fluida, 

ki rotira s konstantno kotno hitrostjo a>

2.01. Teoretične osnove
Suponiramo-: konstantno- gostoto g in staciona­

ren relativni tok idealnega in nestisljivega fluida 
ter konstantno- kotno hitrost ш rotirajočega siste­
ma.



V H am iltonovi akciji se po jav lja  k inetična ener­
gija , ki dobi z relativno ' h itro stjo  w  obliko

T  = -  m w 2 
2 (1 0 )

Namesto- po tencia la  Ф k o n serva tivne  zunan je  
sile  n a  m asno točko m , se  pojavi funkcija

F  = — m w ( c o x r ) —  (с о х г )2 + Ф  
2 ( H )

Sl. 1. R ela tivn i to k  obravnavam o v  cilindrskih  ko­
ordinatah z  ve k to rsk im i enotam i i°, j° ,  k°

A — z co rotirajoča osna ravnina

V ro tira jočem  desnem  o-rtogonalnem koord ina t­
nem  sistem u  (x, r, cp*) po slik i 1, z vek to rsk im i eno-

člene fu n k c ije  F

co =  oj i°

v  sm ereh  osi, izrazimo-
r

posam ezne

(12) r = r j ° (13)
co X  r =  co r  k° (14)

x i°  + r j °  +  r  cp* k° (15)
S piko' n ad  x , r  in  ep* označimo- substancialno 

o d v a jan je  po  času. Z enačbam i od (10) do- (15) se­
stavimo- Lagrangevo- funkcijo- re la tiv n eg a  toka

L =  T  — lF  =  -  m (x2 +  r 2 +  r 2 ep*2) +
2

+  m  co r 2 cp* +  -  m  a)2 r2 —  Ф 
2

(16)

M inim alna akcija  po- H am iltonovem  principu  
zah teva

<5 W JL d  t =  0 (17)

Ta enačba je  po- p rav ilih  variacijskega raču n a  [3] 
iden tična  z nasledn jim i trem i E u ler-L agrangevim i 
d iferencialn im i enačbam i

d L d / d L \  n
d X d t (18,1)

d L d i(d L \  n
d r d t  \̂ d 'r )  ~ (18,2)

d L d /C
0 (18,3)d <p* d t \d cp*)

T otalne d iferenciale  po času je  treb a  razum eti 
ko-t substancia lne  o-dvode. Tako- k ak o r p ri absolut­
nem  toku, so- tu d i tu  zgornje d iferencialne enačbe 
iden tične  z enačbam i g iban ja  opazovanega sistema. 
To pokažimo- v  podrobnostih  za relativno- g iban je  v 
ravn in i r, cp*, k i se v rti s konstantno- kotno h itro st­
jo  (O.

K om ponenta v  sm eri r  je

d L  d [ 0 L \  •
— I — г I =  m r  cp*2 +  2 m  o) r  m* +  
t \ d r j

d Ф
77 - 0 <19>

d r  d;

+  m  co2 r  — m  r -

Z obodno- kom ponento re la tiv n e  h itrosti

w H =  r  <p* (20)

z rad ialno  kom ponento substancialnega pospeška 

d Wr
d t

( 2 1 )

in  s kom ponento  konservativne sile v  rad ia ln i sm eri

„  дФF , = ---------
d r

( 22)

dobim o iz enačbe (19) rad ia ln i del enačbe g ibanja  
v  re la tivnem  sistem u s cilindrskim i koordinatam i

diftr
m ---- - +  2 m  ca iftu +  m  oj2 r  — m

r  d t

V obodni sm eri dobimo izraz

d L  d /  d L  \  д Ф

0

(23)

m\d  cp* Jd cp* d t \d  cp*! d cp*

— 2 m r  r  cp* — m r 2 cp* — 2 m  to r  r =  0 (24)

ki ga prepišemo- v obliko-

H
• 2 m a) r  r  =  0 

(25)

0Ф  ■ • d . •*----------- m r  r cp* — m r  —  (r cp*
d cp* d t

Z radialno- komponento- re la tivne  h itro sti

w,- = r (26)



in z obodno h itro stjo  w„ v  sm eri kotne h itrosti m 
(po sliki 1 in  enačbi (20)) te r s konservativno silo 
v obodni sm eri

1 дФ
(27)

d W* = d V (w 2 + oj r w n) d t =  0 (35)

r d qp~

t, V

V stacionarnem  toku zam enjam o časovni dife-

dobimo iz enačbe (25) obodno kom ponento enačbe 
g ibanja v  relativnem  sistem u s cilindričnim i koor­
dinatam i

w r w a d w r
—• m -------------2 m  m w r ■— m  -------+  Fr, — 0

r  d t
(28)

Preskočili smo' z absolutnim  gibanjem  identično 
kom ponento x  Euler-L agrangeve enačbe, pokazati 
pa se da p rav  tako» njeno- soglasje z enačbo gibanja 
v aksialni smeri.

Ponovno1 poudarim o1: variacija  Ham iltonove ak ­
cije je  identična z enačbam i g ibanja  opazovanega 
sistema. Ekstrem  akcije  po enačbi (16) pa kaže še 
sm otrnost celotnega gibanja, k ar iz sam ih enačb 
gibanja ni razvidno.

Potencial d Ф, k i p ripada  masi d m  idealnega 
nestisljivega flu ida v stacionarnem  relativnem  to­
ku, izrazim o1 po enačbi (9) z gostoto1 in  tlakom. 
Uvedem o še relativno' h itrost

rencial dt z elementom, relativne tekovnice ds
d s

d t = (36)
w

V variaciji akcije Ö W* zam enjam o časa ti in  tž 
z ustreznim a lokoma si in s-2 na relativni tokovnici 
delca:

s.
d s \

d W *EE б Ш И ir ds +  w r  ivu —  j = 0  
w !

Si V
(37)

w 2 =  х г +  r 2 +  r 2 ep*2 

in napišem o Lagrangevo funkcijo

(29)

d L =  d m  Z1 ir2 + oj r w n + -  oj2 r2 — — ) (30)
\2  2 Q /

K er je  fluid kontinuum  z gostoto1 q, je

d m  =  q d V (31)

in variacija  akcije  (delimo jo1 poprej s konstantno 
gostoto o) je

tj

d i w  \ =  б W* = d V I w 2 + w r w ,, +

Sl. 2. H itrostna trikotnika
a) oj r in w u v isti smeri
b) oj r in w u nasprotno usmerjeni

V tej enačbi im a obodna kom ponenta relativne 
h itrosti w u po' sliki 2 a sm er obodne h itrosti w r. V 
naše račune uvedemo' za tu rb inske stroje značilen 
h itrostn i triko tn ik  po1 sliki 2 b, k jer je  obodna kom ­
ponenta relativne h itrosti w a usm erjena nasproti 
obodni hitrosti w r. Enačba (37) se glasi

t, v 6 W 1 s d S i i i d v {wd- -
d s \

oj r w u -  I = 0  
w !

+  -  r 2 oj2 — 1 ) d t  =  0 
2 n )

s, v
(32)

V stacionarnem  relativnem  toku nestisljivega 
idealnega fluida upoštevam o1 energijski stavek v 
obliki

p w- oj2 r2
—  d-----------------=  const (33)
e 2 2

in izrazimo1 variacijo- б (— p/g) v enačbi (32)

б (— p/g) =  <3 -  (w 2 —  r2 oj2) (34)
2

Izločimo tlak  in dobim o za variacijo H am ilto­
nove akcije  izraz

(38)

Iz hitrostnega triko tn ika  na sliki 2b preberem o 
zvezo med ic in relativnim  kotom natoka ß

w u — w  cos ß, (39)
in s skalarnim  produktom  vzporednih vektorjev  w 
in d s

w d s — w  ds (40)

(kjer sta w  in ds velikosti vektorjev te in d s ) pre­
oblikujem o drugi člen pod integralom

w d s
- O) r  W u —

!(■"
d s  tv d s

■ OJ r W „ — =  --- OJ r lüu
w tv-

■ oj r cos ß  ds (41)



Sl. 3. Enačbo 42 uporabim o v  ravnem  kanalu  s paralelnim a stenam a  
A — m rtva voda, B — zdravi tok, C — obodna smer

N avsezadn je  napišem o' variac ijo  akcije  v  obliki

ÖW* =  d
°2

M / / dV (w  — m r  cos ß) =  0 (42)

2.02. P reprost prim er

Enačbo (42) uporab im o v  ravnem  k an a lu  z 
vzporedn im a stenam a in p ravoko tn im  prerezom  po 
slik i 3. Os k an a la  je  n ag n jen a  k  obodni sm eri za 
ko t ß. K an a l p o k riv a ta  ravn in i, vzporedni z risalno' 
rav n in o  in  p ravoko tn i na  os v rten ja ; k an a l ro tira  
s k o tn o  h itro s tjo  m. R azdalja  m ed p ro jekcijam a 
sten  k an a la  v  risa ln i rav n in i ageo je  geom etrična 
š irin a  k an a la ; ta  naj bo m a jh n a  v  p rim erjav i z osno 
ra z ra d ljo  rp. Skozi k an a l teče volum enski tok  AQ 
ta k o  k a k o r v  cen trifu g a ln i črpalk i.

A bso lu tn i to k  nestisljivega  idealnega flu ida  naj 
bo  b rez  v rtincev . Z ato  im a re la tiv n i to k  ro tacijo  
—  2 co okrog osi v rten ja . Tok na j nalega na  tlačno 
s tra n  k an a la  č rp a lk e  in  naj im a fizikalno širino' a, 
ki je  raz lična  od geom etrične širine kana la  age0. 
P reo sta li del ro tira jo čeg a  k an a la  je  ob sesalni s tra ­
ni n ap o ln jen  z m rtvo' vodo, k i n a s ta ja  zarad i od- 
le p lja n ja  toka. V p lasti m ed zdrav im  tokom  in 
m rtvo  vodo' se h itro s t nezvezno sprem eni. V zdra­
vem  to k u  opazujm o' p rečno  p la s t kan a la  z osno 
razdaljo ' r  d- Š irin a  m rtv e  vode naj se po dolžini te  
p lasti v  sm eri to k a  ne  sp rem in ja , tak o  im a p rečna 
p last k an a la  konstan tno ' dolžino d s. P ravoko tno  k 
risa ln i rav n in i im a kan a l v išino  b in  p last zd ra­
vega toka  p ravoko ten  p re točn i p resek  a b. Od točke 
z rad ijem  r  p na  tiačn i s tran i k an a la  štejem o koor­
d in a to  n, »norm alo« re la tiv n ih  tokovnic, saj leži 
v  p re točn i p lasti in  je  p rav o k o tn a  n a  tokovnice. Iz 
enačb g ib an ja  stac ionarnega re la tivnega  to k a  in  
k o n tin u ite tn e  enačbe izh a ja  n asled n ja  porazdelitev  
h itro s ti v  k a n a lu  [4]

w  =  AQ/(b a) — a) a +  2 m n  (43)
Radij točke z razd a ljo  n  od tlačn e  s tran i je  po 

slik i 3

Z enačbam a (43) in  (44) izrazim o in teg ra l H am il­
tonove akcije v  enačbi (42)

w  — m r  cos ß = AQ[(a b) — co a +
+  2 co n  — m rp cos ß  — con cos2 ß  (45)

K er pa sta  steni kana la  vzporedni in  je  debelina 
m rtve  vode konstan tna , velja

ds =  const (46,1)
ß =  const (46,2)

P ro sto m in sk i elem ent tekočinskega delca v p la ­
sti je

d V =  ds b dn  (47)

Z enačbam i (45), (46) in  (47) dobimo' za akcijo 
po enačbi (42) izraz

d2 W* = M J J ds b [AQ,'(a b) — m a +

2 m n  — m ro cos ß  — co n  cos2 ß] d n  (48)
K er sta  b in  ds k o n stan tn i veličini, in teg riram o 

sam o po' n  in  dobim o
d2 W* =  (AQ/b — co a2 +  m a2 —

— m a ro  cos ß  — -  m a 2 cos2 ß) b d s2 (49)

Z diferencialom  drugega red a  hočemo poudariti, 
da je  akcija  opazovane p lasti m ajhna, kvečjem u 
drugega red a  velikosti. O bravnavani kan a l je  n a j­
p rep roste jši m odel ro tira jočega  lopatičnega kanala  
v  ro to rju  cen trifugalne  črpalke. V nasledn ja  raz­
m išljan ja  vk ljučim o še obratovaln i režim  ro to rja  
z upoštevan jem  h itrostnega  triko tn ika . V olum en­
ski p re to k  AQ izrazim o z m erid iansko  h itro stjo  
cm in kotom  n astav itve  lopat ß  iz h itrostnega  tr i ­
ko tn ika  na  sliki 2

AQ = a b  c„,/sin ß (50)

Za akcijo  p lasti dobim o
d2 W* =  (cm a/sin  ß  — :o a rD cos ß  —

—  -  oj a2 cos ß) b ds2
r  — rr> +  n  CO'S ß (44)

(51)



P ri podanih  veličinah cm, /?, td in  co je  Ham ilto- 
nova akcija  odvisna samo še od neznane »naravne 
širine« a. Recimo, da se a oblikuje sam  po sebi 
tako, da doseže akcija ekstrem . V elja naj torej

d d2 W*
d d2 W* = ---- ------  d a  =  0 (52,1)

O a
K er pa d a  ne m ore b iti nič in im am o opraviti 

z eno samo sprem enljivko a, zam enjam o parcialni 
diferencial s to taln im  in zadnji izraz tako le  prep i­
šemo

d d2 W*

Za naravnoi širino  a, k i povzroči ekstrem no 
vrednost akcije, dobim o pogoj

cm/sin ß  — corn cos ß  — a» a cos2 ß =  0 (53)
Izhaja

a =  (n,/cos ß) [2 c,,,/(to r D sin 2 ß) — 1] (54)
Geometrično- širino- ozkega kanala z neskončno 

tankim i lopatam i dobimo iz števila lopat z

cigeo =  2 n  rj> sin ß/z  (55)

Sl. 4. Definicija debeline m rtve  vode v  ravnem  
kanalu

A —- mrtva voda, B — zdravi tok, C — sesalna stran, 
D — tlačna stran

S slike 4 preberem o debelino m rtve  vode

б* =  agK0 — a (56)

P rileganje  toka na obeh stenah kanala je dano- z

d* <  0 (57,1)
ali

age o <  a  (57,2)
Z vrednostjo  a iz enačbe- (54) in aB00 iz (55) do- 

bimo-
2 n  sin ß/z <

<  (l/cos ß) [2 Cm/(o rD sin 2 ß) — 1] (58,1)

Za minimalno- število lopat, ki preprečuje od- 
lepljanje fluida od sten kanala izhaja pogoj

z >  n  sin 2 ß/[2 (cm/U)/sin 2/1 — 1] (58,2)
Z U =  ca ro označimo obodno- h itrost opazova­

nega kosa kanala.
Osvetlimo- ta  pogoj še z num eričnim  primerom. 

P ri ß = 20°, cm/U = 0,4; je m inim alno število lopat
z  >  л  sin 40°/'[2. 0,4/sin 40° — 1] =  8,4 

k a r zaokrožimo na 9 lopat.

3.0 Izračun minimalne akcije v rotorju radialno 
aksialnega turbinskega stroja (Francisova turbina)

3.01. Določitev hitrosti v  kanalu

Vzamemo osno sim etričen tok, nizek ro to r (to­
kovne razm ere v srednji tokovni ploskvi pome­
nijo  po sliki 5 k a r tok po vsem kanalu); absolutni 
tok  brez vrtincev in stacionaren relativni tok. 
Idealni fluid je  nestisljiv, vpliv teže zanemarimo, pri 
velikem  številu lopat je  razm erje med širino kanala 
ageo in radijem  ukriv ljenosti lopat Rd (slika 5b) 
majhno.

Sl. 5. Poljuben aksialno-radialni 
rotor (Francisov rotor)

a) aksialni rez
b) pogled v smeri гн
c) elementarni pravokotnik med bliž­

njima tokovnicama in normalama



Slika 5 a p rik azu je  ro to r  v  c irk u la rn i projekciji. 
P ro jek c ija  opazovane tokovne ploskve je  v m eri- 
d iansk i rav n in i m erid ianska  tokovnica s". Ta oklepa 
po  slik i 5 n a  po ljubnem  m estu  z ravnino*, no rm al­
no k  osi s tro ja , k o t ju, k i se sp rem in ja  vzdolž m e- 
rid ian sk e  tokovnice. E nak  ko t oklepa tu d i n o r­
m ala  ni osno sim etrične tokovne ploskve z osjo 
stro ja . Tokovna ploskev  je  dvojno  zav ita in  se ne 
da razv iti v  ravnino . N a sliki 5 b  jo  gledam o v 
sm eri no rm ale  ni, skupaj z obrisom a sosednjih 
lopat.

Iščem o porazdelitev  re la tiv n e  h itro sti w  vzdolž 
norm ale  k  re la tiv n im  tokovnicam , ki leži v osno 
sim etričn i tokovni ploskvi in  seka lopatičn i kanal. 
Za a rg u m en t te  norm ale  vzam em o k a r  dolžino* loka, 
k i ga m erim o od tlačne  s tene  (D) kanala . A kcijo 
iščemo* v  tan k i p lasti m ed dvem a tak im a  no rm a­
lam a in  v išino  b v  p ravoko tn i sm eri; b se sprem i­
n ja  v sm eri n. R azdalja  ds m ed sosednjim a norm a­
lam a je  odvisna od arg u m en ta  n.

Vzdolž n  se sp rem in ja jo  tu d i rad ij uk riv ljenosti 
R re la tiv n e  tokovnice n a  osno sim etričn i tokovni
ploskvi, ko t ju m ed m erid iansko  tokovnico in  rad i­
jem , kot ß  m ed re la tiv n o  tokovnico in  obodno 
sm erjo  te r  razd a lja  opazovane p rečne  p lasti od osi.

R otacija  re la tiv n e  h itro s ti w  je  po  defin iciji li­
m ita  c irk u lac ije  okrog elem entarnega četverokot­
nika, k i ga tv o rita  norm ali n  in  n  te r  re la tiv n i to ­
kovnici (slika 5 c), de ljena z njegovo ploščino. Do­
bim o

d i r  w
ro t tv = ------ 1-----

d n  R
(60)

ro t iv kaže v  nasprotno* sm er k ak o r w, to rej se suče 
okoli n o rm ale  n j tak o  k ak o r re la tiv n i vrtinec, k i je 
p rav o k o ten  n a  osno sim etrično  tokovno ploskev in 
im a velikost 2 co cos ju. Ta kom ponenta  ro tac ije  
m o ra  u streza ti ro to rju  re la tivne  h itro sti po  enačbi 
(60) in  zato' dobim o

d i r  ir  
d n  R

2 co cos ji (61)

Iz te  enačbe izhaja  po tek  re la tiv n e  h itro sti 
vzdolž n. Z gorn ji izraz izpeljem o tu d i z upošteva­
n jem  geom etrije  ro to rja  iz ravno težn ih  pogojev za 
e lem ent flu ida  v  sm eri n  in  z uporabo» »energijske­
ga stavka« za stacionaren  brezizguben re la tiv n i tok  
v  sm eri re la tiv n e  tokovnice. E nakovrednost k ine- 
m a tičn ih  in  d inam ičnih  izrekov  za postav itev  enač­
b e  (61) izha ja  iz enačbe g ib an ja  stacionarnega re la ­
tiv n eg a  toka  idealnega nestisljivega flu ida

grad (p 'g +  * tv2 — -  r2 сођ =  tc X rot c (62)

p ri supoziciji ro t c  =  0. T ak ra t s ta  nam reč desna 
in  leva s tra n  enačbe enaki nič.

V poglavju  2.01. smo pokazali, da z enačbo (61) 
podana rešitev  enačbe g iban ja  v  re la tivnem  siste­
m u ustreza tud i b istvu  H am iltonovega principa.

Za reševan je  enačbe (61) postavimo* linearen po­
tek  rad ija  ukriv ljenosti

R = R d + k n  (63)
in dobim o

dn =  d R /k  (64)

P ri podanem  ro to rju  izrazim o k z rad ijem a R d 
in  Rs na  tlačn i in  sesalni s tran i plasti in  z geo­
m etrično  širino  kanala  ageo

k  =  (Rs — Ri))/aKe„ (65)

Za potek  kota ju vzdolž n  pa vzemimo* nastavek 

cos ju =  (1 +  X n/ro) cos /ud (66)

V rednosti ji d in  ro na  tlačn i s tran i kanala  po­
znamo. Iz znane geom etrije  ro to rja  dobim o %, iz po­
danega jus n a  sesalni s tran i in  geom etrične širine 
kan a la  ageo,

1 =  (cos JU J COS JUD — 1) (nV dgeo) (67)

Z upoštevanjem  (63) dobi hom ogeni del enačbe 
(61) obliko

d w  
dn

+  -
Rd +  k n

(68)

Z integracijo* dobim o rešitev  hom ogene enačbe

ir  =  io0 RD1/fc (Rd +  k  n )~ llk (69)

Z variacijo* kon stan te  ir  o dobim o n a  že znan 
način  partikularno* rešitev  nehom ogene enačbe (61). 
R ešitev hom ogene enačbe z wq, k i je odvisen od n, 
vstavim o v  nehom ogeno enačbo in  dobimo

П

it>o =  2 co cos jiD j  (1 +  % n/rd) (Rd +  k n ) 1/k dn (70)

O

In tegracija  da

wo = [2 ca cos џ в/(к  R o1/k)] •

• {[1 —  (х/к) (Rd/Vd)] (Rd +  k  n )1 + 1/k/[ 1 +  1/k] +

+  [x/(k n>)] (Rd +  k  n )2 + 1/k/  (2 +  1/k)} (71)

Z okrajšavam a

A  =  2o) cos џ d [1 — (x k) (RD/ r D)]/(l +  k) (72)

B  =  2ft) X cos џђ/[k2 П) (2 +  1/k)] (73)

izhaja porazdelitev  re la tivne  h itro sti vzdolž n  
kot vsota p a rtik u la rn e  rešitve  nehom ogene enačbe 
(61) in, nam esto  z wo, s K  pom nožene rešitve homo­
genega dela enačbe:

w  (n) = w  = A  (Rd +  k n) +

+  B  (Rd +  k n f  +  K RD1/k (Rd +  k n )~ llk



K  izračunam o s podanim  volum enskim  preto­
kom v kanalu  AQ iz kontinu ite tne  enačbe

a

AQ =  J b  (n) w  (n) d n  (75)

П — O

V enačbi se nam esto geom etrične širine kanala 
cigeo pojav lja  širina a ,  pri k a teri je  ekstrem  akcije. 
Za b (n) postavim o

b (n) =  b =  bD (1 — 2 n /rD) (76)

n> in  bo sta  podana na tlačni s tran i z m eridianskim  
prerezom  obravnavanega ro torja. Če pa poznamo 
še širino  kanalov gonilnika, izračunam o s podano 
vrednostjo  b5 na sesalni stran i kanala in z agc.0 
vrednost 2

2 =  (rj)/ageo) (1 — b8/bi,,) (77)

P ri računan ju  in tegrala  (75) upoštevam o, da je 
kvocient ajRv  m ajhen  in da se da binome oblike 
(1 +  k  a/Rv)m približno izraziti z linearnim  členom. 
(Dokaz bo dan v  dodatku 4.)

Tako dobim o iz enačbe (75) z A in B iz enačb 
(72) in (73) za vrednost K  izraz

K  -= /fQ/(b|> a) — A [Rd +  (k  — 2 Rd/Vd) (a/2) —
— (k 2 r„) (a8,/3)] — B  [Rd2 +  (2 k —

— 2 Rd/Vd) (Rd a/2) +  k  (k — 2 2 R d /V d ) (a3/3) —
— k'1 (lin ,) (a4/4) (78)

V našem  prim eru  poznamo m eridianski prerez 
ro torja, ne pa števila lopat in geom etrične širine 
kanala ageo. Zato so k, %, 2, cp in v še poljubni. Z 
geom etrijo m eridianskega prereza so določene vred­
nosti cp, 2, v. (Dokaz v  dodatkih 1, 2, 3). P ri integra­
ciji spet upoštevamo' m ajhnost k  a/rv in prekinem o 
binom e z linearnim  členom (dokaz v dodatku 4). 
P retok v kanalu  izrazim o s poprečno m eridiansko 
hitrostjo

AQ =  cm bi, a/sin ßv (86)

uvedem o relativno/ fizikalno širino kanala

X *  =  a/n» (87)

in z brezdim enzijsko akcijo

Y  =  d2 W*/(d SD2 bD rj,2 oj) (88)

sestavim o za obravnavano- plast v kanalu izraz

Y  = Bi X* +  B-2 X*' +  Bn X*s +
+  B t x *4 +  B5x *5 (89)

Če postavimo- U — a> ro so B,- podani z

Bi =  (Cm/U) (1/sin /Td) — cos ßv  (90,1)

B -2 — (v cos џо/к) {[1 — (i/k) (Rn/rD)]/(l +  1 /k) +
+  /  (Rn/rD)/(2/c +  1)>. (90,2)

• (Rd/гп) — (1/2) (q> + y + v — 2) cos ßv

3.02. Določitev akcije v prečni plasti kanala
Akcijo d2 W* v prečni p lasti kanala, med dve­

ma norm alam a, izrazim o z enačbam a (42) in  (48)
a

d2 W* =  J ” ds2 (n) b (n) [w (n) —  car (n) cos ß  (n)] dn

7 1 — 0

(V9)

u> (n) dobimo iz (74) in b (n) iz (76). Za ds2 (n), 
cos ß (n) in  r  (n) pa napravim o naslednje nastavke

r  (n) =  r  =  rv (1 + q> n  Vd) (80)

cos ß (n) =  cos ß = cos ßv (1 +  y n/n>) (81)

d s 2 (n) =  ds2 =  dSD2 (1 +  vn lrv)  (82)

Z m eridianskim  prerezom  roto-rja so- podane 
vrednosti rv, cos /?d in dsj)2 na tlačni stran i kanala.

K oeficiente p, y in  v lahko izračunam o, če po­
znamo geom etrično širino- kanala ageo in  obenem 
s tem  vrednosti r s, cos ßs in  d sK na sesalni strani 
kanala

cp =  (rs rD — 1)/(ГоЛ%ео) (83)

y = (cos ß, cos ßv — 1) (rn Vfo) (84)

v =  [(dss dso)2— 1] (m/^geo) (85)

B3 =  [2 v  cos џр/(3 k)] { [1 — (x/k) (Rd/td)] •
• (k —  2 RdM i)/(1 +  1/k) +  z (Rv/rv) (2 k — 2 •

• Ri,/rv)/(2 k  +  1)) — 1/3 [cpy — 2 v + (cp +  y) (v—- 2)] • 
•cos ßv  (90,3)

B4 =  (r cos pv/2) {x (k —  2 2 RD/rD)/(2 k + 1) —
— [1 — z fk  (Rd/i-d)] 2/(1 +  1 k) } —

— 1/4 [cpy (v — 2) — v 2 (cp +  y)] cos ßv (90,4)

B;, — (2 v/5) [џ> y cos ßv  — 2 z  008 j«d/(2 +  1 k)] (90,5

3.03. E kstrem  H am iltonove akcije
R elativno širino  kanala x*, pri kateri doseže 

brezdim enzijska akcija Y  ekstrem , dobimo iz

d V
dx*

= 0 (91)

Z enačbam a (89) in (91) zadošča x* naslednji 
enačbi če trte  stopnje

B, +  2 B-2 X* +  3 B-1 X*'- +  4 B4 X*1 +
+  5 Br, x*‘ =  0 (92)

(Konec prihodnjič)
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