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Radunanje nihajo¢ih sistemov po metodi konénih elementov
MAKS OBLAK-RUDI PUSENJAK

1. UVOD

Pri reSevanju problemov v konstrukcijski me-
haniki se vedno bolj uporabljajo numeriéne me-
tode. Z uporabo elektronskih ra&unalnikov so 3li
v pozabo skoraj vsi grafi¢ni postopki za refevanje
dinamiénih problemov. Uporaba radunalnika prina-
Sa torej manj zamudno reSevanje z novimi meto-
dami Ze prej resljivih problemov, obenem pa omo-
gota obravnavanje pojavov, ki jih do sedaj ni bilo
mogoce reSevati ra¢unsko [1]. Z analiti¢nimi meto-
dami je mogoée reSevati le moéno idealizirane kon-
strukcijske elemente, medtem ko je zanimanje za
numeri¢ne metode privlaéno za praktike posebno
Se zato, ker so mnogo bolj prilagodljive realnim
modelom konstrukeij. Pri tem je najbolj opazna
sprememba matri¢ni zapis postopkov kot posledica
uvajanja rafunalnikov pri reSevanju dinamiénih
problemov.

2. OSNOVNA ZAMISEL METODE

Metoda temelji na elementih matriéne algebre
in je izredno pripravna za radunanje na elektron-
skih radunalnikih. Problemi, ki jih reSujemo pri
nihanjih, so opisani v veéini primerov z ustreznimi
diferencialnimi enaébami, ki so vezane na predpi-
sane robne pa tudi zatetne pogoje. Prevedba dife-
rencialnih enaéb v diskretizacijsko obliko nas pri-
vede vselej do osnovne enacbhe konénega elementa.
Ko nastavimo te enatbe za vse elemente strukture
in jih zdruZimo v skupno matriko, dobimo enacbo
strukture. Dinami¢ne probleme reSujemo tako, da
statiénemu ravnoteZju, upostevajoé¢ D’Alambertovo
nacelo, dodamo $e vztrajnostne sile
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Kadar ne upo$tevamo sil dusSenja in ko ne de-
lujejo na obravnavani sistem nobene zunanje sile,
govorimo o lastnem neduSenem nihanju.

Naédelo virtualnih pomikov, ki velja za primer
statiénega ravnoteZja, nam z uporabo diskretiza-
cijske enalbe (interpolacijsko funkcijo poznamo!)
daje matri¢ni zapis enacbe

[M]{U} + [K] {U} = @ ()

Kadar je nihanje harmoniéno, refujemo enacbo
(1) z nastavkom

{U} = {q} &'t (2)

Tako dobimo karakteristiéno enacbo lastnega
neduSenega nihanja

(K] —*[M]) {q} = @ @)

ki pomeni homogen sistem linearnih enatb za am-
plitudni vektor {q}. Za netrivialne reSitve mora
biti

det |[K] — w?[M], = @ (4)

iz Cesar izradunamo potem vse lastne frekvence
sistema in njim prirejene lastne vektorje, ko vstav-
ljamo v enaébo (3) vrednosti za izratunane lastne
frekvence.

V primerih, ko komponente vozli§énega vektor-
ja {U} parcioniramo na bistvene in nebistvene pro-
stostne stopnje [2], raéunamo v enaébi (4) s kon-
denzirano togostno matriko

A

[Kc] = [Kbh] = [Kbn] [Knu]_l [Knlal {5)
oziroma masno matriko
[M.] = [V]T [M] [V] (6)

kjer pomeni

[1]
V] =
[ ] [_ IKIITI]_'I J [Knh]:l
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Ce na linijskem elementu upoStevamo samo
vplive osne sile ter upogibnega in torzijskega
momenta, dobimo v vozliSéu »i« (zatetek elemen-
ta) in »j« (konec elementa) vektorja pomikov.
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3. RESEVANJE PRAKTICNIH PRIMEROV

Natan¢ne reSitve diferencialnih enacb Sirjenja
motenj, ki slonijo na linearni teoriji elastiénosti, so
znane za razmeroma preproste primere (oblike).
Zelo pogosto strukture materiala (palice, drogovi,
nosilei) vzdolz glavne osi niso homogene, kar vse
Se dodatno zapleta reSevanje problemov. Aproksi-
mativne metode za reSevanje taksnih problemov
so zelo pomembne in nekatere od njih slonijo na
Hamiltonovem naéelu najmanjse akcije.

Da bi se izognili zmedi, imenujemo motnje pri
omenjenih inzenirskih problemih preprosto niha-
nja ali vibracije, kadar jih lahko reduciramo na
sisteme s konénim Stevilom prostostnih stopenj.

Enacbe Sirjenja valovanja in nihanja elasti¢nih
teles so linearne parcialne diferencialne ena&be,
kjer je poudarjeno upoStevanje zacetnih in robnih
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Za linijski konéni element na sliki 1 lahko za-
pifemo togostno in masno matriko elementa kadar
re$ujemo probleme longitudinalnih, transverzalnih,
upogibnih in torzijskih nihanj.

pogojev. V nekaterih primerih lahko parcialne di-
ferencialne enafbe zamenjamo s sistemom navad-
nih enaéb (kadar strukturo aproksimiramo s siste-
mom s konénim Stevilom togih mas in vzmeti brez
mase) [3].

Pri obravnavanju longitudinalnih nihanj tankih
palic suponiramo ravno os, pri éemer koordinatno
os v smeri te osi oznatimo kot os x. Prav tako
predpostavimo, da je AE = const, pa dobimo valov-
no enacbo

Fu_ L ou

ot O0x®

kjer je ¢ hitrost Sirjenja valovanja

)
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Za obojestransko togo vpetje (slika 1) dobimo

reSitve za lastne frekvence w,? = Ba

ml

(91/500 mg/wo ws/wo w;/ﬂ)o wg/w,

analiti¢no 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,7080

N =10 3,1545 6,3869 9,7762 13,3997 17,3205
N =20 3,1448 6,3090 9,5122 12,774 16,1142

MKE

Pri transverzalnih nihanjih nosilcev z majhno
maso zanemarimo rotacijsko vztrajnost in vpliv
pre¢ne sile na deformacije, pa dobimo z uposteva-
njem E I, = const.

Pri torzijskih nihanjih pa reSujemo parcialno

diferencialno enatbo
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Za enak zgled dobimo refitve (» = 0,25)

AL 04EI

J1
wi/w, w,/w, wilw, w/we wglw,e

analiti¢no 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,7080
N =10 3,1545 6,3869 9,7762 13,399 17,3205
MKE
N = 20 3,1448 6,3090 9,5122 12,774 16,1142

4
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analititno . 22,373 61,669 120,85 199,85 298,56
N =10 22,374 61,688 121,01 200,34 300,07
MKE
N =20 22,373 61,673 120,91 199,89 298,66
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Veliko problemov v teoriji vibracij ne moremo
reiti natanéno, medtem ko je v nekaterih drugih
primerih reSevanje z natan¢énimi reSitvami pove-
zano z velikimi teZzavami. V teh primerih uporab-
ljamo pribliZzne (numeriéne) metode, ki dajejo za-
dovoljive rezultate brez pretirano vloZenega truda.

Na razmeroma preprostem zgledu (slika 2) s po-
datki [4], ki je resljiv tudi po Holzerju (simetrija!),
dobimo zanimive rezultate za lastne frekvence in
pripadajote lastne vektorje. Tako lahko fizikalno
razloZimo dvojne frekvence sistema in ni¢te lastne
vektorje na posameznih razvejitvah. Veliko bolj
zahteven za reSevanje pa je zgled na sliki 3, pri
katerem so rezultati potrjeni s preizkusi [5].

Vsi navedeni primeri so reSeni z izpopolnjeno
verzijo programa DINALIN [6] po metodi konénih
elementov (MKE).

Jy = 2742 J7 = 390
Jg = 29 Jg = 300
Jg= _51 Jy =271
J4 = 26 JID. 17 — 65,52
Jy= 38 Jig = al
Jg=2.367 4 909 = 1643

ki= 29 k;= 16,7

ke= 29 kg =231

kg= 86 kg =115

ky= 11 kio...16 =140

k; =190 k= 454

kg =137

Sl. 2. Ekvivalentni pogonski sistem ladje z dvema dvotaktnima dizelskima motorjema
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Jzn 7= 1,11 Jlgz 0,022 J]_'?Z 0,08
Ty e R JS=—piet MuE=—119
Jg = {],02 J14= 0,02 JJ.Q: 1,03
Jlﬂ = 0,02 J15= 0,59
ky =4545 k= 9,61 k= 0,03
ky. ¢=28,16 kqy = 10,92 kig= 0,01
PR =T kip= 0,04 Jern—_ 188
ks — 9,09 k13: 9,61 leZ 0,02
ke = 9,09 ki = 83,33
Sl. 3. Sestvaljni vrstni motor z notranjim zgorevanjem
1 — vztrajnik, 2...7 — kolenasta gred, 8 — zobnik,
9 — tlatilka olja, 10 — tlagilka olja, 11 — zobnik, 12 —
tlatilka goriva, 13 — regulator, 14 — tla¢ilka hidrav-
litnega olja, 15 — jermenice, 16 — alterx}ator, 17 —
kompresor, 18 — dusilnik torzijskih nihanj, 19 — pu-
halo za hlajenje.
Rezultati k sliki (2): UPORABLJENE OZNACBE
@, = 55,74 Hz w,* = 345,4 Hz Velitina Simbol Enota
i.’)'\)z)i = 108,1 Hz Wy = 349,6 Hz Gostota o kg/ms
g = 156,5 Hz w; = 546,0 Hz Vozli$éni vektor U m, rad
Lastna frekvenca w rad/s
: : 5
Rezultati k sliki (3): Modul elas_hénostl E N/m
Prerez nosilca ; A m?
w, = 152,2 Hz w, = 877,7Hz Dolzina kon¢nega elementa s m
w, = 476,4 Hz w, = 1483,6 Hz Geometrijski moment
wy; = 482,0 Hz w, = 1788,0 Hz vztrajnosti I m4
Moment vztrajnosti mase J kg m?
Lastnih vektorjev ne izpisujemo, ker so izpisi Poissonovo Stevilo v —
za vse kolute preobsezni! Dolzina nosilca 1 m
* Lastni vektorji na posameznih vejah so enaki Cas t s
ni¢ (koluti mirujejo!) Stevilo konénih elementov N S
* Dane togosti so deljene z 108! Zasuk [} rad
Togost k N/m, Nm/rad
Masa nosilca m kg
4. SKLEP Reducirana masa My kg
ReSevanje teh problemov po MKE ima to pred-
nost, da se prerez nosilca lahko poljubno spremi- UPORABLJENI VIRI:
nja, da stati¢na nedolotenost in vpliv dodanih toé- [1] A. Kuhelj (ml): Podiplomski seminar, VTS

kastih mas dodatno ne zapletata refevanja. Tako
dobimo v primeru transverzalnih nihanj nosilca
mase m z dodano totkasto maso v sredini nosilca
po energijski metodi m; = 1,371 m, oziroma m; =

if%m po MKE, ¢e sta masi enaki. Tudi pri tor-
zijskih nihanjih lahko upoS$tevamo vpliv koncentri-
ranih mas (diskov) na lastne frekvence sistema.
Priprava podatkov je preprosta, sicer obseZno delo
v celoti opravi ratunalnik. Tudi robnim pogojem
zadostimo tako reko& sprotno (avtomatiéno), prav
tako imajo rezultati fizikalno razlago in jih ne vsi-
ljujemo metodi, kakor je to primer pri Holzerjevi
metodi (logi¢na interpretacija!).
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