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Vpliv debeline plo$ée na njen upogib
FRANCE BRESAR, VITODRAG KUMPERSCAK

V tehniski praksi se za izradun napetostno-deformacijskega sta-
nja elasticne ploiée uporabljea najveé Kirchhoffova teorija, ki je
zelo primerna za tanke ploie. V élanku je v obravnavi natanénost
te teorije v odvisnosti od debeline plosce.

1. Uvod

Obravnava je omejena na homogene izotropne
plosce. V splo$nem bodo plo¢e konéne ali neskoné-
ne, z luknjami ali brez njih.

Koordinatni sistem postavimo tako, da srednjo
ravnino izberemo za ravnino xy, os Z je torej
pravokotna na ploS¢o. Plos¢a je enakomerno debela
z debelino 2h. Srednja ravnina je tudi kompleks-
na ravnina, njene to¢ke pa so

Z =iy, L= 1) (1.1)

Kartezijske koordinate toék v prostoru bomo
tako oznacevali x, y, Z, valjne pa r, ¢, Z.

Osnovni predpostavki Kirchhoffove teorije tan-
kih plo$¢ sta naslednji:

1. totke srednje ravnine se lahko pomaknejo
samo v smeri osi Z, torej u, =0, v,=0, w, * 0;

2. ravni prerez, pravokoten na srednjo ravnino,
ostane tudi po deformaciji raven in pravokoten na
(upognjeno) srednjo ravnino.

IzkuSnje kaZejo, da obe predpostavki dobro
ustrezata dejanskemu stanju; seveda veljata tem
bolj natanéno, ¢im tanjS$a je plosSca. Pri vecjih de-
belinah pa obe predpostavki upraviceno vzbujata
dvom. Kot njuna posledica so tudi komponente na-

petostnega tenzorja zelo preprosto odvisne od spre-
menljivke Z:

0z = aZ, 0y = f7Z, 12y = V7,
Trz = (5(}12 —22), Tyz = E(h2 —_— 22) (1.2}

Vsi koeficienti se izraZajo s parcialnimi odvodi
upogiba w in so torej funkcije spremenljivk x in
y [7]. Komponenta o, je neodvisna od w in v pri-
merjavi z napetostima o¢; in o, zelo majhna.

Vsiljuje se vpraSanje, do katerih debelin plosée
je uporaba Kirchhoffove teorije Se smiselna, do
kdaj torej smemo ploito imeti za tanko. Pri po-
skusu odgovora na to vpraSanje smo si pomagali
s Stevensonovo teorijo srednje debelih plosé [9],
ki gotovo daje realnejSo sliko dejanskega napetost-
no-deformacijskega stanja v ploséi.

V splo$nem predpostavljamo, da ima ploS¢a m
lukenj, lahko tudi zarez. Zunanjo konturo oznaci-
mo s ¢, konture lukenj s c¢,, c,, ..., cm. MnoZica
vseh kontur je rob, ki ga oznadimo s ¢

Slika 1

gi=ie, Uatib)l oo Uey (1.3)

V primeru neskon¢ne plo§¢e zunanje konture,
pa velja

¢ = eyl ISR o,y (1.4)

Rob leZi v srednji ravnini, dolo¢en je z enacbo

t = t(s) = x(s) + iy(s) (1.5)
kjer je s naravni parameter in torej pomeni lo¢no
dolzino krivulj roba. Od robnih krivulj zahtevamo,
da so sklenjene, brez dvojnih toék, vsaj odsekoma
dovolj gladke.

Del srednje ravnine, ki leZi znotraj plosce, torej
znotraj ¢, in zunaj c,, ¢, ..., Cm, bomo imenovali
obmoéje in ga oznaéevali z S.

2. Stevensonova teorija srednje debelih plos¢

Stevenson je leta 1942 izdelal teorijo upogiba
plosé¢, ki zanesljivo daje realnejSe rezultate kakor
Kirchhoffova. Zal je matemati¢no in numeri¢no
nekoliko zahtevnejSa in se (5e) ni uveljavila v teh-
nigki praksi. Pri obravnavi si je Stevenson poma-
gal s funkcijami kompleksne spremenljivke. Delal
je ob predpostavki, da ni prostorninskih sil
(X =Y = Z = 0) in je resdil ustrezni sistem devetih
parcialnih diferencialnih enacb, tri ravnotezne
enacbe in Zest Beltrami-Michellovih pogojev kom-
patibilnosti. Seveda je pri tem ustregel obi¢ajnim
(fizikalnim) zahtevam, ki veljajo na zgornji in
spodnji ravnini plosce:
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0:(Z =h) = —4q, 6:(Z=—h) =0
T.'g:z(z = i h} = 0, Tyz(z = i h) =0 (21}
Oﬁ(z = +Ry=d
0Z
Dobil je naslednje rezultate
oz = ay + ,Z + 2,728 + a, 2 + ¢, Z°
Oy = 180 at: ﬁlz n .Igzz2 + ﬁ:sza ar ﬁﬁzs
0y = —L (28 — 3n2Z — 2h9) (2.2)

4p?
Tay = Yo T 1Z + 9,22 + 9, 2% + yZ°
Tos = Op + 6,22 + 8,74 1y — 8, + 6,22 + g, 2%

Ze povr$na primerjava teh enatb z enatbami
(1.2) daje vtis, da je Stevensonova teorija dosti na-
tanénej$a od Kirchhoffove. Seveda so tudi sedaj
koeficienti «,, a, ..., & funkcije spremenljivk a in
y, ki pa se nié¢ veé ne izrazajo s pomikom w,, tj.
s povesom srednje ravnine.

Slaba stran Stevensonove teorije je, da velja
samo ob predpostavki, da je preéna obremenitev
q(x, ¥) na zgornjo ravnino plos¢e harmonié¢na funk-
cija:

2 2
Az, 5) =23+ %9_ g
Oxd ) ot

Vsekakor pa skoraj vsako obremenitev lahko
aproksimiramo s harmoniéno. Torej tudi ta po-
manjkljivost ni prehuda, vsaj ne hujSa od one
v Kirchhoffovi teoriji, kjer se zahteva, da je q(x, v)
bistveno manj$a wveli¢ina (1 : 1000) od drugih.

Zaradi (2.3) lahko menimo, da funkcija q(x, y)
pomeni realni del neke analitiéne funkcije. Ce to
funkcijo oznaéimo s P”(z), je

q(x, y) = Re[P"(2)] = &P"(2) + P"(2)]

(2.3)

(2.4)

P”(z) pomeni drugi odvod funkcije P(z), pre¢na
¢rta pomeni konjugirano vrednost.

Znano je, da v teoriji tankih plo$¢ upogib w
lahko izrazimo z dvema analitiénima funkcijama
02(z) in w(z), pri ¢emer moramo poznati Se kaksno
partikularno reSitev. Ob predpostavki (2.4) bi do-
bili tak rezultat

L S
8u
.3(1.__ }ZRQ[ZE.P(Z)}

128k (22)

(Bralec se v nadaljevanju morda ne bo strinjal
s koeficientom (1 —»)/8u, ki bi ga lahko vkljuéili
v funkcije 2, @ in P. Zapis je prilagojen poznej-
Semu primerjanju s Stevensonovimi rezultati) Vsi
koeficienti v (1.2), torej vse komponente napetost-
nega tenzorja se tako dajo izraziti s tremi analiti¢-
nimi funkcijami Q, w in P pri ¢emer je P generi-
rana iz preéne obremenitve q.

V teoriji tankih plo§¢ za pomike srednje ravni-
ne velja u, =0, v, = 0, upogib w pa ni odvisen
od Z. V Stevensonovi teoriji dobimo dosti natané-
nejSe rezultate:

=g L B G e W 2 a8
v =, +v,Z+ 0,2 + v,7® + v, 2
W ="y 1w = wy B w2

(2.6)

pri ¢emer u, in v, v sploSnem nista enaka ni¢. Vsi
koeficienti v (2.2) in (2.6) (torej ay, oy, ..., W,) SO
funkeije spremenljivk a in y in se dajo izraziti
s petimi analitiénimi funkcijami 2, o, @, y, P,
pri éemer pomen P Ze poznamo. Zaradi primerjave
z (2.5) si oglejmo samo, kako se izrazajo koeficienti
za izradun upogiba w:

17, h?
i, = Re[—12E0E) + ) + @]+
8u 2u
— T 3 — h A
Tn [_Mzﬁp(z) + zP(z) + —P (2)]
128h3u 32hu 4u
1 1 1
o ==L Rl g + 1P
I A 4
3y _
w, = B F Q(z) + s P(2) + — zp’(z)]
u 16h 32h3
1+
0y == L Rerp”(2)] (2.7)
32uh?

V teoriji tankih plos¢ je seveda w, = w, =
==

Pomembno je vpraSanje, kako bi v konkretnih
tehni¢nih problemih, ko je rob ploS¢e npr. vpet,
poloZen ipd., dolo¢ili neznane funkcije 2, o, @, v
in s tem tudi celotno napetostno deformacijsko
stanje plosce.

Kako to napravimo pri tankih ploS¢ah je Zze
leta 1938 pokazal Lehnickij [4]. Seveda je imel
opraviti samo z dvema funkecijama £ in w. Na-
kazani problem je za primer g = 0 za teorijo sred-
nje debelih plosé leta 1965 reSil M. MurSié [5],
splo$no pa je problem reSen v [1]. Nekaj rezultatov
bomo dali v &etrtem razdelku tega prispevka.

3. Enotine sile in momenti

Enotine sile so definirane z enac¢bami

+h 1 +h +h
3, =§0.dZ, Xy = [ 0,dZ, Tay = § 15dZ
=h - —h
+h +h
N_r = I'szdz, Ny = Efyzdz (3}.)

—h —h
in jih torej preprosto izratunamo iz znanih kom-
ponent napetostnega tenzorja, torej iz enacb (1.2)
v teoriji tankih plo$¢ oz. (2.2) v teoriji srednje
debelih plosé. Takoj pa seveda opazimo, da v prvem
primeru dobimo
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=0 2,=0 Tesy=0 (3.2)

To pa ne velja v Stevensonovi teoriji. Tu so
enotine sile X;, X,, Tz, v splofnem razli¢ne od ni&
in (teoreti¢no) delujejo v srednji ravnini plo3ce.
To daje slutiti, da je upogib plos¢e simultano po-
vezan s problemom stene, torej s problemom rav-
ninskega napetostnega stanja. Zanimiva je vseka-
kor tudi ugotovitev, da se Z;, =, T., izraZajo
samo s funkcijama ¢, v (in seveda P), medtem ko
se pa strizni sili N; in N, ter seveda upogibni in
torzijski momenti G, Gy, Hgy, Hy. izrazajo samo
z 2, w (in P).

To seveda pomeni, da je v teoriji tankih plo&é
@(2) =0 in yw(z) = 0.

Enotini momenti so definirani takole

+h +h
Gx = j‘ GIZdZ, Gy = j. Uyzdz,
=h —h

+h

ny = —Hy;;: = TmZdZ (33)
=h

Tudi sedaj problem upogiba ploite reSujemo
tako, da strizni sili zdruzimo s torzijskim momen-
tom v reducirno preéno silo

N dHyt

3.4
= (34)

kjer je
Nn = N_r COoS a + Nﬂ Sin o,
Hyut = Hyy cos 2a + % (Gy — G,) sin 2a

a =< (n, ) (3.5)

Celoten prikaz komponent napetostnega tenzor-
ja, premikov, enotinih sil in momentov je preob-
sezen, da bi ga izpisali v tem prispevku. Zahtev-
nejsi bralec dobi te rezultate v [1].

Za zgled izpiSimo le en primer:

% = s ’
2; = Re 3 (29'(2) — 29" (2) — y'(2)) +
¥
+ W@ |+ 2
3(1 + ») s (Z)]
0= :—Re P’(2) -—éEP’”(z) 4 %th“’(z)] (3.6)

Podobno sta z istimi funkcijami prikazana X,
in Tyy

2y = Zfp(2), v(2), P(2)],

T2y = Talp(2), w(2), P(2)] (3.6)
Po drugi strani pa

Nz = N.[Q(2), w(2), P(2)],

Ny = N[2(2), (2), P(2)],

Gz = Go[2(2), 0(2), P(2)], (3.7

Gy = GE{Q(Z): w(Z), P(Z)],
sz; ~ H,-y[.Q(Z), w(z), P{Z)]

Te enatbe znova potrjujejo domnevo, da je
problem upogiba srednje debele plo3ce sestavljen
iz dveh problemov:

— iz problema stene, ki ga povzroéajo enotine
sile Z;, 2,, Tsy; opisan je s funkcijama ¢ in w, ki
ju sret¢amo v ravninski teoriji elasti¢nosti, v kateri
so le 6z 0Oy, Tzy 0od ni¢ razliéne komponente nape-
tostnega tenzorja (gl. npr. [6]);

— iz upogiba plo¥te, ki ga povzrotajo enotini
momenti in strizne sile; ta je opisan s funkcijama
2 in w, ki ju sretamo v teoriji tankih plosé (gl. [4]).

Te ugotovitve bo v celoti potrdil naslednji raz-
delek.

4. Robni problemi. PosploSeni robni problemi

Omenili smo Ze, da bi elementarno lahko do-
lotili vse napetosti, deformacije, sile, momente, ¢e
bi poleg funkcije P(z) poznali tudi Q(z), w(z), ¢(2),
(z). NajpomembnejSe je seveda vpraSanje, kako
doloé¢iti te funkcije v dolo¢enih tehni¢nih proble-
mih, ko je rob ploS¢e npr. vpet ali prosto polozen,
prosto vise¢ itd. Morda je prav dejstvo, da ta pro-
blem ni bil v celoti reen, prispevalo k temu, da se
Stevensonova teorija ni na Siroko uveljavila.

Zastavljeno problematiko smo reSevali v [1]. De-
finirali smo t.i. posploSene robne probleme, ki
smo jih uspeli prevesti v zelo dobro raziskano ma-
tematiéno podroéje — v robne probleme analitié¢-
nih funkcij. Pot do uporabe je tako odprta.

V matemati¢ni elastomehaniki sta definirana
dva osnovna robna problema. Pri prvem osnovnem
robnem problemu na ograji obravnavanega telesa
poznamo napetosti, pri drugem pomike. Pogosto je
pridruzen tudi tretji, t.i. meSani robni problem.

Komponenti X, in Y, napetostnega vektorja, ki
deluje v srednji ravnini ali vzporedno z njo, sta
doloéeni takole:

Xy = 0zc08 (n,x) + 74y cos (0, )
Yn = 74z cos (n, x) + oy, cos (n, y)

(4.1)
saj je cos(n,2) = 0. V tocki t = t(s) roba c¢ tedaj
deluje napetost

s +h

fe § (Xn + iY,)dZds (4.2)

0-h

ki se glede na (4.1) in (3.1) otitno izraza s 3, =,

T3y Vzemimo, da je napetost (4.2) dolocena s funk-
cijo f(s), ki je takole definirana

g8 +h

f(s) = 2—; f f (X + 1Y,)dZds =

0 —h
5

9
== (Z; + iTyy) cos (n, x) ds +

c
0

+ (Tzy + i2y) cos (n, y)ds (4.3)
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Upogibni moment G, = Gzcos?a + Gysin®a +
+ 2H,, sinacos @ in reducirna pre¢na sila N, +

+ df"t pa naj bosta na robu doloéena s funkcija-
s

ma m(s) in p(s). Definicija prvega posploSenega
robnega problema je sedaj na dlani.

Definicija 1 (definicija prvega posploSenega
problema) :

Doloéi napetostno-deformacijsko stanje plosce,
tako da bodo v vsaki tocki

t = t(s) = x(s) + iy(s) (4.5)
roba c izpolnjene enacbe:
s +h
J;_[(Xﬂ + iY,)dZds = Z—if{s) (4.6)
0 —h
Go=m@, Nt "= pls) ()

f(s), m(s) in p(s) so podane funkcije, ki opisujejo
napetosti na robu plosce.

V teoriji tankih plosé se pojavljata samo pogo-
ja (4.7), medtem ko je izraz X, + iY, zaradi Kirch-
hoffovih predpostavk identi¢no enak nié.

Dovolj zapleteni rat¢uni pokaZejo, da posploSeni
robni problem lahko prevedemo na naslednji pro-
blem iz teorije analitiénih funkecij:

Definicija 1° Dolo&i funkcije ¢, v, 2, o', ki
bodo regularno analitiéne v obmoéju S, tako da so
tudi odvodi ¢, ¢”, Q', w” zvezni do vklju¢no roba
¢ in da bo v wsaki tocki t = t(s) ograje c veljalo

i Sl R D) BT,
t) + to'(t) + w(t) —- ——h2@’(t) =
@(t) + tp'(t) + p(t) & @ (t)

y
= f(s(®) + Q) + ax 4.6
MQ@-4§@—J§§+fﬁm%n=
= f(s(t)) + Q,(t) + irxt + B 4.7)
(x'=3+v, x”=2(2—_1), k=12 .., m)
1—vy 5(1—79)

Bralec bo pomen posameznih oznaéb lahko dobil
v [1]. Omenimo, da so funkcije, ki se pojavljajo na
desni strani enacbe, znane. Pomen funkcije f(s) je
razviden iz (4.3), funkeijo f(s) dolotata m(s) in p(s),
Q,(t) in @,(t) se izrazata s P(t). rx so realne kon-
stante, ax, fr kompleksne konstante. Na razli¢nih
konturah c; so razliéne, najve¢ po eno smemo pro-
sto izbrati.

Robni pogoj (4.6") dobimo v ravninski elasto-
mehaniki (gl. [6]), seveda je tam brez ¢lena, ki ob-
sega ¢”(t) in brez Q,(t). To je potrditev, da gre za
problem stene, naSe domneve so se forej uresnicile.

Robni pogoj (4.7"), osiromaSen za ¢élen, ki vse-
buje 2(t), dobimo v teoriji tankih plos¢ [4] s tem

¢lenom, vendar brez él(t), pa v [5]. Pogoj (4.7)
torej vsekakor pomeni problem upogiba plosée.

Definicija 2 (definicija drugega posploSenega
robnega problema)

PoiZ¢i napetostno-deformacijsko stanje ploSce,
tako da bodo na robu izpolnjeni pogoji:

dw,

Ug = §,(t), Uy = gu(t), w, = h(t), —=0.(f) (4.8)
dn

t€¢; u,, vy W, so pomiki srednje ravnine (4.9)

V teoriji tankih plo3¢ seveda ni enatbe (4.8),
saj sta tu pomika u, in v, identi¢no nié.

Prevedba problema na teorijo analitiénih funk-
cij da naslednje robne pogoje

#p(t) —t@' (1) —w(t) = g(t) + Qu(t) (4.8

Q) + 2 @) + o' (t) — h2Q7() = §(t) + Qut)

L= (4.9)
w, = h(s)
Funkcije na desni strani so znane. @, in éz se
izrazata s funkcijo P, torej s preéno obteZbo
q(x,y); g(t) in g(t) pa imata naslednji pomen

g(t) = 8u(u, + iv,) = 8u(g,(t) + g.(t))

G (0 . o) _
dn ds

gt) = —-
11—

z—fﬂ@ﬁHﬂwm

-

(4.10)

Zanimiv je pogoj (4.8"), ki ga v klasi¢ni teoriji
plos¢ ne zasledimo. V tej obliki, osiromaSeni za
&len @,(t), ga sretamo v ravninski elastomehaniki,
torej v teoriji sten. Zanimivo je, da pogoji (4.6"),
(4.7), (4.9") obsegajo tudi ¢len s faktorjem h?, kar
kaZe na vpliv debeline ploste. Pogoj (4.8") takega
¢lena nima.

5. O numeriénem primerjanju rezultatov

Ce npr. primerjamo izraze (1.2) za izraéun na-
petostnega tenzorja v teoriji tankih plos¢ z enacd-
bami (2.2), s katerimi ratunamo komponente na-
petosti v teoriji srednje debelih ploi¢, nas skoraj
preseneti natanénost slednje teorije. Takoj se wvsi-
ljuje vpraSanje, kako ta povefana natanénost vpli-
va na konkretne numeri¢ne izratune. Sprasujemo
se torej, kako (oz. koliko) »napatna« je teorija
tankih plo3¢ oz. za koliko se tisti ¢leni v (2.2), ki
so v (1.2) enaki ni¢, razlikujejo od ni¢. Seveda gre
tudi za podobne primerjave pri izra¢unu pomikov,
enotnih sil in momentov. Zlasti zanimivo je vpra-
$anje, kako Kirchhoffova predpostavka

0y = aZ, 0y = fZ, tay = yZ (5.1)
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o »lihi simetriji« teh treh komponent napetostnega
tenzorja glede na srednjo ravnino vpliva na na-
tanénost izratuna. Prav ta predpostavka ima za
posledico X; = 3, = Ty, = 0 in torej iz celotne ob-
ravnave ploS¢e izkljuéi problem stene. Pri zelo
tankih plo3¢ah je to Ze »po obéutku« prav, pri
debelejSih pa ne. Na vpra8anje, pri kako debelih
plos¢ah postane uporaba Kirchhoffove teorije ne-
smiselna, Zal ne bomo mogli odgovoriti v celoti.
Izkazalo se je, da je odgovor odvisen tudi od rob-
nih pogojev, od pretne obremenitve g, od oblike
plosée. Véasih smo celo presenefeni nad tem, kako
dobra je teorija tankih plo&¢.

Vsaj delne odgovore na postavljena vpraSanja
dajo izracuni, ki smo jih Ze opravili. Doslej smo
napravili izratune samo za kroZne plodce razli¢nih
debelin, ob razliénih robnih pogojih ter ob kon-
stantni in linearno rastoéi pre¢ni obremenitvi q.

Pri numeri¢ni obdelavi smo vzeli ploito s pol-
merom 1m in rezultate, dobljene po obeh teori-
jah, primerjali pri naslednjih razli¢nih debelinah
ploice

2h=1cm, 4cm, 7cm, 10cm, 14em  (5.2)
Za elastiéni konstanti smo izbrali
y=0,3 E=2.101N/m2 (= 200kN/mm?) (5.3)

Obremenitev g smo izbirali glede na debelino
ploice tako, da so bile komponente napetostnega
tenzorja v vseh ratunskih primerih enakega veli-
kostnega reda. Izhajali smo iz predpostavke, da je
debelina ploS¢e prilagojena prefni obremenitvi q.
Seveda smo ostali v obmo¢ju elasti¢nosti plosce.

Glede na robne pogoje smo vzeli naslednje tri
razliéne primere,

Primer 1. KroZna ploSta polmera R je vzdolZ
roba vrtljivo podprta (poloZena) in obremenjena
s konstantno preéno obtezbo g(x,y) = g, = const.

Primer 2. KroZna plos¢a polmera R je wvzdolz
roba togo vpeta in gq(x, y) = q, = const.

Primer 3. KroZna ploS¢a polmera R je vzdolZ
roba togo vpeta in obremenjena z linearno rastoéo

obtezbo
g, (x
2 (R

Pri konkretnem reSevanju postavljenih proble-
mov smo sledili Musheli$vilijevi poti ([6], §80, §81).

(5.4)

Slika 2

Prva dva primera sta tako preprosta, da ju,
reSena po klasi¢ni teoriji, najdemo celo v uébeni-
kih [7].

V naslednjih razdelkih si oglejmo dobljene re-
zultate.

6. PoloZena ploita pri g = g, = const

(Primer 1)

Zaradi kroZne simetrije smo izbrali valjni ko-
ordinatni sistem 7, @, Z. Razlike, ki jih dobimo pri
obeh na¢inih rafunanja, so v tem primeru naj-
manjSe. Tu se namre¢ pokaZe, da so enotine sile
3 2y, Tzy o0z. Z,, 2, T, dejansko enake nit
in sumljiva predpostavka (5.1) je Se najmanj na-
patna.

Dobimo namreé

T o Sty e
32k

342
iy Bl 20 g1 il 3_(4'6“:_21’

_(2 + »)
8h?

Indeks (1) pomeni rezultate, ki smo jih dobili,
Ce smo racunali po teoriji tankih plo3¢, indeks (2)
rezultate, ki sledijo iz druge teorije.

Razlika med obema rezultatoma

2 +
&1)—-w-3k2)k (6.1)
40 8

o8 — g, (1) = q(

je v srednji ravnini = 0. Uvedli smo novo spre-
menljivko

k=—

6.2
= (6.2)

ki pomeni nekakS$no »enotino debelino« plosde.
Izraz, ki je v (6.1) v oklepaju, je reda velikosti 0,1
in razlika med obema izra¢unoma je zelo majhna
in nara$éa linearno glede na k.

Podobne ugotovitve veljajo tudi za o,, medtem
ko je 7;, pri obeh izraéunih enak ni¢. Tudi para-
boliéni napetosti

3
Bl (1 k)
8h

Tr@: 0

sta v obeh izra¢unih enaki. Primerjava numeriénih
rezultatov v ustreznih diagramih je skoraj nepo-
membna, saj se krivulje skoraj prekrivajo.

Podobne izsledke dobimo, &e primerjamo pomi-
ke. Seveda je upogib w = w, + w,Z + w,Z2 + w,Z4
odvisen od spremenljivke Z, kar pomeni, da se
zgornja polovica ploS¢e (nad srednjo ravnino) dru-
gacte deformira kakor spodnja. Dejansko pride do
neznatnih sprememb debeline plos¢e. Te posebno-
sti, ki je pravzaprav pri¢akovana, teorija tankih
plos¢ seveda ne opise.
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Interesantni so pomiki v radialni smeri

2 r2—3—+ yRﬁ)rZ
16D L st ive A

3
S0 e B e
3(1—»?)D 16D 1+
2 R
+E2+9v+‘y 'rhg)Z-—n (2—»)q 73
5 1—»® 12(1 —»)D

2,0 =

R® +

Razlika med obema izraéunoma

sy

oo e ok bk:!)r::i(a + Tk — 6k%)r
2E 20E

je najveéja na robovih plos¢e in je ni v srediitu
pri r = 0. Zanimivo je, da je ta razlika premo
sorazmerna s ¢, veCje pretne obremenitve g pa
terjajo ve&je debeline ploste: torej razlika med
obema izraédunoma je tem veéja ¢im debelejSa je
plod¢a. To pa seveda ni nié¢ novega.

Zanimivo je vsekakor, da v obravnavanem pri-
meru pri enotinih silah in momentih sploh ni raz-
lik med obema izradunoma. Tako obakrat dobimo:

T, O, A

N,:élr, N,=0

G, = L (3 + »)(r— R9),
16

G % [y + 1)r2— (3 + »)R2, H,,=0

7. Togo vpeta plo3éa pri g = q, = const

(Primer 2)

V tem primeru sta enotini sili £, X, razliéni
od nié¢ (T,, = 0) in problemu upogiba je tudi pri-
druZen problem stene. Upraviceno tedaj pri¢akuje-
mo vedje razlike med obema izrafunoma, numeric-
ni izraduni pa ta pri¢akovanja tudi potrjujejo.

Iz rezultatov

% =Z,= —

qh (7.1)

l—p

vidimo, da je napaka, ki jo delamo pri raéunanju
po teoriji tankih plo$¢ premo sorazmerna debelini
plos¢e. Ce predpostavimo, da sta tudi koli¢ini q in
h premo sorazmerni, bi torej lahko ugotovili, da
omenjena napaka narasta celo s kvadratom debe-
line plosce.

Spet si najprej oglejmo komponente napetost-
nega tenzorja

e b o iy R Sl i
320

3q

oD =gy Lo, 2+ @23 a; = a+
4(1 —»h

Razlika

5,2 2y (_

v o 3 I _2 + vks)q
21— 41 —) 8
(7.2)

torej nara$ta premo sorazmerno s g. Natanko isti
rezultat dobimo za ¢,® —g,1). Zanimivo je vse-
kakor, da razlika med obema izraéunoma ni odvis-
na od r, torej od oddaljenosti totke od srediséa. Ce
razliko ¢, — ¢, primerjamo s ¢,, je ta najvetja
pri 6,0 = 0. To pa se zgodi pri r=0,63R. Sl. 3
prikazuje napetosti o, v totkah r =0, r = 0,6R,
r = R, izratunanih po obeh teorijah pri h = 0,07R.
(Na vseh slikah so z izvleéeno ¢érto risane koli¢ine,
dobljene po Stevensonovi teoriji, s értkano pa po
Kirchhoffovi). Sl. 4 prikazuje napetosti o, v tocki
r = 0,6R pri razlitnih debelinah 2h. S slike se
lepo vidi, kako razlike z debelino nara$¢ajo, saj
ima »krivulja« @ povsem drugacen potek kakor
krivulja ®, obe pa pripadata plos¢i h = 0,07R.
Krivulji @, @ se skoraj prekrivata, saj pripade
najtanjsi plo&éi h = 0,005R.

24

\ @:r=0
\ \\ @ r:O,E
-h AR @ r=1
Slika 3
7
DRROO® o M,®: h=007
\\\\ @,®: h=0035
J | ®,®: h=0005
3 .
Sy L hi2
S
=~
Sohol . itimers \ L 6x10° 6

2
X
\\
N

S
\\\
NI\

-h+ *
Slika 4

-hi2

Oglejmo si napetostno komponento ¢,! Tu do-
bimo, da je ¢, = 0 pri » =~ 0,83R. Slikama 5 in 6
pripada podobna razlaga kakor slikama 3 in 4.
Natanéneje si oglejmo sl. 6 oz. ustrezne numeri¢ne
izratune. Pri r = 0,8R na zgornjem robu plo3ce
Z = h ugotovimo naslednje:
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'L hi2 o

-hi21" o S
=3
N
B
-hil s 3 f
Slika 6
pri najtanjsi ploséi (h = 0,005R) predstavlja

-razlika 0, —o, le 0,2% od o,V, torej ¢, —
— 0, = 0,0020,; pri naslednji debelini (h =
= 0,02R) razlika naraste Ze na 39, pri h = 0,05R
na 18°% in pri najdebelej$i plo&&i (h = 0,07R) je
ta razlika Ze 35 %, torej 0,® — g,V = 0,350,).

Zanimive so vrednosti komponente ¢, v sred-
nji ravnini, saj so te po teoriji tankih plo$¢ enake
ni&, v resnici pa so razli¢ne od ni¢. Ce te vrednosti
primerjamo z vrednostmi pri Z=h v »tolki«
r = 0,8R, ugotovimo naslednje:

h = 0,005R — 6,(Z = 0) = 0,06% 0,(Z = h)

h=002R —0,(Z=0)= 1,1% o0,(Z = h)
h = 0,035R — 0,(Z = 0) = 3,7% 0,(Z = h)
h=005R —0,(Z=0)= 85% 0,(Z = h)
h=007TR —0,(Z=10)=20% 0,(Z = h)

Podobne ugotovitve veljajo tudi za komponen-
to o,.

Pri preostalih komponentah napetostnega ten-
zorja med obema izratunoma ni bilo razlik.

Oglejmo si pomike. Seveda je v, = 0. V smeri
koordinate r pa dobimo

v® =T 2Rz in
16D

1 ok
T ) ek Y qr (3 i k2) k
4E 2

V srednji ravnini (k = 0) ni razlik, pri Z = *+ h
pa so razlike najveéje. Razlika med obema izraéu-
noma raste premosorazmerno z oddaljenostjo od
sredi§éa ploSce.

Upogib w, srednje ravnine je po obeh izractunih
enak:

S el Ay (r2 — R2)2
64D

Pri Z # 0 je razlika med obema izratunoma
taka

wy

w® — ) = w,Z + w,Z? + w,Z

pri éemer niti eden od koeficientov ni nié¢. Nume-
riéni rezultati (sl. 7) pokaZejo da je deformacija
zgornje polovice ploSte (Z>0) drugacna kakor
deformacija spodnje polovice in da se v skladu
s pri¢akovanji debelina ploite zmanj3a.

Enotine sile 2,, X, Ty, smo si Zze ogledali. Striz-
ni sili N, = q7/2, N, = 0 sta seveda pri obeh izra-
¢unih enaki.

Torzijska momenta sta nié.

Za upogibne momente dobimo take razlike med
obema izra¢unoma:

GO_GH— v i )
20(1 — »)

in je mo¢no odvisna od debeline plosée. Sl. 8, ki
prikazuje momente pri najdebelejsi plo§éi, nas pre-

h2

-h -hi2 o hi2 h
-8,5%10741 -
e e e ety i LB | 5 @
! ®:r=02
_8_8. O):'r=0
-90+
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pri¢a, da je razlika bistveno manjSa od vrednosti
momentov, v povpretju je pribliZno 10%, teh
vrednosti.

8. Togo vpeta ploi€a pri g __%(T_z + 1)

(Primer 3)

V tem primeru nimamo veé sredidé¢ne simetrije.
Zato smo uporabljali koordinatni sistem x, y, Z.
Napetostno deformacijsko stanje smo morali ra-
¢unati v ve¢ totkah. Odlo¢ili smo se za kvadratno
mreZo totk z ekvidistantnimi wvozli, oddeljenimi
med seboj po 0,3R.

V tem primeru je veéja natanénost Stevenso-
nove teorije najmoé¢neje izraZena. Enotine sile X,
2, in T, so vse razliéne od nié in niso veé kon-
stante ampak so odvisne od x, y.

v

Slicles [A—»)x + (83— »)Rlg,h

2R(3 — »)(1 — )

Sy = — = 3(1 — »)x + (3 — »)Rlq,h,
Y 2R(3_1})(1_?))[( y)x + ( )R]q,
sz=—~2"—-quhy

2R(3 —»)

Podobno kakor v primeru 2 so tudi tukaj eno-
tine sile premo sorazmerne produktu g,k in zato
pri ve&jih debelinah niso zanemarljive. Sliki 9 in
10 podajata potek omenjenih enotinih sil pri h =
= 0,07R.

T - 5.2
3 } i -
12x10° 1 -09-06-03 03 06 09 x
8t 2
.-;.-
1 4
-09-06-03 /] 03 06 09 ¥
v =
-8 8
: L Zy
2 10x10" + :
Slika 9 Slika 10

Enacbe za komponente napetostnega tenzorja so
zelo dolge [3], zato si oglejmo samo izpis za kom-
ponento o;:

9,

o) = —=—"—[(6 + ¥)a® + 3(1 + »)(xy> —R3) +
0 = f(5 4 ) + 30+ @y — R

+ (3 + #)(3Rx — R2)x + 3(1 + 3»)Ry%Z

0. g, ® =&[_,,( Eopnl )+ o
4R VR -y S et

-[(3—»)x + 2R]k — 3[(6 + »)x + 2(2 + v)R]kS}

Tudi v tem primeru razlike premo sorazmerno
naras¢ajo z obremenitvijo g, in so $e odvisne od
koordinate x. Podobne ugotovitve veljajo tudi za
komponento g,. Sliki 11 in 12 podajata potek o; in
oy pri h = 0,07R v togkah T, (0; 0,9) in T, (0,6; 0,3).

Razlike pri komponenti 7;; so podobno kakor
pri o, in 0, premo sorazmerne ¢, in Se odvisne od

koordinate y:
Lt
N SE, O L, (_”_ 43, @—» k3)

4R \3—y 4 8
zZ
N2 17 ~@®
N \ ey
// :
Moz A A -
o T iRg 6 8x10° 06,
et
N @:T (0 09)
= -hi2{ e
// \ \® T2 [0.6; 0,3]
-
- BN
5 _hl : ny
Slika 11
Z
@y 1h o)
\ [ d
\ s b
N\ a2 ~
|
=5k -3 2 3 40’ o,
~ \\ ®: T, (0, 09)
o -hi21 \ @: T, 106; 0.3)
~—
= \
& N
ol \
2 -h -
Slika 12
2
- " ®: T (0; 09)
S @: T, (06, 03)
\"\
. - hi2
e
~
\"\
S 20 B e 4 s BN : et
IR TS e e T RS T T T T L
o~
v
-hi21 e
\\
\\\
-h+ .
Slika 13
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L s w
hi h f j : ,
= T, (0; 09) T (0,6; 0,3) oh L LRIz hi2 b =7
\\ -20
N
hi2 S hi21
/ 21t \Q)
2 1'4 fox
@®:T, (06,0.3)
-hi2t -hi2" -22 @:T,103,06)
. (0]
4 i A s o 1
Slika 14 Slika 15 Slika 16

S slike 13, ki podaja potek 7, pri h = 0,07TR
v to¢kah T, (0; 0,9) in T, (0,6; 0,3), je razvidno, da
je razlika med obema izra¢unoma v totki T, pri
Z = h okoli 60 %o,

PrecejSnje razlike se pojavijo tudi pri kompo-
nenti 7y, ki so sorazmerne produktu g,h. Dobili
smo namre¢:

SO WY, P I

e 2
16R

L2 chalot:| gph
1—y» 1—» ] ad

Razlike med obema izratunoma so najvetje
v srednji ravnini (k = 0). Pri h = 0,07Th v tocki
T, (0; 0,9) pomenijo te razlike 299, (slika 14),
v to¢ki T, (0,6; 0,3) pa le 1,5 % (slika 15).

Izraduna za komponento 7,. se po obeh teorijah
ujemata.

PrecejSnje razlike nastanejo tudi pri pomikih.

Po Stevensonovi teoriji smo dobili:

wi=tet w2 220 P e A
v = 0,7 + v,7°
w=w, + w,Z + w,Z® + w724

kjer so vsi u; v; in w; razliéni od nié. Tudi v tem |

primeru je upogib srednje ravnine po obeh izra-
¢unih enak, medtem ko za totke zunaj srednje rav-
nine nastanejo razlike, ki so najvedje pri Z = + h.
V tocki T (0,6; 0,3) smo pri h = 0,07R dobili:
WA(Z = h) —wM = 24% w, (sl. 16)

Numeriéni izracun tudi v tem primeru potrjuje,
da je deformacija zgornje polovice plo3i¢e razliéna
od deformacije spodnje polovice in da se debelina
plod¢e po deformaciji zmanjsa.

Izraduna za enotini sili Ny se po obeh teorijah
ujemata, pri enotini sili N, pa pride do razlik:

(8 — 3v)

N,® — N,® — 'q,
20R(1 — )

hE

Te razlike so sorazmerne produktu g h? ki z de-
belino ploste zelo hitro narasé¢a.

Podobne ugotovitve veljajo tudi za upogibna
momenta Gz, Gy in torzijski moment Hgy,, kjer raz-
like tudi nara$tajo sorazmerno s produktom g,h?

Na primer:
Gz® — G = USRS [(24 —5» + »?)x +
80(1 —»)R
+ 28 - £ Rlg, R
Hzy® — Hypy V) = A yq,h?
G lx.yp)
2x10° 1
11 o)
N M __/ 4
10 AN ALY
-09 C06N\\ Y 7
i
G T /4
~: -1 (‘D:y =0
\\\ // @: yg =06
Nie—=" @:y =09
-2
Slika 17
G, (x.¥)
1x10°1

N i 7@

\ 2 ¢ : .
i E : 2 Z
09 NJ,E M ____// o8 / 09y
N -
f -
s =1 27 M ixy=0
i =0 Dixg= 06
"“*\--...--,_/ e
—|— @:xy=-06
-2

Slika 18
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Sliki 17 in 18 prikazujeta moment G, pri h =
— 0,07R, sliki 19 in 20 pa torzijski moment Hgy
pri h = 0,07R. S slik je razvidno, da so razlike
med obema teorijama v povpre&ju okoli 10 %o.

Slika 19
er["o-y}_
4Lx10% 1
2_
0;‘3%——-._.._.?;6____...-‘-///{® ¥
-2 :
\
1 =
\‘R:
- H"‘\-‘“};@
j D:ixg=0
@) :x =03
@ 1 Xp = -03
Slika 20

Opomba: Vedno smo primerjali samo absolutne
vrednosti posameznih veli¢in, &eprav tega nismo
posebej poudarjali.

Primer: Enacba

w(Z = h) — wd = 2,4 /o wh
bi se pravilno glasila

|W®(Z = h) — w®| = 2,49 |w®)

9. Sklep

Tako analitiéni kakor numeriéni izsledki priéa-
jo, da se problem upogiba ploste ne pojavlja po-
vsem sam zase, ampak mu je vedno pridruZen
problem stene, ki ga povzrofajo enotine sile X,
Dy Ly

Prav zato je Kirchhoffova predpostavka, da je
v srednji ravnini u, = v, = 0, le dovolj dober pri-

blizek za zelo tanke plos¢e. Enako velja za drugo
Kirchhoffovo predpostavko. Veljavnost te teorije
je Se zlasti obéutljiva na preéno obremenitev q,
saj so napake, ki nastajajo pri ra¢unanju po tej
teoriji, premo sorazmerne g¢. V naSih izractunih
smo pri debelejSih ploS¢ah dopuSéali tudi wvetje
pre¢ne obremenitve, zato smo na doloéenih mestih
dobili zelo velike razlike med obema izraéunoma,
veé od 20 .

Iz numeri¢nih izsledkov je razvidno, da so eno-
tine sile X, X,, Tey, ki so v teoriji tankih plodé
enake nié, v primerjavi s silama N, in N, v po-
vpre¢ju desetkrat manjSe. To je dovolj zgovoren
podatek, ki podpira Kirchhoffovo teorijo. Opazimo
pa tudi, da ima veliko vlogo simetrija. V tretjem
primeru, ko je bilo simetrije $e najmanj, je hil
vpliv sil Z,, 2, Ty, najvedji in razlika med obema
izratunoma najvecja.

Ze povrSen pregled grafov pokaZe, da se izra-
¢una enotinih sil N, N, zelo dobro skladata. Enako
velja za enotine momente in tudi za pomike. Naj-
vetje razlike se pojavljajo pri izraéunih kompo-
nent napetostnega tenzorja.

Lahko bi rekli, da teorija tankih plo$¢ daje zelo
nezanesljive informacije o poteku napetosti v sami
plos¢i. V primeru najdebelejSe plos¢e (h = 0,07R)
so te informacije neuporabne.

Ratunanje po Stevensonovi teoriji je seveda
napornejSe in zlasti daljSe. Lahko trdimo, da sta
ra¢unalniS$ko gledano obe metodi enako zahtevni in
enako ekonomiéni. Ta ugotovitev pa seveda daje
prednost Stevensonovi teoriji, ki zanesljivo daje
realnejSo sliko dejanskega napetostnega in defor-
macijskega stanja v ploSéi.
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