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Stabilnost ravninskih okvirov
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1. UVOD

O bravnavana je  stabilnost ravninskih  okvirov, 
p ri čem er izhajam o iz variacijske form ulacije prob­
lema. V uporabnem  delu članka so prire jen i zgledi 
tako, da je mogoče optim irati konstrukcijo. S tem  
je  bil dosežen višji nam en, kakor pa ga je bilo 
pričakovati ob nastanku  program a, ki je  vsestran­
sko zahteven tako po dim enzijski kakor tud i po 
num erični s tran i in izredno obsežen (25 podpro- 
gram skih modulov s 4000 karticam i). Program  
avtom atično zadošča predpisanim  robnim  pogo­
jem, rešu je posplošeni problem  lastn ih  vrednosti, 
ohran ja pozitivno definitnost geom etrijske m atrike 
in izvaja kondenzacijo togostne m atrike.

Na om ejenem  prostoru  se ne moremo spuščati 
v podrobnosti, k ljub  tem u pa bi radi poudarili ši­
roko uporabnost program skega paketa, ki bo vk lju ­
čen v sistem  program ov SASP na VTŠ v M ariboru.

2. UPOGIBNI UKLON NOSILCEV

O bravnavali bomo pojave nestabilnosti enoos­
nih  elementov, p ri katerih  p riha ja  do deformacij 
samo v eni ravnini, tako da se posamezni prerezi 
lahko prem aknejo v sm eri upogiba, pri čemer za­
nem arim o možnost torzijskih deformacij.

Vzamemo homogen izotropen m aterial te r  se 
omejimo na veljavnost Hookove linearne zveze med 
napetostm i in  deform acijam i. P ri izvajanju enačbe
(1) upoštevam o m ajhne deform acije in  obravnava­
mo konservativne sistem e (za katere menimo, da 
so m ed pojavom  uklona zunanje sile po velikosti in 
sm eri konstantne).

Če predpostavim o, da palica nim a prečne obre­
m enitve in  začetne ukrivljenosti, dobimo
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V prim eru, ko sta tlačna osna sila F in upogib- 
na togost E I konstantni vzdolž osi nosilca, je
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se pojavijo v diferencialni enačbi param etri a>, ki 
dopuščajo netrivialne rešitve in jih imenujemo last­
ne vrednosti.

Slednje dobimo z reševanjem  transcendentne 
enačbe oziroma iskanjem  ničel Besselove funkcije 
(pri sprem enljivi osni sili). Za inženirje v praksi 
sta navedena postopka reševanja preobširna in  za­
pletena te r  te rja ta  preveč časa. Razvile so se nu ­
m erične oziroma približne metode, ki se z natančni­
mi rezu ltati dovolj dobro ujemajo.

3. METODE REŠEVANJA

P ri reševanju stabilnostnih problemov z rav­
notežno in  energijsko metodo se skušamo v veliki 
m eri približati natančnim  rešitvam . V bolj zaplete­
nih prim erih  (pri sprem enljivi obrem enitvi ali pre­
rezu) postane natančno reševanje sila zamudno, če 
ne sploh nemogoče.

Obstajajo metode, s katerim i pridemo na raz­
m eroma lahek in h iter način do rezultatov, ki sicer 
niso popolnoma natančni, vendar v večini prim e­
rov zadoščajo za poenostavljeno reševanje prim e­
rov konstrukcijske prakse.

Problem e fizike, ki predvsem  zanimajo inže­
nirsko prakso, rešujemo v glavnem  po dveh po­
stopkih. V prvem  prim eru rešimo ustrezno dife­
rencialno enačbo, ki je podana za infinitezimalno 
področje z numerično metodo in jo imenujemo me­
toda končnih diferenc (MKD). V drugem  prim eru 
pa uporabim o variacijske metode, s katerim i po 
načelu ekstrem a minimiziramo funkcional П, ki 
velja za celotno področje obravnavanega kontinu­
uma.

P ri tem  se pojavljajo težave vselej, kadar ni 
mogoče najti ustreznega funkcionala, oziroma, 
če ta  sploh ne obstaja (nelinearni problemi). Za 
numerično metodo uporabljam o Ritzov postopek, 
katerega posebna različica je metoda končnih ele­
mentov (MKE), ki omogoča natančno obravnavanje 
r e a l n i h  stru k tu r (sl. 1).

Iz diagram a je razvidno, da je napaka pri izra­
čunu prve kritične sile pri drugem Eulerjevem  pri­
m eru 0,75%  po MKE in 19 %  po MKD, če palico 
razdelimo na dva elementa. Ne bomo poudarjali 
prednosti ene in pom anjkljivosti druge metode, ker 
menimo, da so že toliko znane in nanje ni treba
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Sl. 1. Konvergenčna karakteristika pri Eulerjevem  uklonu palice

še posebej opozarjati. Seveda ni prim erno uporab­
lja ti MKD pri dvodimenzionalnih problem ih sta­
bilnosti, k jer glede na zahtevano natančnost rezul­
ta ta  število enačb izredno naraste.

znanke sistema. Če predpostavim o, da je celotni 
funkcional enak vsoti po posameznih elem entih, je

п  =  2 П е  (7)

3.1. Variacijski problem

Diferencialni enačbi (2) je mogoče prired iti 
funkcional П, definiran z integralno enačbo

katerega minimum je rešitev tega problema.
Z uporabo Eulerjeve enačbe variacijskega ra ­

čuna dokažemo, da zadošča funkcija pod in tegra­
lom v funkcionalu (4) diferencialni enačbi (2) s 
pridruženim a robnim a pogojema

dv =  0 (v je predpisan) (5 a)
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Če razdelimo kontinuum  na končne elemente, 
za katere predpišemo zvezo med funkcijo v polju 
elem enta {u} in vozliščnim vektorjem  {U} v znani 
obliki

{и} =  [Ф]{17} (6)

k jer je [Ф] ustrezno izbrana oblikovna (bazna) 
funkcija, dobimo vozliščne param etre {U} kot ne-

Z minimizacijo enačbe (4) po vozliščnih para­
m etrih  dobimo
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Po vstav ljan ju  enačbe (6) v enačbo (4) in upo­
števanjem  (7) dobi enačba (8) obliko
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Z uvedbo simbolov za togostno

[Ke\
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in geom etrijsko m atriko elem enta

[Ge] =  £ / F [Ф']Т [Ф'] d r  j (10b)



tvorimo enačbo s tru k tu re  po znanih postopkih, p ri 
čemer so robni pogoji v vozliščih (začetek ali ko­
nec elementa) predpisani v skladu s številom pro­
stostnih stopenj elementa. Enačba s truk tu re  se tako 
glasi

([K] —  FkT[G]) {U} =  0 (П)
kjer pom enita

Г g "1
[K] =  [ 2 K eJ (12a)

[G] =  [ i  G J (12b)

Za netriv ialne rešitve homogenega sistem a line­
arnih algebraičnih enačb (11) m ora b iti determ i­
nanta sistem a nič. Postopek reševanja smo pre­
vedli na posplošeni problem  lastn ih  vrednosti

[A] {Z} =  Акг [B] {X }  (13)

kjer je  Akr (lastna vrednost) prem osorazm ernostni 
faktor, ki je  enak kritični sili.

Ne bomo se spuščali v podrobnosti, kako tvori­
mo oblikovne funkcije, am pak priporočamo bralcu 
ustrezno lite ra tu ro  [2, 3, 4], Za prim ere reševanja 
zgledov smo izbrali nastavek

4
v (x) =  2  Ф*(аО Ui (14)

i = l

oblikovno funkcijo, podano s Hermitovimi polino­
mi tre tje  stopnje.

ф1(ж) =  1 — 3 — +  2 — itd. (17)
s2 s3

4. REŠEVANJE PRAKTIČNIH PRIMEROV

K adar je  p ri ravninskih konstrukcijah upogib- 
na togost stebrov in  prečk enakega velikostnega 
reda, s tru k tu re  ne moremo nadom estiti z enim no­
silcem.

Če želimo doseči dovolj natančne rezultate, mo­
ramo obravnavati realno strukturo, s čimer pa 
znatno povečamo obseg dela računalnika. Zglede 
na  slikah obravnavam o kot konzole le v prim erih, 
ko je prečka absolutno toga in  je v njej združena 
vsa masa. S tebri v  tem  prim eru imajo določeno 
togost, vendar zanem arljivo maso (sl. 2 in 3).

Velikost kritične sile lahko zapišemo z enačbo

E l
E k r  =  fc —  (18)

H2

pri čemer je  koeficient prim erjalne uklonske dol­
žine

ß =
]/k

(19)

du
k jer je V(o) =  и г te r —

der
U„ itd. (15) Tabela 1.

x=0
pri čemer m ora oblikovna funkcija ФџЛ) zadoščati Število Izbrani H :B  V itkost E I  V diagram u
pogojem
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etaž profili

ena

ena

šest
Če predpostavim o kot deform irano obliko upo- 

gibnico gredi, dobimo z upoštevanjem  enačb (16) šest

A =  Sk/i na sliki 3

INP 20 3 :1 40 const

INP 10 1 :1 86 const

INP 10 1 :1  117 const

INP 10 1 :3  170 const

Sl. 2. Trietažni okvir s konstantno  
togostjo Sl. 3. Odvisnost kritične napetosti in vitkosti



V prvem  in drugem prim eru je iz prim erjalne 
uklonske dolžine (H =  3 m) izračunana vitkost 
m anjša od 105. Torej doseže tlačna napetost mejo 
sorazmernosti preden pride do uklona. Lahko pa 
postopek računanja obrnemo in iščemo tisto število 
etaž, p ri katerem  je dosežena m eja stabilnosti 
struk tu re (koeficient k  se zmanjšuje, vrednost A pa 
narašča). V zadnjem prim eru sta k  =  1,893 in 
ustrezna kritična sila F kr =  72,0 kN. Iz diagram a 
na sliki 3 dobimo vrednost za Okr =  68 M Pa in 
s tem  popolno ujem anje rezultatov.

Prednosti opisanega postopka so predvsem  v za­
nesljivosti, gospodarnosti in stabilnosti num eričnih 
postopkov, saj je med vsem potekom računanja iz­
ključen človeški faktor.

Torej ni potrebno nikakršno poprejšnje znanje 
o porazdelitvi korenov oziroma pojavljajočih se 
oblikah uklona (sim etričnih ali nesim etričnih).

UPORABLJENE OZNAČBE 

Veličina Simbol

Sl. 4. Večetažni okvir s spremenljivo upogibno to­
gostjo in zunanjo obtežbo

Za zgled na sliki 4 je  k  =  1,59, pri čemer je 
okvir izbran tako, da se sprem injata togost in 
obremenitev.

5. SKLEP

Analiza zgledov je narejena na preprostih  p ri­
merih, pri čemer je edina omejitev zmogljivost 
računalnika (velikost spomina v h itrem  pom nilni­
ku). Ta dopušča reševanje stru k tu r do 40 vozlišč, 
pri čemer lahko izračunamo uklonske oblike za 
vse kritične sile. Pokaže se, da so zelo m ajhna od­
stopanja rezultatov, če predpostavim o enakost po­
mikov in zasukov v posameznih etažah. K er so za 
prakso zanimive le najnižje vrednosti kritičnih sil, 
izberemo v ta  nam en num erični postopek, ki iz­
korišča lastnosti Sturm ovih zaporedij v metodi bi- 
sekcije. Z omenjenim a ugotovitvam a in uporabi si­
m etrije konstrukcije (glede na obliko in obremeni­
tev), bo omogočen vsaj 20-krat večji obseg analiz.

modul elastičnosti E N/mm2 (MPa)
geom etrijski

mom ent vztrajnosti I m 4
zunanja obremenitev F N
funkcional П —
pomik v polju nosilca v m
oblikovna funkcija Ф —
vozliščni vektor U m, rad
togostna m atrika elem enta [Ke] —
geom etrijska

m atrika elem enta [Ge] _
dolžina elem enta S m
število elementov e —
lastna vrednost Akrj OJ2 __

kritična sila F  kr N
togostna m atrika s truk tu re [K] —
geom etrijska

m atrika struk tu re [G]
koeficient kritične sile k —
koeficient prim erjalne 

uklonske dolžine ß _

širina etaže B m
višina etaže H m
kritična napetost O kr N/mm2 (MPa)
vitkost A —

prerez A m 2
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