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1. UVOD

Obravnavana je stabilnost ravninskih okvirov,
pri ¢emer izhajamo iz variacijske formulacije prob-
lema. V uporabnem delu élanka so prirejeni zgledi
tako, da je mogoce optimirati konstrukcijo. S tem
je bil dosezen viSji namen, kakor pa ga je bilo
pricakovati ob nastanku programa, ki je vsestran-
sko zahteven tako po dimenzijski kakor tudi po
numeri¢ni strani in izredno obsezen (25 podpro-
gramskih modulov s 4000 karticami). Program
avtomati¢éno zadoS¢a predpisanim robnim pogo-
jem, refuje posplofeni problem lastnih vrednosti,
ohranja pozitivno definitnost geometrijske matrike
in izvaja kondenzacijo togostne matrike.

Na omejenem prostoru se ne moremo spuscati
v podrobnosti, kljub temu pa bi radi poudarili Si-
roko uporabnost programskega paketa, ki bo vklju-
den v sistem programov SASP na VTS v Mariboru.

2. UPOGIBNI UKLON NOSILCEV

Obravnavali bomo pojave nestabilnosti enoos-
nih elementov, pri katerih prihaja do deformacij
samo v eni ravnini, tako da se posamezni prerezi
lahko premaknejo v smeri upogiba, pri ¢emer za-
nemarimo moznost torzijskih deformacij.

Vzamemo homogen izotropen material ter se
omejimo na veljavnost Hookove linearne zveze med
napetostmi in deformacijami. Pri izvajanju enacbe
(1) upostevamo majhne deformacije in obravnava-
mo konservativne sisteme (za katere menimo, da
so med pojavom uklona zunanje sile po velikosti in
smeri konstantne).

Ce predpostavimo, da palica nima preéne obre-
menitve in zacetne ukrivljenosti, dobimo
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se pojavijo v diferencialni enaébi parametri w, ki
dopuséajo netrivialne resitve in jih imenujemo last-
ne vrednosti.

Slednje dobimo z reSevanjem transcendentne
enatbe oziroma iskanjem ni¢el Besselove funkecije
(pri spremenljivi osni sili). Za inZenirje v praksi
sta navedena postopka refevanja preobSirna in za-
pletena ter terjata preveé €asa. Razvile so se nu-
meriéne oziroma pribliZzne metode, ki se z natan¢ni-
mi rezultati dovolj dobro ujemajo.

3. METODE RESEVANJA

Pri reSevanju stabilnostnih problemov z rav-
notezno in energijsko metodo se skuSamo v veliki
meri priblizati natanénim reSitvam. V bolj zaplete-
nih primerih (pri spremenljivi obremenitvi ali pre-
rezu) postane natanéno reSevanje sila zamudno, ce
ne sploh nemogoce.

Obstajajo metode, s katerimi pridemo na raz-
meroma lahek in hiter naéin do rezultatov, ki sicer
niso popolnoma natanéni, vendar v vedini prime-
rov zado$tajo za poenostavljeno reSevanje prime-
rov konstrukcijske prakse.

Probleme fizike, ki predvsem zanimajo inZe-
nirsko prakso, reSujemo v glavnem po dveh po-
stopkih. V prvem primeru re§imo ustrezno dife-
rencialno enaébo, ki je podana za infinitezimalno
podrotje z numeri¢no metodo in jo imenujemo me-
toda konénih diferenc (MKD). V drugem primeru
pa uporabimo variacijske metode, s katerimi po
na¢elu ekstrema minimiziramo funkcional II, ki
velja za celotno podroéje obravnavanega kontinu-
uma.

Pri tem se pojavljajo tezave vselej, kadar ni
mogofe najti ustreznega funkcionala, oziroma,
¢e ta sploh ne obstaja (nelinearni problemi). Za
numeri¢no metodo uporabljamo Ritzov postopek,
katerega posebna razli¢ica je metoda konénih ele-
mentov (MKE), ki omogoc¢a natanéno obravnavanje
realnih struktur (sl 1).

Iz diagrama je razvidno, da je napaka pri izra-
¢unu prve kriti¢ne sile pri drugem Eulerjevem pri-
meru 0,75 % po MKE in 19°% po MKD, ¢e palico
razdelimo na dva elementa. Ne bomo poudarjali
prednosti ene in pomanjkljivosti druge metode, ker
menimo, da so Ze toliko znane in nanje ni treba
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Sl. 1. Konvergenéna karakteristika pri Eulerjevem uklonu palice

Se posebej opozarjati. Seveda ni primerno uporab-
ljati MKD pri dvodimenzionalnih problemih sta-
bilnosti, kjer glede na zahtevano natan¢nost rezul-
tata Stevilo enaéb izredno naraste.

3.1. Variacijski problem

Diferencialni enaébi (2) je mogode prirediti
funkcional 11, definiran z integralno enatbo

25,12 din2
H=EI[EI(d—U)—F(£)]dx @)
2 da? dx.
katerega minimum je reSitev tega problema.
Z uporabo Eulerjeve enatbe variacijskega ra-
¢una dokaZemo, da zadoi¢a funkcija pod integra-

lom v funkcionalu (4) diferencialni enadbi (2) s
pridruZenima robnima pogojema

dv =20 (v je predpisan) (5 a)
dv' =10 (@ je predpisan) (5Db)
dx

Ce razdelimo kontinuum na kontne elemente,
za Kkatere predpiSemo zvezo med funkcijo v polju
elementa {v} in vozli§énim vektorjem {U} v znani

obliki
v} = [2]{U} (6)

kjer je [@] ustrezno izbrana oblikovna (bazna)
funkcija, dobimo vozli§¢ne parametre {U} kot ne-

znanke sistema. Ce predpostavimo, da je celotni
funkcional enak vsoti po posameznih elementih, je

s @

7 minimizacijo enacbe (4) po vozlis¢nih para-
metrih dobimo
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Po vstavljanju enaébe (6) v enatbo (4) in upo-
Stevanjem (7) dobi enadba (8) obliko
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Z uvedbo simbolov za togostno

[Ke] = [jE I[D"]T [@"] dx] (10a)
in geometrijsko matriko elementa
[Ge]l = [ Of FO']T (@] dx] (10b)
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tvorimo enacbo strukture po znanih postopkih, pri
éemer so robni pogoji v vozlis¢ih (zatetek ali ko-
nec elementa) predpisani v skladu s Stevilom pro-
stostnih stopenj elementa. Enac¢ba strukture se tako
glasi

(K] —Fu: [GD {U} =0 (11)

kjer pomenita
[K] = [Z Ke] (12a)
161=13 c.] (12b)

Za netrivialne resitve homogenega sistema line-
arnih algebraiénih ena¢b (11) mora biti determi-
nanta sistema ni¢. Postopek reSevanja smo pre-
vedli na posploSeni problem lastnih vrednosti

[A] {X} = A [B] { X} (13)

kjer je Axr (lastna vrednost) premosorazmernostni
faktor, ki je enak kritiéni sili.

Ne bomo se spus¢ali v podrobnosti, kako tvori-
mo oblikovne funkcije, ampak priporotamo bralcu
ustrezno literaturo {2, 3, 4]. Za primere reSevanja
zgledov smo izbrali nastavek

4
V@) = 2 Diw) Ui

2 (14)
i=1
[
kjer je vy = U, ter d—”: =U, itd. (15)
dx |x=0
pri ¢emer mora oblikovna funkcija @) zadoScati
pogojem
do
@D,(0) =1 - 1|‘. =
d;’ fx=0 itd.  (16)
D,(s) =0 1T =0
dx |e=s

Ce predpostavimo kot deformirano obliko upo-
gibnico gredi, dobimo z upoS§tevanjem enaéb (16)
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Sl. 2. TrietaZni okvir s konstantno
togostjo

oblikovno funkcijo, podano s Hermitovimi polino-
mi tretje stopnje.

e i)

Dy =1—3—+2—

s? fixd

itd. (17)

4. RESEVANJE PRAKTICNIH PRIMEROV

Kadar je pri ravninskih konstrukecijah upogib-
na togost stebrov in preck enakega velikostnega
reda, strukture ne moremo nadomestiti z enim no-
silcem.

Ce Zelimo doseéi dovolj natanéne rezultate, mo-
ramo obravnavati realno strukturo, s Cimer pa
znatno povetamo obseg dela ra¢unalnika. Zglede
na slikah obravnavamo kot konzole le v primerih,
ko je preéka absolutno toga in je v njej zdruZena
vsa masa. Stebri v tem primeru imajo doloéeno
togost, vendar zanemarljivo maso (sl. 2 in 3).

Velikost kritiéne sile lahko zapiSemo z enachbo

EI
Fkr:k_

H2

(18)

pri ¢emer je koeficient primerjalne uklonske dol-
Zine

(19)

Tabela 1.

Stevilo Izbrani H:B Vitkost EI

V diagramu

etaz profili A= sfi na sliki 3
ena INP20 3:1 40 const a
ena INP10 1:1 86 const b
Sest INP 10 11 - 1T const c
Sest INP 1083 He 170 const d
[}
- a Btee d
\ |
\

I

Sl. 3. Odwisnost kritine napetosti in vitkosti
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V prvem in drugem primeru je iz primerjalne
uklonske dolzine (H = 3m)
manjS$a od 105. Torej doseZe tla¢na napetost mejo
sorazmernosti preden pride do uklona. Lahko pa
postopek ratunanja obrnemo in iS¢emo tisto Stevilo
etaZ, pri katerem je dosezena meja stabilnosti
strukture (koeficient k se zmanjsuje, vrednost 1 pa
narai¢a). V zadnjem primeru sta k = 1,893 in
ustrezna kriti¢na sila Fy, = 72,0 kN. Iz diagrama
na sliki 3 dobimo vrednost za oixr = 68 MPa in
s tem popolno ujemanje rezultatov.
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Sl. 4. VecetaZni okvir s spremenljivo upogibno to-
gostjo in zunanjo obteZbo

Za zgled na sliki 4 je k = 1,59, pri ¢emer je
okvir izbran tako, da se spreminjata togost in
obremenitev.

5. SKLEP

Analiza zgledov je narejena na preprostih pri-
merih, pri ¢emer je edina omejitev zmogljivost
ratunalnika (velikost spomina v hitrem pomnilni-
ku). Ta dopusta refevanje struktur do 40 vozlise,
pri Cemer lahko izratunamo uklonske oblike za
vse kriti¢ne sile. PokaZe se, da so zelo majhna od-
stopanja rezultatov, ¢e predpostavimo enakost po-
mikov in zasukov v posameznih etaZah. Ker so za
prakso zanimive le najniZje vrednosti kriti¢énih sil,
izberemo v ta namen numeriéni postopek, ki iz-
kori§éa lastnosti Sturmovih zaporedij v metodi bi-
sekcije. Z omenjenima ugotovitvama in uporabi si-
metrije konstrukcije (glede na obliko in obremeni-
tev), bo omogoéen vsaj 20-krat vedji obseg analiz.

jizradunana vitkost

Prednosti opisanega postopka so predvsem v za-
nesljivosti, gospodarnosti in stabilnosti numeriénih
postopkov, saj je med vsem potekom ratunanja iz-
kljuéen ¢loveski faktor.

Torej ni potrebno nikakrsno poprejinje znanje
o porazdelitvi korenov oziroma pojavljajoéih se
oblikah uklona (simetriénih ali nesimetriénih).

UPORABLJENE OZNACBE

Veli¢ina Simbol
modul elasti¢nosti E N/mm?2 (MPa)
geometrijski

moment vztrajnosti I m*
zunanja obremenitev F N
funkcional I —
pomik v polju nosilca v m
oblikovna funkeija D —
vozliséni vektor U m, rad
togostna matrika elementa [K,] —
geometrijska

matrika elementa [Ge] =
dolZina elementa s m
Stevilo elementov e —
lastna vrednost i (e e
kriti¢na sila Fir N
togostna matrika strukture [K] —
geometrijska

matrika strukture [G] —
koeficient kritiéne sile k —
koeficient primerjalne

uklonske dolZine i} —
girina etaZe B m
vi§ina etaze H m
kriti¢na napetost Okr N/mm? (MPa)
vitkost A —
prerez A m?
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