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Prenos toplote v vrteninah s postopkom robnih elementov
POLDE SKERGET in ANDRO ALUJEVIC
1. Uvod 1 A
= W=l , ar=22 @
V prejdnji razpravi (SV 81/1—3) smo porodali 27 2m 1 On

o postopku robnih elementov pri prevajanju toplo-
te v ravninskih prerezih trdnih teles. Takrat smo
imeli na voljo ra¢unalniski program s konstantnimi
in linearnimi elementi za ravninske probleme
Z mejnimi pogoji prve in druge vrste. Prikazali
smo svoje prve rezultate, ko je bila podana robna
temperatura oz. toplotni tok, uporabili pa smo
samo konstantne elemente. Kmalu po tej objavi
nam je uspelo odpraviti teZave, ki smo jih imeli
z racunalniSkim programom za linearne elemente,
ter izdelati program s kvadratnimi elementi. Prav
tako smo vgradili tudi meSane (konvekcijske) po-
goje tretje vrste in o tem poroéali na 6. simpoziju
termikov, ki je bil na Bledu v maju 1981. Sedaj
smo v okviru raziskovalne naloge »Uporabnost rob-
nih numeriénih metod« (program jedrske energe-
tike) razSirili svoje preracune tudi Ze na osnosi-
metriéne probleme teles, ki jih obravnavamo v me-
ridianskih prerezih, posebej $e s kvadratnim (pa-
raboliénim) robnim elementom, ki ima tri vozlis¢a.

2. Osnove

Vodilna diferencialna enatba prevajanja toplo-
te v ustaljenih razmerah je

Vit+ p/i=0 (1)

kjer pomenijo t temperaturo, p gostoto toplotne
mo¢i in A toplotno prevodnost, medtem ko so ust-
rezni robni pogoji prve, druge in tretje vrste

q=—42i0t/on=q, q=alt—t) (2)

kjer pomenijo g toplotni tok, n smer normale na
povriino, a toplotno prestopnost in t, temperaturo
fluida, ki obliva obravnavano telo.

S postopkom robnih elementov preide zgornja
enaéba v integralsko obliko, ki jo za ravninski pri-
mer N elementov zapiSemo

t=1t,

N
c(P) t(P) + 21;“8) g2*(P, S) dI'(S) =

M
= X fa(S) tz*(P, S) dI'(S) + X | p(s) t2*(P, s) d2(s)
n=11In m=18m (3)

N
kjer je sklenjen rob I' = X I',

n=1

M
oklepanega prereza 2 = 3 Q

m=1

in pomenijo ¢ karakteristi¢no stalnico, P to¢ko vira
toplote, S referenéno to¢ko na robu oziroma s re-
ferentno totko v oklepanem obmoéju, medtem ko
sta »osnovna« reSitev in njen gradient

kjer je r = J/(x —x)* + (y —v)>
Enacbo (3) lahko prevedemo v matri¢ni zapis

Ht=Gq+b )

kkjer koeficiente hy; in g;; dolo¢imo z numeri¢no in-
tegracijo oz. analitiéno v singularnih primerih,
medtem ko velja hi = — > hij, j F=i.

3. Vrienine

V meridianskem polprerezu £, katerega pozi-
tivni obris je I's, velja nekoliko spremenjena enac-
ba (3) v obliki

N
c(P) t(P) + gﬂ[ t(S) qo*(P, S) R(S) dI'y(S) =

N
= 2 [ a(S) to*(P, S) R(S) dI'o(S) +

n=11no

M
+ 2 [ ps) to*(P, s) d2(s) (6)

m=18mo
kjer sta »osnovna« refitev in njen gradient

K(m)
t* = ——— i
Rdftg Va+b e

s, & { Br
% tm )t 12RE)
: [RE(P) —R¥S) + Z®) —ZOF K(m)] .

a—Db
Z(PYr===Z(S)
b

Pl E(m) %z(S)}

kjer sta K in E popolna eliptiéna integrala prve
oz. druge vrste, medtem ko so oznafbe m = 2b/
/(@ + b), a = R2P) + R%(S) + [Z(P) —Z(S)]?in b =
= 2R(P) R(S) ter ¢, ki pomeni kot med normalo in
ustrezno koordinatno smerjo v referenéni tocki.
Kadar je vozlid¢e na vrtilni osi (R(P) = 0), velja
m =0 in K(0) = E(0) = n/2, medtem ko osnovna
reSitev (7) preide v ustrezno tridimenzionalno, po-
mnozeno z 2.

Ce totka P ne leZi na elementu, popolne elip-
ticne integrale aproksimiramo s polinomi, &lene
hij in gi; pa raéunamo numeri¢no. Kadar pa P lezi
na elementu, postanejo integrali singularni. Osnov-
no refitev in njen gradient predstavimo tedaj z Le-
gendrovimi funkcijami druge vrste
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to* = 8" Q_,(y)/(4n b'%) (8)
e <
g feqslas :[Q-;, 0
47 R(S) b 2
| RY(P) — RX(S) + [Z(P) — Z(S)]* dQ 1 0)]
b dy
Z(P)—Z(S &
(P) (S) d@ f.{?)q}m(s)]
R(P) dy

- @ar(S) +

kjer je argument y =1+ (a—Db)/b in 1<y < o0,
Za majhne vrednosti parametra y —1 raéun po-
enostavimo z aproksimacijama

1 -1
Q@b mr—=ln’
2 32

1
2(y—1)

Singularne integrale lahko z izrazoma (9) vred-
notimo analitiéno. Pri viSjerednih elementih posta-
nejo ti integrali preobSirni za analiti¢no reevanje
v celoti. Tedaj jih razvijemo tako, da osamimo vo-
dilni singularni izraz, ki ga integriramo analiti¢no,
medtem ko preostanek izradunamo numeriéno.

Integrale elementov blizu vrtilne osi ne more-
mo integrirati po celotni dolZini elementa, ker po-
stane parameter y velik v to¢kah dale¢ stran od
totke singularnosti. Singularnost v tem primeru
ogradimo s segmentom elementa dolzine L, kjer
aproksimacije (9) veljajo. Preostali del elementa
nato radunamo tako, kakor da bi bil loéen element.

dQ, (y)/dy = — )

4, Paraboli¢ni elementi

Resitev enaéb (3) oz. (6) pois¢emo tako, da pred-
postavimo linearno oz. konstantno spreminjanje
temperature in toplotnega toka v posameznem ele-
mentu. UgodnejSe razmere doseZemo s »kvadratni-
mi« elementi, kjer funkecijo in njen odvod (t,q)
podamo s kvadratno parabolo, samo geometrijo pa
z ravnimi segmenti (anizoparametri¢ni robni ele-
menti).

Vrednosti temperature in njenega gradienta
v poljubni to¢ki elementa podamo s tremi vozlisé-
nimi vrednostmi s pomoé¢jo naslednjih zvez

t6) =9t , q)=Pg (10)

kjer so t={ti,t2t3}, q={q1,q2,q} in =
= {8.(E—1), 1—&), (£ + 1)} pomeni interpo-
lacijske polinome. Ker geometrijo elementa pred-
stavljajo ravni odseki, veljajo relacije

x@) == - y@) =Py (11)
kjer so x = {x1, 3}, ¥ = {ys, ys} in ¥ = {}(1 —§),
(1 + &} ter J = L/2, ki pomeni Jacobijanko rav-
nega elementa (slika 1).

Izratunane vrednosti komponent hj; in gi; smo
podali v poroéilu o raziskovalni nalogi [1] in jih
zaradi obseZnosti tukaj ne bomo navajali. Omejimo
se na primere posebnih leg elementov, ko izrazi po-
stanejo preprostejsi.

Sl. 1. Robni element

Za navpitne elemente (@ = 0) velja:
a) pri vmesnem vozliséu P(£ = 0)

go2 = 4L(4 — 3 In (L/16R(P)))/9

g21 = ges = L(1 —3 In (L/16R(P)))/9 12)

het = hes = L @ur(2 + 3 1n (L/16R(P)))/18R(P)

b) pri krajnem vozli§¢u P(§ = — 1)

g11 = L(17—61n (L/8R(P)))/18

g1z = 2L(5 — 6 In (L/8R(P)))/9

g13 = L(— 1 — 6 In (L/8R(P)))/18 (13)

hie = L @ar (1 + 6 In (L/8R(P)))/9R(P)

his = L @ar (T + 6 In (L/8R(P)))/36R(P)

c¢) kadar je krajna totka v wvrtilni osi, tj.
Pt = *1) oz. R(P) = 0

gs1 = g3 = — g1 = g13 = 7 L(sin ¢)/3

gs2 = — g1z = 4x L(sin ¢)/3 (14)

medtem ko so takrat vsi éleni hj; ni¢ zaradi orto-
gonalnosti n in .

53 51 49
i 47
_?
o8, 045
o7 Q43
t, =400 °C
a =300W/m? K
6,

# 24mm L

15,2 mm

1 3 5 ¥ gt 1 BlisSsan
t, =1000 °C, @ =550 W/mZK

Sl. 2. Model ventila
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5. Primer rezultatov

Kot radunski. zgled za ponazoritev uspeSnosti
opisanega postopka predstavljamo model beta mo-
tornega ventila (slika 2), ki smo ga simulirali s 26
robnimi elementi (53 vozli§¢). Uporabili smo kon-
vekcijske robne pogoje — spodaj t; = 1000°C in
a =550 Wm2K oz zgoraj t,=400°C in a=
300 W/m? K. Rezultate v robnih in nekaterih no-
tranjih to¢kah podaja tabela.

Rezultati
Robna
tocka T z t q

st. mm mm oc W/mm?

1. 0,0 0,0 7415 — 0,142

2. 1,0 0,0 740,8 — 0,142

3. 2,0 0,0 741,8 — 0,142

4, 3,0 0,0 741,8 — 0,142

5. 4,0 0,0 742,5 — 0,142

6. 5,0 0,0 742.8 — 0,141

7. 6,0 0,0 743,4 — 0,141

8. 7,0 0,0 743,7 — 0,141

9. 8,0 0,0 744,2 — 0,141
10. 8,5 0,0 744 4 — 0,141
11 9,0 0,0 7445 — 0,140
12 9,5 0,0 744,7 — 0,140
13 10,0 0,0 7447 — 0,140
14 10,6 0,0 744,9 — 0,140
15 11,2 0,0 745,0 — 0,140
16 11,4 0,2 7447 — 0,140
17 11,6 0,4 7444 — 0,141
18 11,8 0,6 744,0 — 0,141
19 12,0 0,8 743,6 — 0,141
20 12,0 1,2 742,3 0,103
21 12,0 1,6 741,5 0,102
22 11,8 1,8 741,4 0,102
23 11,6 2,0 741,2 0,102
24 11,4 2,2 740,9 0,102
25 11,2 2,4 740,7 0,102
26 10,6 2,6 740,5 0,102
27 10,0 2,8 740,2 0,102
28 9,4 3,0 739,8 0,102
29 8,8 3,2 739,2 0,102
30 8,4 3,4 738,9 0,102
31 8,0 3,6 738,2 0,101
32 7,4 3,8 737,6 0,101
33 6,8 4.0 736,8 0,101
34 6,2 4.2 736,0 0,101
35 5,6 44 734,8 0,100
36 5,0 48 732,9 0,100
37 4,4 5,2 730,7 0,099
38 4,0 5,8 727,17 0,098
39 3,6 6,4 724,8 0,097
40 3,2 7,0 721,5 0,096
41 2,8 7,6 T17:3 0,095
42 2,6 8,8 709,2 0,093

Robna
toéka T -4 t q
§t. mm mm oc W/mm?
43, 2,4 10,0 701,9 0,091
44, 2,4 11,0 696,3 0,089
45, 2,4 12,0 691,9 0,088
46. 2,4 13,0 688,4 0,087
47, 2,4 14,0 685,8 0,086
48. 2,4 14,6 684,7 0,085
49, 2,4 15,2 683,9 0,085
50. 1,8 15,2 684,4 0,085
51, ; (2] 15,2 684,9 0,085
52. 0,6 15,2 684,9 0,085
53, 0,0 15,2 685,2 0,085
Notr.
toéka T z t

it. mm mm /!

1 |4 10,0 0,4 744,0

2. 10,0 0,8 743,3

3. 10,0 1,2 742,6

4, 10,0 1,6 741,9

B 11,2 1,2 742,6

6. 1,2 8,0 714,0

7. () 10,0 702,5

8. 12 12,0 697,3
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