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Postopek robnih elementov v ravninski elastomehaniki

IZTOK POTRC, ANDRO ALUJEVIC

1. Uvod

Ob postopkih konénih razlik (MKR) in konénih
elementov (MKE) se v zadnjem ¢asu uveljavljajo
tudi metode robnih elementov (MRE). Ta posto-
pek je numeriéna metoda, pri kateri vodilno dife-
rencialno enacbo transformiramo v integralsko
enatho za rob definicijskega obmoéja, katerega
razdelimo na dolofeno Stevilo segmentov. Taksna
diskretizacija privede do sistema simultanih line-
arnih enaéb za neznane pomike in reakcije na robu
obmoéja. Spremenljivkam na robu predpiSemo po-
tek s polinomi. Torej podobno kakor pri MKE tudi
pri MRE loéimo konstantne, linearne in visjeredne
robne elemente. Ce se v telesu pojavljajo tudi no-
tranje sile, npr. zaradi teZnosti, magnetizma, centri-
fugalnih in termiénih sil, moramo njihov vpliv in-
tegrirati po notranjosti obmoé&ja, vendar to ne pri-
na3a dodatnih vozli§¢ oziroma novih neznank.

Ker imajo konéni elementi dolo¢ene neresljive
tezave, npr. zaradi napetostnih singularnosti, kar
se ne da odpraviti z delitvami na gostejSe mreZe,
s0 robni elementi primerni predvsem za take pri-
mere. Vendar tudi robni elementi niso brez nadlog,
npr. kadar lastnosti snovi niso homogene. Zato
v takih primerih lahko uporabljamo oba postopka,
tj. MKE in MRE zdruZeno.

Postopek robnih elementov je v primerjavi
z MKE in MKR tudi ugodnej$i za uporabnika, saj
je priprava podatkov mnogo preprostej$a, ra¢unski
&asi pa precej krajSi in torej cenejsi, obenem pa
so Se rezultati navadno boljsi.

2. Zasnova

Pri robnih elementih delamo z modelom, ki za-
do$ta vodilnim enadbam, ima pa doloteno 3tevilo
nedolotenih koliénikov, ki jih poiséemo s pomoéjo
robnih pogojev v vozlis¢ih na konturi telesa.

Vodilne enafbe elastomehanike (ravnotezna,
konstitutivna in deformacijska) ter njihove robne
pogoje (pomike % in sile p) zdruzimo z nacelom
virtualnih pomikov v obliko

§ (gjx,; + b)) u* dQ =
= [ (pxk —px) w*x dlp + § (uk —ux) p*dlv (1)

kjer so o napetosti, b prostorske ozir. p povrSinske
sile, u pomiki, medtem ko sta 2 obmoé&je in I' nje-
gov rob. Z integracijo enacbe (1) dobimo

cul + fux p*dl’ = [ pru*dl’ + [bru*udQ (2)

kjer je karakteristi¢na stalnica ¢ = 1 v notranjih
toékah in ¢ = } na robu, medtem ko pomenita p*
in u* sile oziroma pomike v smeri k zaradi enotne
obremenitve toéke i v smeri I. S postopkom rob-
nih elementov tako dobimo enatbo v matriéni
obliki

Ku=Gp+b (3)

ki jo razref§imo z numeriénimi sredstvi na racun-
skem stroju. Tako dobimo robne pomike in reakci-
je, notranje vrednosti pomikov pa dolo¢imo pose-
bej iz robnih vrednosti pomikov.

Ustrezne osnovne reSitve za u* in p* so pri izo-
tropiji za prostorska in ravninska telesa naslednje
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Napetosti dolo¢imo iz pomikov z obrazcem
6ij = § Dgij px dI' — [ Skij ux dI" + § Dy;j b dQ (8)

kjer sta ustrezni zvezi
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kjer so: B = dimenzija naloge (2D ali 3D), A ==
=B — 1 o@e=B: -kl

3. Rezultati

Z opisano metodo smo obdelali dva zgleda —
debelostensko cev z notranjim tlakom (slika 1) in
zobnik, obremenjen s silo (slika 2).

DEBELOSTENSKA CEV: Zaradi simetrije smo
upostevali samo en kvadrant, ki smo ga modelirali
s 34 robnimi elementi, katerih vozlii¢a so v te-
zis¢ih daljic. Rezultati so bili zelo dobri. Primerjali
smo obroéne napetosti, ki so se ujemale z znano
analitiéno reSitvijo (napaka 49 zaradi grobosti de-
litve). Samo v vogalih kvadranta cevi je bila na-
paka do 209 zaradi spremembe pogoja v kotu,

notranji
tlak p =100 MPa

10.3 95 103

11,9
1991 {88i(84)

[11,6)

1.4
183

250  (179) i
378 (248]

138,2)

73,5 MPa
(70.8)

Sl. 1. Debelostenska cev

kar pa lahko povsem izlo¢imo le z obravnavo ce-
lotnega prereza cevi oziroma z uporabo visjered-
nih robnih elementov. V notranjih toékah so se
gibali rezultati prav tako zelo blizu analiti¢nim re-
Sitvam (napake 390), razen tik ob robu, kjer so
nenatanénosti razmeroma velike v pasu, ki sega
do pol dolZine robnega elementa v neposredni bli-
zini. Ta napaka seveda ni bistvena, pomagamo si
lahko z interpolacijo v obrobju, saj so robne vred-
nosti pravilne.

ZOBNIK: Ker so bile znane numeri¢ne refitve,
dobljene z MKE (200 elementov in 121 vozlis¢),
smo ta primer obdelali z 61 robnimi elementi. Ob
manjsi porabi ¢asa (50 %) smo dobili boljse rezul-
tate kakor [1].

4, Sklep

Z analizami smo se prepricali, da za nase po-
trebe lahko uporabljamo postopek robnih elemen-
tov. Na voljo imamo ustrezne ravninske toplotne
[2], elastomehanske [3] in plastomehanske [4] pro-
grame, ki smo jih dobili pri Computational Mecha-
nics Ltd. Southampton [6—10]. Ker dobljeni pro-
grami vsebujejo le osnovne konstantne robne ele-
mente, vgrajujemo vanje viSjeredne elemente, lo-
tili pa smo se tudi termoelasti¢nosti in osnosime-
triéno obremenjenih vrtenin [11].

112,5mm
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Sl. 2. Model korena zoba
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Dimenzioniranje na verjetnostni osnovi*

MAKS OBLAK, BRANKO BUTINAR

Uporaba raéunalnika v inZenirski praksi omogoéa manj zamudno refevanje z no-
vimi metodami Ze prej redljivih problemov, hkrati pa omogoéa obravnavanje poja-
vov, ki jih do sedaj ni bilo mogofe radunsko refevati. Podrofje uporabne mehanike
je aplicirano na verjetnostno analizo koncentracije napetosti in sredi$éne prehodne
razpoke. Zlasti mehanika loma je izredno aktualna in bi se morala vkljuéiti v pro-
grame dodiplomskega $tudija kot vzgojna disciplina.

1. Uvod

Ko naértujemo konstrukeijo, njena odpornost ni
vnaprej povsem dolofena, saj je odvisna od spre-
menljivih mehanskih lastnosti materiala, neznane
natanénosti izdelave, morebitnih napak itd. Doslej
smo vajeni dimenzionirati strojne dele in naprave
s postopkom dopustnih napetosti. Vse polno pa je
dokazov, da postopek dopustnih napetosti, zlasti
pri stati¢no nedoloéenih konstrukcijah, stabilnost-

‘nih problemih, vplivu zaostalih napetosti in kon-
centracij napetosti ne omogoéa ustreznega vpogleda
v dejansko varnost konstrukcij. Tudi obremenitev
se spreminja in je negotova zlasti pri vplivih, ki
jih €lovek ne more obvladati. Zato se pojavlja mne-
nje, da je deterministiéno gledanje na reSevanje
zgoraj navedenih problemov neustrezno.

* Delo je sofinancirala RSS, 5t. pogodbe C2-0132/7985-81.

2. Teoreti¢ne osnove

a) Kriti¢no silo obojestransko &lenkasto pritrje-
ne palice izratunamo po enaé¢bi

n*EI

Fir = 3 (1)

Praksa kaZe, da smemo predpostaviti porazde-
litev parametrov palice E, I in L tako, da za opis
ustrezne porazdelitve zado$ata ocenjeni vrednosti
za parametre u in s. Npr. sluéajna spremenljivka E
je dolo¢ena z (E, §g). Sedaj postane tudi Fy, slu-
¢ajna spremenljivka in moramo dobiti njeno po-
razdelitev, da lahko nadaljujemo s konstruiranjem
na verjetnostni osnovi. Natanéno porazdelitev Fi.
je teiko dobiti, laZze dobimo oceni za parametra
UFy 0 8py.

Oceni dobimo z razvitjem v Taylorjevo vrsto.



