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Analiza deformacij in napetosti s preprostimi in izoparametriénimi
konénimi elementi na miniradunalniku

ANTON JEZERNIK

1. UVOD

Analize deformacij in napetosti po metodi koné-
nih elementov za primere dveh in treh razseZnosti
so dandanes v praksi Se vedno vezane preteZno na
uporabo veé¢jih ra¢unalniskih sistemov po multi-
programskem naéinu dela, le priprava podatkov in
obdelava rezultatov se izvajata pogosto na mini-
ratunalnikih. V nasi praksi je na voljo Se vedno
razmeroma le malo zmogljivih veéjih raéunalnifkih
sistemov, pa tudi obstoje¢i ve&ji sistemi wveéinoma
niso opremljeni s kakovostno programsko opremo
za take analize.

Zato je za uporabnike pomembno vedeti, da je
tudi obseznejSe in zahtevne analize po metodi koné-
nih elementov mogoée izvajati na domadih mini-
ra¢unalniSkih sistemih, ki so se v zadnjih letih
v gospodarstvu zelo razSirili. Za analize deformacij
in napetosti po metodi konénih elementov na takih
sistemih pa je pomembno, da uporabnik ¢imbolj
optimalno modelira problem (izbere tip konénega
elementa) in izbere tako tehniko reSevanja, pri ka-
teri so radunski &asi ¢imkrajsi.

Nekaj smernic za optimalno izbiro modela in
reSevanje napetostnih problemov po metodi koné-
nih elementov na miniradunalnikih je v tem pri-
spevku.

2. TEORETICNE OSNOVE
2.1. Osnovne enacbe

Teorija metode konénih elementov za probleme
elastomehanike je dobro znana [1], zato je podan
tukaj le pregled osnovnih enacb, pomembnih za
obravnavo preprostih in izoparametriénih konénih
elementov.

Za konéni element e, ki ga omejujejo vozlis€a

1, 2, 3, ... n, je vektor pomikov v vsaki toéki zno-
traj elementa definiran z
{u} = [a] {c} 1)

kjer je {u} vektor pomika v polju elementa. Pra-
vokotna matrika [a] je t.i. poljska matrika, {c} pa
je vektor konstant. VozliS¢e je robna totka polja,
kjer zavzame pomik predpisane vrednosti. Za robne
pogoje lahko torej zapiSemo

{uk} ={U} in [a¥] = [d]

pri temer je k — konturna vrednost, enatba (1) pa
dobi obliko
{U} = [a¥] {c}

kjer je [a¥] poljska matrika robnih vrednosti. Ce
iz zgornje enadbe izrazimo {c} in ga vstavimo v
enatbo (1) dobimo enaébo

{u} = [a] [e*] {U} = [N] {U} (2)

kjer je [N] oblikovna matrika ali funkcija (tudi in-
terpolacijska matrika), katere komponente so funk-
cije pozicije, {U} pa je vektor pomikov v vozli-
8¢ih elementa. Izbira oblikovne matrike je velikega
pomena za analize po metodi konénih elementov.
Specifi¢ne deformacije {¢} in napetosti {¢} v od-
visnosti od vozliSénih pomikov pa izhajajo iz na-
slednjih relacij:

{e} = [d] {u} = [d] [N] {u} 3)

{o} = [E] {e} = [E][d][N] {U} + {0} 4)

kjer sta [E] matrika elasti¢nosti, {st} pa vektor to-
plotnih obremenitev. Z upostevanjem nacela vir-
tualnih pomikov je mogote enatiti vozli§¢ne sile,
kontinuirne obremenitve in tlaéne obremenitve =z

napetostmi v elementu. Dobimo osnovno ravnoteZzno
enatbo KONCNEGA ELEMENTA

{F} = [k] {U} + {F?} (5)

in

kjer je
(k] = ‘; [B]* [E][B] AV (6)

togostna matrika za konéni element; {F*} je vektor
toplotnih sil [d][N] = [B]; vektor {F} pa pomeni
vektor vozli§énih sil. Togostna matrika [K] pove-
zuje vozlii¢éne sile in vozliSéne pomike in zajema
geometrijo (velikost, lego in obliko) in mehanske
lastnosti materiala kon&nega elementa. Togostna
matrika konénega elementa je kvadratna in sime-
triéna na glavno diagonalo. Enaéba (5) izraZa rav-
noteZje zunanjih in notranjih vozlis¢nih sil na ele-
mentu. Cim smo matriko [N] izbrali, lahko iz enaé-
be (5) izratunamo vozliséne pomike {U}. Upostevati
je treba, da ima konstrukcija m elementov in n
vozlisé, prek katerih so elementi povezani med
seboj. Z ustreznim zdruZevanjem vseh m ena&b (5)
dobimo ravnoteZno enacbo konstrukcije

F=KU (7)
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kjer pomenijo F vektor vozlis¢nih sil, K togostno
matriko konstrukcije, U pa vektor vozli$énih pomi-
kov za konstrukcijo. Ob upoStevanju robnih po-
gojev in zunanje obremenitve poiSéemo vse neznane
komponente vektorja U.

2.2. Teorija preprostih in izoparametriénih
dvodimenzionalnih koné¢nih elementov

Pri analizah po metodi konénih elementov raz-
delimo stanja dveh razseznosti na dve skupini: rav-
ninska stanja, tj. stene, in osnosimetriéna stanja ali
vrtenine. Pri ra¢unanju ravninskih stanj obravna-
vamo najpogosteje:

— ravninsko napetostno stanje z deformacij-
skim tenzorjem (ez, &y, yzy) in napetostnim tenzor-
jem (ogz, 0y, 7zy) in

— tehni¢no ravninsko deformacijsko stanje z
deformacijskim tenzorjem (e, &y, &, 72y) in nape-
tostnim senzorjem (o, oy, 0z, T2y). Pri takem stanju
sta smer deformacije £ in napetosti o, pravokotna
na ravnino x, y.

Pri osnosimetriénem ali vrteninskem stanju se
pojavljata deformacijski tenzor (e, &, & in yr;) in
napetostni tenzor (o, 0z, 0p in 7:2).

Za omenjene primere dveh razseZnosti uporab-
Ijamo pri modeliranju in analizah po metodi koné-
nih elementov ve¢ vrst kon¢nih elementov.,

Konéne elemente delimo na preproste, pri ka-
terih postavimo, da se pomiki po elementu spre-
minjajo linearno, napetosti in deformacije po ele-
mentu pa vzamemo za konstantne, ter izoparame-
triéne, pri katerih postavimo, da se pomiki po
elementu spreminjajo po npr. kvadratni paraboli,
deformacije in napetosti pa linearno ali pa spre-
minjanje pomikov, deformacij in napetosti po ele-
mentu modeliramo s polinomi visjih stopenj.

Sl. 1 prikazuje dva preprosta in §tiri izopara-
metriéne konéne elemente za ravninske in osnosi-
metriéne probleme.

a b

SL 1. Preprosti in izoparametriéni konéni elementi
a — ravninski elementi, b — vrteninasti elementi

Za vse konéne elemente velja enacba pomikov
v polju elementa [1]. Poljska matrika ima za pre-
proste konéne elemente obliko:

B | T )
{“]"[ooou:y @

in dimenzije [2 X 6]. Za ta dva elementa velja, da
so deformacije in napetosti po elementu konstant-
ne, pomiki in temperature pa se spreminjajo line-
arno.

Poljska matrika za izoparametriéna koné¢na ele-
menta EP 12 in EX 16 ima obliko:

1xyxXey/4»00'000 0
el=]oo000 0 0 1my:c*m-yy*] ©)

in dimenzije [2 X 12]. Pomiki po polju elementa
se za ta dva elementa spreminjajo po kvadratni
paraboli, napetosti pa linearno.

Za izoparametriéna konéna elementa EP 16 in
EX 16 pa ima poljska matrika obliko

[a] =
[lxyxyxzy?xyza:’yﬂﬁﬂﬂ 0.0, 0:en0
0000 0 0.0 0 lxyaxya®y®xy® a2y

(10)

in dimenzije [2 X 16]. Pri elementih EP 16 in EX 16
se napetosti in deformacije vzdolz stranic spre-
minjajo linearno, pomiki in temperature pa po kva-
dratnem zakonu.

Iz enaébe (2) je razvidno, da za oblikovno ma-
triko velja enacba

[N] = [a] [a¥]™ (11)

Oblikovna matrika je reda [6 X 6] za kon&na
elementa EP 6, EX 6, [12 X 12] za konéna elementa
EP 12, EX 12 in reda [16 X 16] za konéna elementa
EP 16, EX 16. Invertiranje tak3ne matrike pa bi
bilo zelo zamudno, zato uporabljamo drugaéne po-
stopke

[N] = [p1lz, p2l, ..

- Pslz] (12)

10
Ia — [0 1] — matrika enote drugega reda

(13)
Pi=13%(1+ o) (1 + yo) (xo + yo—1)
VAT L T B Tl
Ppi=3(1—x% 1+ yo) Z3 1 — 20
Pi=31—y») 1 + x) za i=4, 8
(14)
kjer je xp = x x; in yo = y vi.

V te enacbe vstavljamo za z; in y; koordinate
totk, ki so normirane tako, da zavzamejo vrednosti
med + 1 in — 1. Za poenostavitev izberemo brez-
dimenzijske koordinate, tako da ima koné&ni ele-
ment N vozliS¢e z vozliSénimi oblikovnimi funkeci-
jami p;, i =1...N. Po definiciji je v vsaki toéki
gy =1 10 pr=0"273 ti=d .. d =l gl s N,
Vrednosti p; zunaj vozlis& so odvisne od tipa koné-
nega elementa.
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Za Cetverokotnike sta brezdimenzijski koordi-
nati & in % (sl. 2) izbrani tako, da variirata med
—1 in + 1, in se zaradi tega v prostoru (&, ) pre-
slikata v kvadrat z dolZino stranic dve enoti. To je
preslikava (x, y) = (&, n).

Slika 2

Za trikotnik pa so brezdimenzijske povrSinske
koordinate Li, Lg in L3 izbrane tako, da nihajo med
0 in 1 in pri tem velja L; + Lg + Lg = 1. Tako ve-
lja, e je A povrSina trikotnika 123 (sl. 3), da je
Ly = Ai/A; Le = Ag/A in Ly = Ag/A.

Slika 3

Relacija Ly + Ls + L3 = 1 pa pove, da lahko na-
mesto treh koordinat uporabljamo samo dve: Ls =
=1—Ls— L.

Pri reSevanju trikotnih elementov dobimo
z uporabo povrSinskih koordinat mnogo ustreznej-
Se zapise vektorjev in matrik kakor s kartezijski-
mi. Zaradi nevariantnosti povrSinskih koordinat
odpadejo obseZne transformacije togostnih matrik
v globalni koordinatni sistem in izrazi za integri-
ranje po ploskvi trikotnika se zelo poenostavijo.

Oblikovne funkcije za konéna elementa EP 12
in EX 12 v povrsinskih koordinatah prikazuje sli-
ka 4.

B
5 \ §
5 Slika 4

Oba elementa imata Sest vozlid¢, tri v ogliséih
in tri v razpolovi§¢ih straniec.

b

N=p1: P2 .. De
pr=L1 (2L —1) pa=4Lg2Lg
pe=4L1Le p5 = L3 (2 Ls—1)
Ps=1L2(2Le—1) pe=4L3gLy (15)
;g:consl
__mmcomst f oo 4
K e $ 3 Slika 5

Oblikovne funkcije za konéna elementa EP 16
in EX 16 v brezdimenzijskih koordinatah so prika-
zane na sliki 5.

Konéna elementa imata osem vozlis¢, Stiri v og-
1is¢ih in Stiri v razpoloviséih stranic.

N=mp1, p2 ..., P8
p=30—=80—n¢E+n+1)
pp=3(1—8)(1—17n)
ps=3(1+8QA—7?)
=31+ A+ ¢ +n—1)
p=321+HA+9E+9—1)
pe=3(1—§)(1+1n)

Py = 3 (1 — { (L TRIMTRISE L)

pe=3%(1—8 (1—1n? (16)

2.3. Togostne matrike za izoparametriéne elemente

Ko poznamo oblikovno matriko [N], je Ze mo-
gote nastaviti osnovno ravnoteZno enat¢bo konéne-
ga elementa (5). Togostno matriko elementa izra-
¢unamo po enadbi (6)

K] = fg [B]* [E] [B] dV

in jo numeriéno refimo. Za preproste trikotne ele-
mente je matrika [K] dobro znana in preprosta,
saj sta za te elemente oblikovna matrika [N] in
zato matrika [B] preprosti.

Enacbo (6) reSimo za izoparametriéne elemente
(sl. 1) z Gaussovo integracijo, enaéba (6) pa dobi
obliko .

[K] = 3 [Bi]T [E] [Bi] Wi aamn

kar je seStevek togostnih funkeij v t.im. Gausso-
vih totkah, indeks i pomeni ustrezno Gaussovo toé-
ko, W; pa primerno obteZno funkcijo, kar pove, da
je treba funkcije vrednosti izbrati pri natanéno do-
lotenih vrednostih funkcijskega argumenta (absci-
se XG).

Za ravninske primere zadoS¢ata dve Gaussovi
toéki, in sicer:

XG = 0,577350269189626
in XG = —0,577350269189626

ter njima pripadajoce utezi

¢ T W
UG 10

Matrika elasti¢nosti ima za ravninsko napetost-
no stanje obliko -

10w 10
E Yieidio 0
[E] = 18
1—»o o dos i G
205 3

za osnosimetriéna stanja pa
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sy p ¥ 0
[E] i ____i__ v 1 —_—hy 0
(1—») (1—2») |” v 1=kiw 0
0 0 0 i—vy
ZapiSemo Se, da je (19)
G = XG(D) I1=1,2
tne i X G ) Jr=cind
G in H razdelimo med 0 in 1 za elementa EP 12

in EX 12
G=3(1+Q@) =L
H=31+H(0—G) =L
in za tako dobljeni vrednosti izradunamo matriko
[B] = [d] [N], kjer je [d] matrika diferencialnih ope-
ratorjev in ima obliko

za ravninske za osnosimetriéne

elemente elemente
hees _Q, 5 i
-_9__ 0 ] dx
Ox 0 P_
0 oy
-0 — = 20
[d] o [d] 1 g (20)
0 9 v
| 0y Ox_ = 0
o O 0%

Oblikovne funkcije [N] so definirane v prejs-
njih odstavkih.

3. ODLOCITVE PRI RESEVANJU PROBLEMOV
PO METODI KONCNIH ELEMENTOV

Analiza deformacij in napetosti po metodi koné-
nih elementov za primere dveh in treh razseZnosti
v praksi je pogosto povezana s precejinjimi stroski,
ki so odvisni od ¢asa, porabljenega za pripravo mo-
dela oz. podatkov, in ra¢unalniSkih stroskov.

Stroske za pripravo podatkov oz. modele je dan-
danes z uporabo uéinkovitih predprocesorskih pro-
gramov in rafunalniSke grafiéne opreme mogoée
bistveno zniZati, saj poteka avtomati¢na ra¢unalni-
§ka priprava predvsem obseznih geometrijskih po-
datkov hitro in je za uporabnika zanimiva. Sliko
modela je mogote prikazati in opazovati na zaslonu
in risalniku. Se pred dobrim desetletjem pa je bil
tak naéin dela zelo omejen.

Ratunanje napetosti in deformacij obsega vetji
del racunalni$kih stroSkov, ki so pri veé&jih pro-
blemih $e vedno precejinji. Pomembno pa je ve-
deti, da so radunalnidki strodki analiz in kakovost
rezultatov v veliki meri odvisni tudi od nekaterih
odlocitev, preden zaénemo s pripravo obdelave, in
sicer:

— odloéitev, ali za delo uporabljamo veéji ra-
Cunalniski sistem ali miniradunalnik,

— odloditev, ali problem obravnavamo v dveh
razseZnostih, oz. ¢e je potrebno v treh,

— odloditev, ali element konstrukecije modelira-
mo, oz. ratunamo s preprostimi ali izoparametrié-
nimi elementi.

Odgovor na prvi dve vpraSanji v na$i praksi ni
posebno tezak, saj je v naSem gospodarstvu na vo-
ljo e vedno le malo zmogljivih veéjih ratunalni-
§kih sistemov, pa tudi obstoje¢i vetji sistemi veti-
noma niso opremljeni s kakovostno programsko
opremo za take analize. Zato so uporabniki nave-
zani na nekaj centrov (npr. Republiski radunski
center) in na njihove moZnosti. V nadih veé&jih ra-
¢unalniskih centrih je tudi malo programov po me-
todi konénih elementov, ki omogotajo ratunanje
zahtevnejsih problemov v treh razseZnostih, raéu-
nalniski stroSki za take obdelave pa so zelo visoki.

Zato je za uporabnike pomembno vedeti, da je
analize po metodi kon¢nih elementov, tudi obseZ-
neje in zahtevne, mogode izvajati tudi na domadéih
minira¢unalni$kih sistemih, ki so se v zadnjih letih
v delovnih organizacijah dokaj razSirili. Miniraéu-
nalni$ki sistemi pa so po zmogljivostih skromnejsi
od veé&jih sistemov, zato so za zahtevnejSe obdelave
potrebni dolgi radunski ¢asi. Pri delu na teh siste-
mih je toliko bolj pomembna optimalna zasnova
modela obdelave. Na kakovost rezultatov in racu-
nalniske stroSke pri zasnovi modela vplivata v ve-
liki meri odloéitev, ali konstrukcijo modeliramo
s preprostimi ali izoparametri¢nimi kon¢nimi ele-
menti, in izbira numeri¢ne tehnike reSevanja enaéd-
be konstrukcije.

V naslednjih odstavkih je prikazan primer ana-
lize deformacij in napetosti na minira¢unalniku
ISKRA DATA 18-20, en del analiz pa je bil izveden
tudi na radunalniku DELTA 340/40.

4. OBRAVNAVA TESTNEGA PRIMERA
IN SKLEPI

Za primer vzemimo preprost konzolni nosilec
obremenjen s silo F, prikazan na sliki 6 a. Za pred-
pisane podatke ugotovimo po znanih obrazcih poves
pod silo F.

Rezultate analiz po metodi kon&nih elementov
za razli¢ne tipe konénih elementov (sl. 6 b, ¢, d, e, £
in g) primerjamo z analiti¢nimi rezultati za poves
pod silo F.

Pri analizah so bili uporabljeni programi STAG
z iterativno tehniko reSevanja in program BERSA-
FE z direktno frontalno tehniko refevanja enatb.
Analize s programom STAG so bile izvedene na
ratunalniku ISKRA DATA 18-20 in DELTA 340/40,
s programom BERSAFE pa le na radunalniku
ISKRA DATA 18-20.

Rezultati za poves pod silo F v razpredelnici 1
in sliki 7 kaZejo, da z Ze majhnim Stevilom izopara-
metriénih elementov dobimo odliéne rezultate. Po-
dobna razmerja je bilo mogode ugotoviti tudi
z drugimi obseZnejSimi primeri. Za preproste tri-
kotne koné¢ne elemente je bilo iz vedjega $tevila
analiz in za opisan testni primer mogoée ugotoviti,
da so rezultati v znatni meri odvisni od $tevila ele-
mentov in vzorca mreZe, Dobre rezultate daje ¢im-
bolj simetriéna in ustrezno zgo¥ena mreZa (npr. c).
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Sl. 6. Geometrijske mrezZe
preprostega  konzolnega
g nosilca za preproste in
izoparametriéne elemente
Razpredelnica 1. Natanénost rezultatov za testni
primer
Mreza Stevilo Stevilo Izraéunan poves
elementov vozlisé pod silo F
Natanénost v %o
program program
STAG BERSAFE
(iterativna (neposredns
tehnika) frontalna
tehnika)
b 24 21 72,5 58,7
b 96 65 63,0
c 24 21 97,3 69,1
d 2 g 81,3 86,0
e ! 15 96,9 96,2
f 1! 8 100,8 98,3
g 2 13 108,8 93,0

Prevet zgoS¢ena mreza preprostih trikotnih ele-
mentov daje spet rezultate, ki bolj odstopajo od
pravilnih vrednosti. Primerjava tehnik reSevanja
daje prednost neposrednim metodam, npr. frontal-
nemu v programu BERSAFE, saj iterativna teh-
nika reSevanja v obseZnej§ih primerih zahteva zelo
dolge radunske tase, véasih pa rezultati nihajo oz.
precej odstopajo od pravilnih.

Pri uporabi izoparametri¢nih elementov je geo-
metrijska slika zaradi manjSega Stevila potrebnih
elementov preglednejSa, rezultati natanéni in pri
izbiri neposrednih tehnik reSevanja sistema enatb
tudi zanesljivi. Za opisan testni primer dosegamo
zaradi preprostosti Ze z dvema elementoma EP 12
oz. enim elementom EP 16 optimalne rezultate in

|
100 [—o2- 100 i 52 e
i/ *a
8‘0 / I 80 F O EP 16
¢ 5 A EP12
o 60 L 60 [ & O EPB
@
% 40 340 :
20 20
0 1 1 1 D! 1 i 1 1 1 =5 1
D-0 20 30 0. 10200 30 40 /50,60 7

Ltevilo vozlisi Elevilo vozlidd

a b
S1. 7. Poves nosilca pod silo F za razline numeriéne
tehnike in modele mreZ
a — za program STAG (Gauss-Seidelova iterativna teh-

nika), b — za program BERSAFE (Gaussova eliminacij-
ska tehnika)

so npr. s povetanjem S$tevila teh elementov z mre-
70 g rezultati celo nekoliko slabsi kakor za mreZo f.

Razpredelnica 2. Casi raéunanja na rafunalniku
ISKRA DATA 18-20 (v min)

Mreza Stevilo  Stevilo Program Program
elementov vozlis¢ STAG BERSAFE

min min

b 24 21 0,88 25,13

b 96 65 88,3

c 24 21 0,85 10,1

d 2 9 3,28 6,0

e 4 15 4,61 10,13

f 1 8 15,13 10,13

g 2 13 11,81 10,13

V razpredelnici 2 navedeni &asi radunanja na
ratunalniku ISKRA DATA 18-20 dajejo le doloCen
vpogled v porabo ratunskega ¢asa. Odvisno od za-
sedenosti radunalnika je porabo ¢asa mogoce vred-
notiti le na osnovi ve¢ obseZnejSih primerov. Pri
analizah z izoparametri¢nimi elementi v splo$nem,
kljub majhnemu Stevilu elementov v primerjavi
s preprostimi konénimi elementi, ne dosegamo bist-
veno krajs§ih ¢asov obdelave, vendar pa so druge
prednosti teh elementov odloéilnega pomena. Za
uporabnika, ki Zeli analizirati obseZnejSe primere
dveh razseZnosti, je priporoéljiva izbira izopara-
metriénih elementov EP 12 in EX 12 in npr. fron-
talne eliminacijske tehnike reSevanja sistema
enatb.
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