YU —ISSN 0039-2480

STROJNISKI VESTNIK

LETNIK 28

LJUBLJANA, JANUAR—MAREC 1983

STEVILKA 1—3

UDK 53.0824

Opis delovanja $umnih linearnih sistemov
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UvoD

Delovanje tehniskega sistema simboliéno popi-
Eemo s funkeljsko zvezo med vhodno (vzbujevalno)
in izhodno (odzivno) velifino. Zelo pogosto naleti-
mo na sisteme, katerih lastnosti se & éasom ne spre-
minjajo, odziv pa je linearno odvizen od vzbujanja.
WV &lanku [1] smo pokazali, da lahke delovanje
takinega linearnega sistema oznafimo s pomotjo
konvolucijskega integrala

y(t) = FR(t) (t—t) dt’ = h* (1)
o

ki povezuje &asovno spremenljive vhodno velifino
x(t) z izhedno velifino y(t). Lastnosti sistema vpli-
vajo na oblike odzivne (tefnostne) funkeije h(t),
ki popisuje odziv sistema na vzbudilev z enotnim
impulzom. Metode dolotanja odzivne funkeije so
splofno izdelane [1, 2, 3], zato pogosto uporabljamo

linearne modele tudi za pribliZno popisovanje ne-:

katerih drugih sistemov. ¥V ta namen razecepimo
odziv sistema na linearno komponento g (t) in osta-
nek n(t):

y(t) = gi(t) + nft) = h*x + n(t) (2)

Ostanek n(t) je odvizen od vrste sistema in tudi
od vhodne velifine.

Med razliénimi nelinearnimi sistemi naletimo
v tehniki pogosto na sisteme, pri katerih predstav-
lja ostanek n(f) od vzbujanja neodvisno nakljuéno
velidine. V takem primeru govorimo o Sumnem li-
nearnem sistemu. Njegovo obnafanje opifemo
splono tako, da dolodimo odzivno funkeijo hit) in
oznadimo lastnosti Zuma n(t). Pri analiti®nem pri-
stopu lahko dolofimo odzivno funkeijo kar z istimi
metodami kakor pri neSumnih linearnih sistemih,
lastnosti fuma pa opifemo z ustreznim nakljuénim
procesom [4]. Pri empiriénem pristopu dolotimo
lastnosti fuma iz posnetkov izhodnega signala ne-
vzbujenega sistema, medtem ko moramo za dolo-
titev odzivne funkeije nmajprej posneti vhodni in
ustrezni izhodni signal ter nato rediti infegralno
enatbo (2). Pri tem pa se pojavijo tefave. Zaradi
nakljuéne narave Suma se posneti signali od pri-

mera do primera razlikujejo in ne moremo posa=-
meznega posnetka nedvoumno razcepiti na linearnd
odziv in Sum. Zaradi tega tudi ne moremo uporab-
ljati pri empiritnem dolofanju odzivne funkecije
Sumnega sistema dekonvolucije, ki jo uporabljamo
pri nefumnih linearnih sistemih [1], temve® mo-
ramo najprej odpraviti nedolofenost pri razcepitvi
izhodnega signala na linearni odziv in fum. V ta
namen obifajno vzamemo, da oznaftuje obnafanje
linearnega 3Sumnega sistema optimalna odzivna
funkcija, pri kateri je energija Suma na opazova-
nem &asovnem intervalu najmanjia. Ta predpostav-
ka nas vodi do formulacije Wiener-Hopfove inte-
gralne enatbe za optimalno odzivno funkeijo, ki jo
bomo v &lanku opisali. Ker so sploine metode re-
Zevanja te enatbe dokaj zapletene in za praktifno
delo neprimerne [5], bomo predstavili nove ite-
ralivnho metodo, ki je predvsem primerna za hitro
priblifno dolofanje optimalne odzivme funkcije.
Oznatitev linearnega sistema z optimalno odzivno
funkeijo se pokaZe kot zelo uporabna v merilni
tehniki, kjer lahko pogreike zaradi merjenja ozna-
fujemo s Bumno komponento. Zato bomo na koncu
tlanka 5 primerom, ki je znailen za merilno teh-
niko, prikazall uporabnost iterativne metode.

DEFINICIJA OPTIMALNE ODZIVNE FUNKCIJE

Z namenom, da vpeljemo kriterij optimalnosti,
izrazimo najprej Sumno komponento z razliko de=-
janskepa odziva in linearnega priblizka

n(t) = y(t) —h*z (3)

Razli®nim linearnim ocenam odziva, ki jih do-
bimo z Trazliénimi privzetki o odzivni funkeiji,
ustrezajo na sploino razliéni signali fuma. Ker me-
rimo obitajno vse velitine posredno prek elektril-
nih, bomo za kakovest linearne ocene uporabili
moé fuma, ki je sorazmerna n*(t). Opazovanje si-
gnala bomo brez fkode za sploSnost obravnave
omejili na €asovni interval od 0 do T. Energijo
fuma na tem intervalu definiramo z

T
W = [ n¥(t) dt ()
[



Nadalje wzamemo, da je linearni pribliZzek
tern boljdi, ¢im manjia je pripadajofa energija
fuma. V primeru, ko je odzivna funkcija hit) opre-
deljena, se pri ponovitvah vzbujanja sistema z istim
signalom energija fuma nakljufno spreminja. Zato
obravnavamo energijo fuma kot nakljuéno spre-
menljivko, ki pa je hkrati odvisna tudi od izbrane
odzivne funkcije. Kot merilo povprefnega odsto-
panja dejanszkega odziva sistema od linearno oce-
njenega bomo uporabili statistiéno povpretje ener-
gije Suma

J = E[W] = ;E[n*{t}] dt (5)
L]

V zadnjem izrazu smo upoitevali, da lahko vrst-
ni red integriranja in statistidnega povpredja za-
menjame. Ce izrazimo Sum z enatbo (4), dobimo
Za povpreéno energijo Suma izraz

J =EE[{H—-F1*I}’] dt = J(h) (6)

Zapisani integral je odvisen od izbire odzivne
funkeije. Iz mnokice odzivnih funkcij bomo izbrali
kot karakteristiko sistemna tisto, pri kateri je sta-
tistitno povprefje energije Suma J{h) najmanjde.
Imenovall jo bomo optimalna odzivna funkeija in
oznadili hy(t). Z njo je opredeljen optimalni linearni
sistem, katerega odziv se glede na izbrani kriterij
najbolje ujema z dejanskim odzivom opazovanega
sistema.

Dolofitev optimalne odzivne funkcije ustreza
iskanju minimuma integrala [7], kar je naloga va-
riacijskega rafuna [B,6]. Pri refevanju tega pro-
blema najprej postavimo, da predstavlja hy funkei-
jo, pri kateri ima integral ekstrem. Nadalje io
funkeijo spremenimo (variiramo), tako da ji pri-
Stejemo variacijo d k = a v(t), pri Zemer opisuje pa-
rameter a amplitudo in »(t) poljubno obliko varia-
cije, ki pa mora zadoStati istim pogojem kakor
cdzivna funkeija. To pomeni, da mora biti v(t) = 0
za ¢ <" 0. Ce vstavimo variirano funkeijo

h(t) = ho(t) + & h )

v integral (68), se njegova vrednost glede na ek-
stremno spremeni

J(ho(t) + 8(h) = J(ho) + 8J =
T
= EEI{F—[M'I'&H.I*II‘II:" (8)

Spremenjena vrednost integrala je odvisma od
amplitude in oblike variacije, vendar mora preiti
v ekstremno vrednost neodvisno od oblike variaci-
je, te gre amplituda variacije proti 0. To pomeni,
da mora imeti integral J(he(t) + a v(t)) kot funkeija
parametra a pri & = 0 ekstrem, kar izrazimo s po-
gojem:

OT(ha(t) + avit))
da a=0

= 0; neodvisno od w©(t) (M
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Z izvedbo nakazane operacije dobimo

g
ijﬁ[{y—tm +av)*aynd| -
da

L]

Q=0

T
- —EIE[{y—hu*x} w*a)]dt =0 (10)
o

V tem izrazu zapiSemo konvolucijo v*x z in-
tegralom in dobimo:

}.E[t'u— ho * x) ?v{t'] x(t—t)dt|]de=0 (11)
L[] o

Ce zamenjamo vrstni red integriranja po t’ in t
ter statistitnega povpreéja, dobimo

?v{t’} ;H{y— ho*x) .zt —t)]dt} di’' =0 (12)
[1] V]

Pri tem smo upoStevali, da ¢(f) ni nakljufna
variabla. Ker je funkcija v(t) za t = 0 poljubna, je
zadoiteno enatbi (12), de je za ¢ =0 izraz v zavi-
tem oklepaju enak 0

ITE[{y—hn*x:-x{t—t’}]de=u za t' 20 (13)
n

Ta izraz lahko prevedemo v bolj pregledno ob-
liko, &e izrazimo konvalueijo z integralom ter upo-
itevamo, da odzivna funkecija he ni nakljuéna va-
riabla.

o
§ B0 =(e— 1)) dt =
& :_E';;.,{m [ITE[.T{: — ) 26— )] dt} ar”
z €320 (14)

Zapizana integralna enadba za optimalno odziv-
no funkeijo vsebuje na obeh straneh integral ko-
relacijske funkeije. Nadalje bomo vzeli, da imamo
opravka s stacionarnimi nakljulnimi procesi, kar
bistveno ne omejuje uporabnosti nadaljnjih rezul-
tatov v tehniki, poenostavi pa cbravnavo. Za sta-
cionarne nakljufne procese je korelacijska funkeija
odvisna samo od razlike obeh ¢asov opazovanja,
zato lahko zapifemo

Elx(t:) y(t2)] = Ray(te — 1) (15)

Na obeh straneh enaithbe (14) sta zato korelacij-
ski funkeiji od t neodvisni, tako da dobimo z in-
tegracijo samo faktor T. Zaradi preglednosti Ze
spremenimo oznalbe ¢' — ¢, t* — t’ in dobimo

an-fha{t‘} Ru(t—t)dt; za t>0  (10)

Izpeljani izraz je Wiener-Hopfova integralna
enatba za optimalno odzivno funkeijo linearnega
Sumnega sistema v primeru stacionarnih vhodnih
in izhodnih signalov.
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Iterativna metoda refevanja
Wiener-Hopfove enathe

Ce hofemo doloditi optimalno odzivno funkeijo,
moramo rediti integralno enadbo (16). Sploéna me-
toda refevanja te enafbe sloni na uporabi Fouriero-
ve transformacije in je sorazmerno zapletena [3],
zato bomo tukaj prikazali neposredno, toda aprok-
simativno pot. V ta namen nastejmo najpre] ne-
katere pomembne lastnosti aviokorelacijskih funk-
cij stacionarnih nakljuénih procesov [5].

Osnovna znatilnost aviokorelacijske funkeije
stacionarnega nakljuénega procesa je, da ima naj-
vedja vrednost pri ¢t = 0 in da limitira proti 0, ko
narai®a t prek vsake meje. Za Sirok razred stacio-
narnih nakljufnih procesov je padanje korelacijske
funkcije proti 0 mogofe oznafiti s karakteristinim
korelacijskim &asom, Pri tem je vrednost korela-
cijske funkcije za &as, bistveno vedji od korelacij-
skega #asa, zanemarljivo majhna. Ce predstavimo
korelacijsko funkeijo z diskretnimi vzorci, ki so za
vel kakor korelacljski #as narazen, dobimo od nié
razliéno vrednost samo pri ¢t = 0, v preostalih toé-
kah pa zanemarljive majhno vrednost. To pomeni,
da je mogole korelacijsko funkecijo v najbolj gro-
bem priblizku opisati z enotno impulzne funkeijo
delta [1]:

Res(t —t) == A. 3(t—1) 17)

5 tem pribliZkom pa je mogote integriranje
v enatbi (16) takoj izvesti, tako da dobimo po de-
ljenju =z A

ho(t) ==B.R,(t) za t=0

kjer je B = 1/A,

Ta izraz ka¥e, da je optimalna odzivna funkeija
v najbolj grobem priblifku podana s kriino korela-
cijsko funkecijo med vhodno in izhodno welidino.
Ta rezultat je precej pomemben, ker omogo&a hitro
doloiti priblifni videz odzivne funlkeije, hkrati pa
omogola izdelati véinkovito aproksimativno meto-
do. V ta namen izrazimo najprej optimalno odzivno
funkeijo kot vsoto neke znane funkcije h; in druge
neznane hy(t)

(18)

ho(t) = h(t) + ha(t) (19)

Iz enafbe (16) izhaja, da mora neznana funkeija
hi(t) zadoStati enatbi

Rey(t) — [ ha(t) Reelt —t) dt’' =

= Em{t'] Rrz(t—17) dt’ (20)
ki jo lahko zapifemo v obliki
Reyi(t) = § ha(t) Res(t —t) d (21

Dobili smo ponovno Wienner-Hopfove enaébo,
to pot za neznano funkeijo hy, toda z isto avtoko-
relacijsko funkeijo in spremenjeno krifno korela-
cijsko funkecijo Ry, To pomeni, da se z nastavkom

(18) ne moremo izogniti refevanju Wiener-Hopfove
enafbe, vendar intuitivho pritakujemo, da bo ne=-
znana funkcija hy(t) predstavljala tem manjsi po-
pravek, &¢im bolje z znano funkecijo z(t) zadenemo
potek optimalne odzivne funkeije ho(t). Z name-
nom, da zadostimo najbolj grobemu priblitku, za=-
piSemo

(22)

Konstanto B bi lahko dolofili iz izrazov (17) in
(18) ob upo¥tevanju znanih lastnosti delta funkeije,
vendar bomo tukaj izbrali druge pot. V ta namen
si najprej oglejmo enafbi (20) in (21). Cim bolje
z znano funkecijo h:(t) popiSemo optimalno odzivno
funkeijo, tem manj#i bo popravek h; oziroma Rep.
Kot mero za napako pribliZka bomo uporabili in-
tegral kvadrata funkeije Ry, na opazovanem &a-
sovnem intervalu

T
Dm 5 [Rra(t))* dt =

ha() = B Rey(t)

a5 2
- ; [Rnrm — B [ Raylt") Raelt —t) dt’] dt  {23)
i 7] Y

Konstanto B bomo izbrali take, da bo napaka D
najmanjéa, kar da popgoj

Bl (24)

dB

Iz tega pogoja izhaja za B izraz
F Rey(t) f(t) dt
B=% — — (23)
S ae
kjer je

fit) = 0( Rzy(t') Resl(t — t) dt’ (26)

5 tako dolofeno konstanto B opredelimo zadetni
priblifek optimalne odzivne funkecije

h(t) = B Rzyl(t) @n

Popravek predstavlja funkeija hy(f), ki tudi za-
dosia Wiener-Hopfovi enagbi, toda s spremenjeno
krifno korelacijsko funkeijo Rz Zato lahko upo-
rabimo enak postopek pribli¥fnega rafunanja kakor
za hg, kar je osnova iteracije. Tako dobimo za po-
pravek pribliZek

hy(t) = By Rep(t) (28)

v katerem moramo B, izratunati s funkcijo Rgyi.
S tem priblifkom dobimo nato enatbo za naslednji
popravek hz itd, take da lahko na splodno za-
pifemo

o(®) = 3 B Resa(t (29)
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V tem izrazu ustrezata Bp= B in R.p = Ry
zatetni aproksimaciji. Nadalje uporabimo izraz

Raryry1(t) = Regr(t) — Bk:fﬂnk[f} Rzt —t') dt’ (30)

za jzrafun popravljenih krifno korelacijskih funk-
cij in izraz (25) s k-to kriino korelacijsko funkecijo
za izradun By,

Primer dolofanja hy

Opisani iterativni postopek je primeren za iz-
vedbo na digitalnem rafunalniku. V ta namen
predstavimo najprej izmerjeni korelacijski funkeiji
z zaporedji vrednosti pri enakomerno narastajotih
casovnih trenutkih. S tem preidejo nakazani inte-
grali v vsote, iterativni postopek pa v ciklitng iz-
vajanje enakih rafunskih operacij. Iteracijo obi-
fajno ustavimo, ko je amplituda popravljene krik-

8L 1. Avtokorelacijska funkcija Ry vhodnega in krifno korelacijska funkecija Rsy vhodnega ter izhod-
nega procesa

k = 1,10,100,0

51 2. Predpostavljena optimalna odzivna funkeija sistema h ter aproksimacije po k =1, 10 in 100
korakih

Najvetja vrednost h z indeksom Interacije %k narasta, priblizki pa se vedno bolje ujemajo s predpostavlieno
funkeijo
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Sl 3. Zaporedne krifno korelacijske funkcije
Oditen je padec amplitude po vsem fasovnem intervalu z naraftajofim indeksom iteracije

no korelacijske funkcije R.yx istega reda wvelikosti
kakor statistifna napaka pri merjenju korelacijskih
funkeij. Konvergence nakazanega iterativnega po-
stopka analitifno sicer $e nismo raziskali, smo pa
preverili njegove uspeinost na simuliranih in real-
nih linearnih Zumnih sistemih.

V merilni tehniki zelo pogosto naletimo na na-
kljuéne procese, ki imajo avtokorelacijske funkeije
podobne funkciji [5)

Rea(t) = Roe = cos ¢ (31)

ter na nizkopasovne ojatevalnike, katerih odzivne
funkcije lahko oznadimo z impulzom dolodene 3iri-
ne, vifine ter zakasnitve. Za demonstracijo itera-
tivnega ratunanja optimalne odzivne funkeije smo
simulirali tak primer. Izbrani funkeiji R, in h sta
prikazani na slikah 1 in 2. Iz teh funkeij je bila
izratunana kriZno korelacijska funkcija Rey 2 Wie-
ner-Hopfovo enatbo (168). Prikazana je skupno
z Rz: na sliki 1. S pomoéjo obeh korelacijskih
funkcij je bil nato izveden iterativni postopek ra-
funanja optimalne odzivne funkecije, rezultati prve-
ga, desetega In stotega koraka pa so prikazani
skupno = predpostavljeno odzivno funkeijo na sliki
2. Rezultati kaZejo, da se po stoti iteraciji ocenjena
optimalna odzivna funkeija navidezno razlikuje od
predpostavljene le 3¢ v eni totki. Za oceno napake
priblizka smo pri izpeljavi iterativnega postopka
uporabili integral kvadrata prirejenih krifno kore-
lacijskih funkcij Rsye. Grafi teh funkeij so za ko-
rake 0, 1, 10 prikazani na sliki 3. Vidimo, da je
Ze po desetemn koraku amplituda te funkeije v ob-
moéju reda velikosti napake, ki jo obifajno nare-
dimo pri merjenju korelacijskih funkeij (== 1%).

Sklep

Iterativno metodo ratunanja optimalnih odziv-
nih funkcij smo doslej uporabljali za oznatitev od-
zivnih funkecij elektronskih ojatevalnih sistemov,
ki delajo s tako visokimi ojafenji, da njihov Zum
ni ves zanemarljive majhen. Eksperimenti so po-
kazali, da je za praktifno upcrabo pogosto dovolj
izvesti le priblifno 10 iteracij. Na namiznih radu-
nalnikih, ki se obifajno uporabljajo za =zbiranje
eksperimentalnih podatkov (na primer HF B833),
traja ta ratun priblifno fetrt ure, kar je soraz-
merno ugodno za hitro oznaditev delovanja si-
stemov.

Iterativna metoda, ki smo jo tukaj razvili, je
primerna le za primer stacionarnih nakljuénih pro-
cesov. Z majhno modifikacije pa jo je mogede pri-
rediti tudi za obravnavanje fumnih prehodnih po-
javov, kar bomo opisali v prihodnjih objavah.
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