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Opis delovanja šumnih linearnih sistemov
IGOR GRABEC

UVOD

Delovanje tehniškega sistem a simbolično popi­
šemo s funkcijsko zvezo med vhodno (vzbujevalno) 
in  izhodno (odzivno) veličino. Zelo pogosto naleti­
mo na sisteme, katerih  lastnosti se s časom ne spre­
m injajo, odziv pa je  linearno odvisen od vzbujanja. 
V članku [1] smo pokazali, da lahko delovanje 
takšnega linearnega sistema označimo s pomočjo 
konvolucijskega in tegrala

OO

y(t) =  J h(t') x ( t  — t') d t' =  h * X (1)
o

ki povezuje časovno sprem enljivo vhodno veličino 
x{t) z izhodno veličino y(t). Lastnosti sistem a vpli­
vajo na obliko odzivne (težnostne) funkcije h(t), 
k i popisuje odziv sistem a na vzbuditev z enotnim 
impulzom. Metode določanja odzivne funkcije so 
splošno izdelane [1, 2, 3], zato pogosto uporabljam o 
linearne modele tud i za približno popisovanje ne­
katerih  drugih sistemov. V ta  nam en razcepimo 
odziv sistem a na linearno komponento yi(t) in osta­
nek n(t):

y(t)  =  yi(t) +  M t )  =  h *  X +  n(t)  (2)

O stanek n(t) je  odvisen od vrste sistema in tudi 
od vhodne veličine.

Med različnim i nelinearnim i sistemi naletimo 
v  tehniki pogosto na sisteme, pri katerih  predstav­
lja  ostanek n(t) od vzbujanja neodvisno naključno 
veličino. V takem  prim eru  govorimo o šumnem li­
nearnem  sistemu. Njegovo obnašanje opišemo 
splošno tako, da določimo odzivno funkcijo h(t) in 
označimo lastnosti šum a n(t). P ri analitičnem  pri­
stopu lahko določimo odzivno funkcijo kar z istimi 
metodam i kakor pri nešum nih linearnih  sistemih, 
lastnosti šum a pa opišemo z ustreznim  naključnim  
procesom [4], P ri em piričnem  pristopu določimo 
lastnosti šum a iz posnetkov izhodnega signala ne- 
vzbujenega sistema, m edtem  ko moramo za dolo­
čitev odzivne funkcije najprej posneti vhodni in 
ustrezni izhodni signal te r nato rešiti integralno 
enačbo (2). P ri tem  pa se pojavijo težave. Zaradi 
naključne narave šum a se posneti signali od p ri­

m era do prim era razlikujejo in  ne moremo posa­
meznega posnetka nedvoumno razcepiti na linearni 
odziv in  šum. Zaradi tega tudi ne moremo uporab­
lja ti p ri empiričnem določanju odzivne funkcije 
šumnega sistem a dekonvolucije, ki jo uporabljamo 
pri nešum nih linearnih sistemih [1], temveč mo­
ramo najprej odpraviti nedoločenost p ri razcepitvi 
izhodnega signala na linearni odziv in  šum. V ta  
nam en običajno vzamemo, da označuje obnašanje 
linearnega šumnega sistema optim alna odzivna 
funkcija, p ri kateri je energija šuma na opazova­
nem  časovnem intervalu  najm anjša. Ta predpostav­
ka nas vodi do form ulacije W iener-Hopf o ve inte­
gralne enačbe za optimalno odzivno funkcijo, ki jo 
bomo v članku opisali. K er so splošne metode re­
ševanja te enačbe dokaj zapletene in za praktično 
delo neprim erne [5], bomo predstavili novo ite­
rativno metodo, ki je predvsem prim erna za hitro 
približno določanje optimalne odzivne funkcije. 
Označitev linearnega sistema z optimalno odzivno 
funkcijo se pokaže kot zelo uporabna v m erilni 
tehniki, k je r lahko pogreške zaradi m erjenja ozna­
čujemo s šumno komponento. Zato bomo na koncu 
članka s primerom, ki je značilen za merilno teh­
niko, prikazali uporabnost iterativne metode.

DEFINICIJA OPTIMALNE ODZIVNE FUNKCIJE

Z namenom, da vpeljemo kriterij optimalnosti, 
izrazimo najprej šumno komponento z razliko de­
janskega odziva in  linearnega približka

n(t) =  y(t) — h *  X  (3)

Različnim linearnim  ocenam odziva, ki jih  do­
bimo z različnimi privzetki o odzivni funkciji, 
ustrezajo na splošno različni signali šuma. K er me­
rimo običajno vse veličine posredno prek električ­
nih, bomo za kakovost linearne ocene uporabili 
moč šuma, ki je sorazm erna n 2(t). Opazovanje si­
gnala bomo brez škode za splošnost obravnave 
omejili na časovni in terval od 0 do T. Energijo 
šuma na tem  intervalu  definiramo z

T
W =  J n2(t) dt

o



Nadalje vzamemo, da je linearni približek 
tem boljši, čim m anjša je  pripadajoča energija 
šuma. V primeru, ko je odzivna funkcija h(t) opre­
deljena, se pri ponovitvah vzbujanja sistema z istim 
signalom energija šuma naključno spreminja. Zato 
obravnavamo energijo šuma kot naključno spre­
menljivko, ki pa je hkrati odvisna tudi od izbrane 
odzivne funkcije. Kot merilo povprečnega odsto­
panja dejanskega odziva sistema od linearno oce­
njenega bomo uporabili statistično povprečje ener­
gije šuma

T
j  =  E[W] =  J E[n2(t)] dt (5)

o
V zadnjem izrazu smo upoštevali, da lahko vrst­

ni red integriranja in statističnega povprečja za­
menjamo. Ce izrazimo šum z enačbo (4), dobimo 
za povprečno energijo šuma izraz

T
J =  J E[(y —  h *  x )2] dt =  J (h) (6)

o
Zapisani integral je odvisen od izbire odzivne 

funkcije. Iz množice odzivnih funkcij bomo izbrali 
kot karakteristiko sistema tisto, pri kateri je sta­
tistično povprečje energije šuma J(h) najmanjše. 
Imenovali jo bomo optimalna odzivna funkcija in 
označili ho(t). Z njo je opredeljen optimalni linearni 
sistem, katerega odziv se glede na izbrani kriterij 
najbolje ujem a z dejanskim odzivom opazovanega 
sistema.

Določitev optimalne odzivne funkcije ustreza 
iskanju minimuma integrala [7], kar je naloga va­
riacij skega računa [5, 6]. P ri reševanju tega pro­
blema najprej postavimo, da predstavlja ho funkci­
jo, pri kateri ima integral ekstrem. Nadalje to 
funkcijo spremenimo (variiramo), tako da ji pri­
štejemo variacijo <3 h =  av(t), pri čemer opisuje pa­
ram eter a amplitudo in v(t) poljubno obliko varia­
cije, ki pa mora zadoščati istim pogojem kakor 
odzivna funkcija. To pomeni, da mora biti v(t) =  0 
za t <  0. Če vstavimo variirano funkcijo

h(t) =  ho(t) + б h (7)

v integral (6), se njegova vrednost glede na ek­
stremno spremeni

J(ho(t) + d(h) =  J (ho) + б J  =
T

=  j1 E[(y — (ho + б h) * x)2] dt (8)
o

Spremenjena vrednost integrala je odvisna od 
amplitude in oblike variacije, vendar mora preiti 
v ekstremno vrednost neodvisno od oblike variaci­
je, če gre am plituda variacije proti 0. To pomeni, 
da m ora imeti integral J(ho(t) +  av(t)) kot funkcija 
param etra a pri a =  0 ekstrem, kar izrazimo s po­
gojem:

dJ(ho(t) + a v(t)) 
da

=  0 ; neodvisno od v(t)
a=0

(9)

Z izvedbo nakazane operacije dobimo

0
T

=  — 2 ЈЕ [(у —

(ho +  a v) * X)2] dt

a=0

h0 * x) (v * x)] dt =  0 (10)

V tem  izrazu zapišemo konvolucijo v *  x  z in­
tegralom in dobimo:

J E[(y — ho * x) J v(t') x(t — t') dt'] dt =  0 
o o

(11)

Če zamenjamo vrstni red in tegriranja po t' in t 
te r statističnega povprečja, dobimo

J v(t') J E[(y —  h0* x ) .  x (t —  t')] dt dt' =  0 (12)

Pri tem  smo upoštevali, da v(t) ni naključna 
variabla. K er je  funkcija v(t) za t > 0  poljubna, je 
zadoščeno enačbi (12), če je za t ' >  0 izraz v zavi­
tem  oklepaju enak 0
T
J E[(y — ho * x) x(t — t')] dt =  0 
o

za t' Џ 0 (13)

Ta izraz lahko prevedemo v bolj pregledno ob­
liko, če izrazimo konvolucijo z integralom  ter upo­
števamo, da odzivna funkcija ho ni naključna va­
riabla.

J E[y(t) x(t — t')] dt
OO / t  ч

=  J h0(t") J E[x(t — t") x (t —  t')] dt dt"

za t ' >  0 (14)

Zapisana integralna enačba za optimalno odziv­
no funkcijo vsebuje na obeh straneh integral ko­
relacij ske funkcije. Nadalje bomo vzeli, da imamo 
opravka s stacionarnimi naključnim i procesi, kar 
bistveno ne omejuje uporabnosti nadaljnjih  rezul­
tatov v tehniki, poenostavi pa obravnavo. Za sta­
cionarne naključne procese je korelacijska funkcija 
odvisna samo od razlike obeh časov opazovanja, 
zato lahko zapišemo

Elx(W  y(t2)] =  Rxy(t2 — 1{) (15)

Na obeh straneh enačbe (14) sta zato korelacij- 
ski funkciji od t neodvisni, tako da dobimo z in­
tegracijo samo faktor T. Zaradi preglednosti še 
spremenimo označbe t ' ->  t, t" -»  t ' in dobimo

OO

RXy(t) =  J ho(t') RXx(t — t') dt'; za t >  0 (16)
o

Izpeljani izraz je Wiener-Hopfova integralna 
enačba za optimalno odzivno funkcijo linearnega 
šumnega sistema v prim eru stacionarnih vhodnih 
in izhodnih signalov.



Iterativna metoda reševanja 
Wiener-Hopf o ve enačbe

Ce hočemo določiti optimalno odzivno funkcijo, 
moramo rešiti integralno enačbo (16). Splošna me­
toda reševanja te enačbe sloni na uporabi Fouriero- 
ve transform acije in je sorazmerno zapletena [5], 
zato bomo tukaj prikazali neposredno, toda aprok­
simativno pot. V ta  nam en naštejmo najprej ne­
katere pomembne lastnosti avtokorelacijskih funk­
cij stacionarnih naključnih procesov [5].

Osnovna značilnost avtokorelacijske funkcije 
stacionarnega naključnega procesa je, da ima naj­
večja vrednost p ri t =  0 in  da lim itira proti 0, ko 
narašča t prek vsake meje. Za širok razred stacio­
narnih  naključnih procesov je padanje korelacijske 
funkcije proti 0 mogoče označiti s karakterističnim  
korelacijskim časom. P ri tem  je vrednost korela- 
cijske funkcije za čas, bistveno večji od korelacij- 
skega časa, zanemarljivo majhna. Ce predstavimo 
korelacijsko funkcijo z diskretnim i vzorci, ki so za 
več kakor korelacijski čas narazen, dobimo od nič 
različno vrednost samo pri t  =  0, v preostalih toč­
kah pa zanemarljivo majhno vrednost. To pomeni, 
da je mogoče korelacijsko funkcijo v najbolj gro­
bem približku opisati z enotno impulzno funkcijo 
delta [1]:

Rxx(t —  t ' ) ~ A . d ( t  —  t') (17)

S tem  približkom pa je  mogoče in tegriranje 
v enačbi (16) takoj izvesti, tako da dobimo po de­
ljenju z A

ho(t) ~  B . RXy{t) za t >  0 (18)

kjer je B — 1 /A .
Ta izraz kaže, da je optimalna odzivna funkcija 

v najbolj grobem približku podana s križno korela­
cijsko funkcijo med vhodno in  izhodno veličino. 
Ta rezultat je precej pomemben, ker omogoča hitro 
določiti približni videz odzivne funkcije, hkra ti pa 
omogoča izdelati učinkovito aproksimativno meto­
do. V ta  nam en izrazimo najprej optimalno odzivno 
funkcijo kot vsoto neke znane funkcije hz in  druge 
neznane hi (t)

ho(t) = hz(t) +  hi(t) (19)

Iz enačbe (16) izhaja, da mora neznana funkcija 
hi(t) zadoščati enačbi

RXy(t) — J hz(t') RXx(t — t') d t' =
oo

=  j  hi(t') Rxx(t — t') d t' (20)
o

ki jo lahko zapišemo v obliki

Rxyi(t) =  J hi(t’) Rxx(t — t') d t' (21)
o

Dobili smo ponovno Wienner-Hopfovo enačbo, 
to pot za neznano funkcijo hi, toda z isto avtoko- 
relacijsko funkcijo in spremenjeno križno korela­
cijsko funkcijo RXyi. To pomeni, da se z nastavkom

(19) ne moremo izogniti reševanju W iener-Hopf ove 
enačbe, vendar intuitivno pričakujemo, da bo ne­
znana funkcija hi(t) predstavljala tem  m anjši po­
pravek, čim bolje z znano funkcijo z(t) zadenemo 
potek optimalne odzivne funkcije ho(t). Z nam e­
nom, da zadostimo najbolj grobemu približku, za­
pišemo

h^t) = B RXy(t) (22)

Konstanto B bi lahko določili iz izrazov (17) in 
(18) ob upoštevanju znanih lastnosti delta funkcije, 
vendar bomo tukaj izbrali drugo pot. V ta  namen 
si najprej oglejmo enačbi (20) in (21). Čim bolje 
z znano funkcijo hz(t) popišemo optimalno odzivno 
funkcijo, tem  m anjši bo popravek hi oziroma Rxyi. 
Kot mero za napako približka bomo uporabili in­
tegral kvadrata funkcije RXyi na opazovanem ča­
sovnem intervalu

D =  nRxyi(t)]2 d t =  
o

T r  oo -|2
=  J Rxy(t) — B J RXy{t') Rxx(t — t') d t' d t (23)

Konstanto B bomo izbrali tako, da bo napaka D 
najm anjša, k ar da pogoj

dB

Iz tega pogoja izhaja za B izraz
00
1 Rxy{t) f( t) dt

B =  -------------  <25>
i  f  (t) dt 
o

k jer je
OO

m  =  J RXy(t') Rxx(t — t') d t' (26)
o

S tako določeno konstanto B opredelimo začetni 
približek optimalne odzivne funkcije

M t) =  B Rxy(t) (27)

Popravek predstavlja funkcija hi(t), ki tudi za­
došča W iener-Hopfovi enačbi, toda s spremenjeno 
križno korelacijsko funkcijo RXyi. Zato lahko upo­
rabimo enak postopek približnega računanja kakor 
za ho, kar je osnova iteracije. Tako dobimo za po­
pravek približek

hi(t) =  Bi Rxyi(t) (28)

v  katerem  moramo Bi izračunati s funkcijo RXyi. 
S tem  približkom dobimo nato enačbo za naslednji 
popravek h% itd., tako da lahko na splošno za­
pišemo

OO

ho(t) =  2  Bk Rxyk(t) (29)
Jc=0



V tem izrazu ustrezata Bo = B in RXyo = RXy 
začetni aproksimaciji. Nadalje uporabimo izraz

oo

Rxyk+l(t) — Rxyk(t) — Bk J RXyk(t ) Rxx(t — t ) dt (30)
0

za izračun popravljenih križno korelacijskih funk­
cij in izraz (25) s k-to križno korelacijsko funkcijo 
za izračun B*.

Primer določanja ho
Opisani iterativni postopek je prim eren za iz­

vedbo na digitalnem računalniku. V ta  namen 
predstavimo najprej izmerjeni korelacijski funkciji 
z zaporedji vrednosti pri enakomerno naraščajočih 
časovnih trenutkih. S tem  preidejo nakazani inte­
grali v vsote, iterativni postopek pa v ciklično iz­
vajanje enakih računskih operacij. Iteracijo obi­
čajno ustavimo, ko je amplituda popravljene križ-

Sl. 1. Avtokorelacijska funkcija Rxx vhodnega in križno korelacijska funkcija  Rxy vhodnega ter izhod­
nega procesa

Sl. 2. Predpostavljena optimalna odzivna funkcija sistema h ter aproksimacije po k  = 1, 10 in 100
korakih

Največja vrednost h z indeksom interacije k narašča, približki pa se vedno bolje ujemajo s predpostavljeno
funkcijo



Sl. 3. Zaporedne križno korelacijske funkcije  
Očiten je padec amplitude po vsem časovnem intervalu z naraščajočim indeksom iteracije

no korelacijske funkcije RXyk istega reda velikosti 
kakor statistična napaka pri m erjenju korelacijskih 
funkcij. Konvergence nakazanega iterativnega po­
stopka analitično sicer še nismo raziskali, smo pa 
preverili njegovo uspešnost na sim uliranih in real­
nih linearnih šumnih sistemih.

V m erilni tehniki zelo pogosto naletimo na na­
ključne procese, ki imajo avtokorelacijske funkcije 
podobne funkciji [5]

Rxx(t) =  Ro e~at cos m t  (31)

te r na nizkopasovne ojačevalnike, katerih  odzivne 
funkcije lahko označimo z impulzom določene širi­
ne, višine te r zakasnitve. Za demonstracijo itera­
tivnega računanja optimalne odzivne funkcije smo 
sim ulirali tak  prim er. Izbrani funkciji Rxx in h  sta 
prikazani na slikah 1 in 2. Iz teh funkcij je bila 
izračunana križno korelacijska funkcija Rxy z Wie- 
ner-Hopfovo enačbo (16). Prikazana je skupno 
z Rxx na sliki 1. S pomočjo obeh korelacijskih 
funkcij je bil nato izveden iterativni postopek ra­
čunanja optimalne odzivne funkcije, rezultati prve­
ga, desetega in stotega koraka pa so prikazani 
skupno s predpostavljeno odzivno funkcijo na sliki
2. Rezultati kažejo, da se po stoti iteraciji ocenjena 
optimalna odzivna funkcija navidezno razlikuje od 
predpostavljene le še v eni točki. Za oceno napake 
približka smo pri izpeljavi iterativnega postopka 
uporabili integral kvadrata prirejenih križno kore­
lacijskih funkcij RXyk• Grafi teh funkcij so za ko­
rake 0, 1, 10 prikazani na sliki 3. Vidimo, da je 
že po desetem koraku am plituda te funkcije v ob­
močju reda velikosti napake, ki jo običajno nare­
dimo pri m erjenju korelacijskih funkcij (~  1 °/o).

Sklep
Iterativno metodo računanja optim alnih odziv­

nih funkcij smo doslej uporabljali za označitev od­
zivnih funkcij elektronskih ojaČevalnih sistemov, 
ki delajo s tako visokimi ojačen ji, da njihov šum 
ni več zanem arljivo m ajhen. Eksperim enti so po­
kazali, da je za praktično uporabo pogosto dovolj 
izvesti le približno 10 iteracij. Na nam iznih raču­
nalnikih, ki se običajno uporabljajo za zbiranje 
eksperim entalnih podatkov (na prim er HP 9835), 
tra ja  ta  račun približno četrt ure, kar je soraz­
merno ugodno za hitro označitev delovanja si­
stemov.

Iterativna metoda, ki smo jo tukaj razvili, je 
prim erna le za prim er stacionarnih naključnih pro­
cesov. Z majhno modifikacijo pa jo je mogoče p ri­
rediti tudi za obravnavanje šum nih prehodnih po­
javov, k ar bomo opisali v prihodnjih objavah.
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