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Povezava med deformacijami, deformacijskimi hitrostmi
in napetostmi v plasticnem podroc¢ju za izotropne
in nestisljive materiale
PETER LES

Preoblikovanje kovin s plastiéno deformacijo J1 = aij . 6jj (5)
spada med tisto obdelovalno tehniko, pri kateri si 1o (o o ®
s tehnolo&kimi postopki prizadevamo doseéi izdelo- 2 = 1/2 (0ij 0ij — 0ii - 0ii) )
vanje brez odpadkov. Plasti¢no preoblikovane iz- Js = det (0i;) (7

delke najdemo povsod tam, kjer je potrebna velika
zanesljivost ob majhni teZi, hkrati pa izdelke iz-
delujemo v izredno kratkem tehnoloskem casu z
zadostno natanénostjo. Zal pa so investicije za na-
bavo strojev in orodij velike. Prav zaradi tega je
nujno potrebno natanéno poznavanje mehanizma
preoblikovanja in vnaprej$nje natanéno doloanje
prepotrebnih konstrukcijskih in tehnoloskih po-
datkov. Napetostne razmere so posebno pri hlad-
nem preoblikovanju jekla na skrajnem robu vzdrz-
ljivosti orodnih jekel in karbidnih trdin. Doloé&itev
resni¢nih deformacijskih, hitrostnih, napetostnih
in temperaturnih razmer med preoblikovanjem je
zelo pomembno za razlago nastajanja in preprece-
vanja notranjih poSkodb v orodju kakor tudi v
preoblikovancu ter ne nazadnje za vnaprej$nje do-
loéanje kakovosti in lastnosti izdelka.

Za izotropne nestisljive materije lahko z Mise-
sovo teorijo [1] o plastiénem teenju zadovoljivo
opisemo fizikalna stanja. Preoblikovanje je mogoce
le, ée je material v plastiénem stanju, to je, ko na
trdno telo delujejo tako velike zunanje sile, da po-
vzrotajo s svojimi deformacijami veéje notranje
napetosti od meje plasti¢nosti materiala.

Plasti¢ni potencial kot funkcija napetosti

F = f(oij) )

terja, da morata biti izpolnjena dva pogoja za po-
jav trajne deformacije:

f(0ij) = const (2)

in enadbo plasti¢nosti, ki povezuje deformacijske
hitrosti z napetostmi
F =
) @

Oij

Iz splos$ne formulacije (2) lahko izvedemo tudi
druge pogoje za pojav plastitnega stanja kot po-
sebne primere, zato lahko formulacijo (2) napiSemo
v naslednji obliki:

f(J1, Js, J3) = const “4)
pri ¢emer pomenijo Jy, Jz in J3 prvo, drugo in tret-

jo invarianto napetostnega tenzorja v naslednjih
oblikah: -

ali pisano v koordinatnem sistemu z glavnimi
osmi o1, oz in o3 lahko napetostni tenzor zapiSemo
v obliki

Ji=01+ 02+ o3 (8)

Jo = — (01 02 + 02 03 + 03 01) 9)
(10)

Samo posebni primer enaébe (4) je Misesov po-
goj o plastitnem tefenju, zato je tedaj druga in-
varianta napetostnega deviatorja enaka

Fo—k?=0 ali tudi 32—k =0

Js = 01.02. 03

(11)

kjer pomeni ki deformacijsko napetost, ki je ki =
= V3 .k, k pa pomeni mejo strizne napetosti.

Drugo invarianto napetostnega deviatorja lahko
izrazimo z

Fe = Jg + 1/3J12 (12)
ali tudi v skrajSani pisavi
e = 1/20. 0% (12a)
zapisano tudi v koordinatnem sistemu oy, o2, o3
2= §((01—09)* + (02— 03)* + (03—01)%) (13)

Iz enaébe (11), ki je Misesov pogoj o pojavu pla-
stiénega stanja, vidimo, da hidrostati¢ni del nape-
tostnega stanja, tj. srednja normalna napetost

Om = 1/3 Jy

nima vpliva na zaéetek plastiénega tedenja.
Misesov pogoj o plasti¢nem tecenju lahko do-
bimo iz enaéb (3) in (11) v naslednji obliki

(14)

deij = di o'y (15)
ali zapisano v glavnem koordinatnem sistemu
de; = di (01— om)
deg = di (o2 — om) (16)

deg = dA (03 — om)

Sorazmerni faktor di je pozitivna skalarna ve-
li¢ina, ki se ne spreminja pri zavrtitvi koordinat-
nega sistema. Pomeni pa spremenljivko, ki je od-
visna od vrste materiala, temperature, stopnje in
hitrosti deformacije.
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Ce v enatébah (16) dopustimo, da gredo defor-
macijske hitrosti proti nig&, torej é — 0, tedaj bi to
pri konstantnem sorazmernem faktorju 4 pomenilo,
da so tudi komponente napetostnega deviatorja
zelo majhne vrednosti, to pa je lahko samo v pri-
meru tekofega stanja. S tem prihajamo v kontra-
dikcijo s prejS$njo izjavo, da se deformacijske hi-
trosti, razliéne od ni¢, lahko pojavljajo le, ¢e na-
petosti izpolnijo pogoje teenja, prav zato so tedaj
napetostne komponente dolotene konéne vredno-
sti.

Ce eliminiramo napetosti, lahko iz ena&b (11) in
(15) izradunamo sorazmerni faktor di v obliki

it A pra e,
di=1/k VEz oz di= k—VaEg (17a in b)
1]

pri éemer je Es druga invarianta hitrosti deforma-
cijskega tenzorja

Eg = 1/2 (deyj . deij — deiz . dejy) (18)
ali pisano za glavni koordinatni sistem
Eg = — (deq deg + deg deg + des dey) (19)

Za popolnejsi opis plastiénega tefenja nestislji-
vega materiala sta potrebni Se ravnovesna enacba

Yij
Oj

in enaéba kontinuitete (pogoj o konstantnosti pro-
stornine)

=0 (20)

deiy =0 (21)

Povezavo med napetostmi in deformacijskimi
hitrostmi za nekompresibilne snovi lahko po Mi-
sesu zapiSemo v koordinatnem sistemu x, y, z v
obliki

1 o ’
V==VE.T (22)
k
pri ¢emer je V tenzor deformacijske hitrosti
1 &:z :9.-':3; éa:z |
Vij = | fry By Eye (23)
] Exai. By B
T pa je napetostni deviator
'IUz—“'Um Try Trz Sz Sxy Ses 1
Ty =| vy Oy — Om Tyz =ISzy Sy Sy 1
Tz Tyz Oz — Om Szz Syz 83 :
(24)
pri éemer je o, srednja aritmetiéna napetost
om = 1/3 (0; + 0, + 0,) (25)

Druga invarianta tenzorja deformacijske hitro-
sti dobi sedaj novo obliko, in sicer

Ep = —(ex by + &y & + 62 6) + &%y + &%, + é%,  (26)

Komponente deformacijske in striZzne hitrosti
lahko izratunamo iz lokalnih hitrosti posameznih
materialnih delcev po naslednjih enaébah

sz=‘§:‘ éy=‘;—”ji éz=%"if (27)
oziroma
e8]
s = 172 (‘;” = %) (28)

Enaéba kontinuitete (21) dobi tako novo obliko
Ove 4 Ovy \ 0v:_
A e

Drugo invarianto napetostnega deviatorja ¢,
lahko sedaj zapiSemo iz enacbe (24) v obliki

gE e e (Sz S-y + Sy Sz + Sz Sz) + szy + S_f,_nzg + ngz
(30)

(29)

Napetost v wvsaki tocki plastiénega prostora
mora zadovoljevati naslednje ena¢be ravnovesja:

92+07zy+dfzzzu
Oz Oy 0

Oty |, 00y | Ot _
Oz Oy 0:
%4_0&_;0&
da: dy 03

(31)

V ravnovesnih enaébah (31) so masne sile iz-
pusene, ker imajo pri plastiénem preoblikovanju
ponavadi zelo majhne vrednosti.

Za rotacijsko simetriéno obliko izdelka je ugod-
nejSe, ée ra¢unamo v cilindri¢nih koordinatah (sl. 1)

Sl. 1. Rotacijsko simetriéni iztisnjenec
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Ce vzamemo za primer, da plasti¢no preobliko-
vanje poteka aksialno simetriéno, so napetostna
stanja in deformacije neodvisne od kota zavrtitve ¢
ter so po konstantnem obodu stalna, tedaj velja

ofy 0o -
0% 09

oziroma

vy =0 Tro = Tpz = 0 (32)

it Saciy

Or T 0;

pri ¢emer sta v; in v; hitrostni komponenti v ra-
dialni oz. v aksialni smeri. Za napetosti v plasti¢-
nem podroéju dobimo iz enaéb (31) v tem primeru
obliko

(33)

%+drrz+ Or — 0y

=0

Or O Or
L i g i (34)
()z dr T

pri ¢emer so o, oy in o; komponente normalnih
napetosti v radialni, obodni in aksialni smeri, 7,
pa je %e edina preostala komponenta strizne na-
petosti.

Druga invarianta napetostnega deviatorja g,,
dobi tako novo obliko

Fo = 1/2 (S + Se2 + S2) + S (35)

s svojimi komponentami
Sz == 03 e Gm (36)

Sr:(]r—“cm S.g.:Og—-Om

ter srednje aritmetiéne napetosti

om = 1/3 (or + 05 + 02) (37)
kakor tudi za strizno napetost
Sz = Trz (38)

Druga invarianta napetostnega deviatorja ima
zato v cilindriénih koordinatah obliko

F2 = — ((6r — om) (03 — Om) + (0s — om) (02 — Om) =5
+ (0 — om) (67 — om)) + 72> it st (39)

ker je pri obravnavanju rotacijsko simetri¢ne ob-
like telesa 74: = 7,4 = 0. Iz enatbe (27) dobimo za
rotacijsko-simetri¢no obliko telesa komponente de-
formacijskih hitrosti iz naslednjih enacb

AR it ol (40)
d’r ; i Og
iz enacbe (28) pa dobimo Se
0v, oﬂr)
82 = + — 41
: ( Or 0: &

pri éemer upo$tevamo, da sta komponenta defor-
macijskih hitrosti enaki nié: &5, = &4 = 0.

Komponente deformacijskih hitrosti & so so-
razmerne komponentam napetostnega deviatorja,
zato lahko za rotacijsko simetriéno obliko telesa
zapiSemo

er = A Sy = 4 (6r — om)
éﬂ = A S=4 (Og"—‘ﬂm)
é,=A18S:= A (0:— om)
rs = A Sr; = Apz (42)

Druga invarianta hitrosti deformacijskega ten-

zorja dobi obliko
Eg = 1/2 (6% + &2 + &2) + &2 (43)

Za primerjalno deformacijsko hitrost lahko za-
piSemo sedaj obliko

&y = |/2/3 (&% + &® + &° + 2é72) (44)

Ce enatbi (43 in 44) vstavimo v enatbo (17),
dobimo za sorazmerni faktor 4 obliko

A=V§.a,

2k

Komponente deformacijskih in striznih hitrosti
(27, 28, 40, 41) lahko prav tako izratunamo, ¢&e
poznamo enaébo tokovnice w, npr.: za neko tokov-
no funkcijo y (7, 2) iz naslednjega zapisa

(45)

(46)

zaradi ¢esar so komponente tenzorja deformacijske
hitrosti Eg:

S g B _3(}'!’) 1%y | 10y
o r( 7105 00 72 0s

Vr 1 0y
£a=—-=————

r 2 0, (47)
é_%-— (l(}r,u) 10"1,0
T o. 0.\ro,) ro0.
s )12 (1)

Or Oz Or Tdr Oz T'og

Ravnovesni enacbi (31, 34) lahko vedno zadovo-
ljimo, &e napetostne komponente dolo¢amo iz dveh
napetostnih funkeij @ (z, r) in % (2, r) po zapisu

e 1 0295 i 4 %
r Oz’ T
ox
O3 = —
-ty
10 (48)
0z = —
T Ors
102
Ly i sl
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Za tokovno funkcijo vy in napetostni funkciji @
in ¥ je treba izraziti tak8ne linearne é¢lene, ki lahko
hkrati izpolnjujejo pri plastitnem preoblikovanju
robne kakor tudi simetrijske pogoje, zato za te
funkcije v splo$nem veljajo naslednje oblike

v =y (4, 2, 7)
b = & (Bij, 2, 1)
1 =% (Cij 2, 1)

(49)

Poiskati je torej treba taksne kombinacije pa-
rametrov Ajj, Bij, Cij, ki izpolnjujejo Misesov pogoj
za pojav plasti¢nega tefenja kakor tudi druge rob-
ne pogoje s ¢im manjdim odstopanjem. Ce v kateri
koli tofki N preoblikovalnega prostora napravimo
pogreSek (npr. v enalbi 42 za & = 1.Sy), ki ga
dobimo, ¢e izratunavamo napetosti kakor tudi de-
formacijske hitrosti po enacbah (47, 48), dobimo
odstopek

Oin = 0p (Tm 2n, B, Cpq) — m(Tn, 2n, Bii, Cpg) =
V_ &s (Aij)
Taksne odstopke moramo preraéunati za vse

to¢ke preoblikovalnega prostora. Iz vsote vseh teh
posameznih odstopkov dobimo funkcijo odstopkov:

(50)

n
O1 (Aij, Bri, Cpg) = 2 (O1a)* 2 0 (51)
=1

s prostimi parametri Ajj, By in Cpy.

Podobne enaébe odstopkov Oz, O3 dobimo iz
preostalih zadnjih dveh enaéb (42). Prvo enacbho
za ~r v enacbah (42) ne moremo uporabiti za enatbo
odstopanja, ker je zaradi kontinuitetnega pogoja
Ze obseZena v obeh enatbah za &; in é.

Druge enacbe odstopanj zapiSemo iz robnih po-
gojev, ki Se niso obseZene v funkcijah (49). Tako
dobimo iz robnega pogoja 7. = 7,.*, tj. tokovnica
w (7, 2) je na povrsini izdelka enaka notranji obliki
orodja (matrice), naslednjo enatbo odstopanja

O4 (Bka!_- fJQ) = 2 (04711)2 =

== E (Trz (Trp, Zrp, Bkh Cpq} — )2 2
T.p

(83)

Da bi lahko zadovoljili linearni sistem ena&b
s parametri Aj;, Bu, Cpq, morajo biti robni pogoji
linearno odvisni od teh veli¢in. Po metodi najmanj-
§ih kvadratnih odstopanj dolotimo sedaj tiste pa-
rametrske kombinacije, ki dajejo najmanjso vsoto
posameznih funkcij odstopanj (morebiti pomnoZene
Se z nekim uteZnim faktorjem g)

mn
Ocel = (Aij, Bri, Cpg) = X 91 Oi (54)
i=1
S parcialnim odvajanjem po neznankah A;;, By
in Cpy in z izenadevanjem z ni¢ dobimo sistem

enatb, iz katerih lahko izradunamo iskane vredno-
sti Ajij, Bi in Cp,;. Misesov pogoj o pojavu plastié-
nega tefenja (22) lahko zapiSemo tudi v obliki

Tm vy, (55)
Es

ki pa ni linearna funkcija deformacijskih hitrosti
in moramo minimalno vrednost enaébe odstopanja
izra¢unati z iterativnim postopkom, tj. s postopnim
priblizevanjem.

V prvem iteracijskem koraku zamenjamo enaé-
bo plastiénosti (55) z enacbo

T4 = k. Vgl (56)
kar pomeni, da se najprej za dane robne pogoje
izra¢una napetostno in hitrostno stanje za viskozno
snov z Zilavostjo u = k/2 oziroma 1 = L.

Tako dobimo grob opis hitrostnega polja pri
plastitnem teéenju. Napetostno polje pa Se vedno
zelo mocno odstopa od pogoja plasti¢nega tetenja
(11), F2—k* = 0. V drugem iteracijskem koraku
doloéimo napetostno stanje pri plastiénem tefenju
(z znanim hitrostnim stanjem iz prvega iteracijske-
ga koraka) po naslednji zvezi

Ty® =

bl T

Eo

(57)

pri ¢emer se E™ izratuna iz prvega iteracijskega
koraka viskoznega hitrostnega polja. Tako izracu-
nano napetostno polje Ze kar dobro zadovoljuje
pogoje plastiénega tetenja. V tretjem iteracijskem
koraku obdrzimo konstantno napetostno stanje in
izraéunamo natanéneje hitrostno polje po zvezi

k
T/,® = Vo Viy® (58)
2

Tak3en iteracijski postopek se kon&a tedaj, ko
je odstopek v pogoju za plasti¢no tefenje zadovo-
ljivo majhen, ko je

3Fs—ki2=00z. Go—k2 =0
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