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1. UVOD

Casovno odvisno gibanje viskoznega nestisljive-
ga fluida popiSemo z zakonom ohranitve mase in
z Newtonovimi zakoni gibanja, izraZeno v mate-
matiéni obliki kontinuitetne in Navier-Stokesove
enache

g.-v=0 (1.1)

Dv/Dt = 0v/0t + v.pv = —pp/o + »p?v (1.2)

kjer so p — tlak, ¢ — gostota in » — kinematiéna
viskoznost, Z ena¢bama (1.1) in (1.2) dolo&imo tlag-
no polje p in hitrostno polje v ob znanih zaéetnih
in robnih pogojih vektorja hitrosti. Ceprav ti enad-
bi v celoti popisujeta gibanje fluida z osnovnimi
spremenljivkami p in v, bomo vpeljali vrtinénost
w, doloteno z

o= Xv (1.3)
Konvektivni ¢len v (1.2) lahko zapiSemo kot
v X (pXv)=2p@w.v)—v.pv (1.4)

in enaéba gibanja je
0v/ot +3p@.v) = v X @—pp/o + vp’v (1.5)

Pois¢emo rotor leve in desne strani enacbe (1.5)
in dobimo transportno ena¢bo vrtinénosti

0w/ot =g X (v X @) + rpiw (1.6)

oziroma zaradi identitete

FA@Xw)=0.pr—v.Fw + V.0 —@F . v
(L.7)

kjer sta zadnja dva é&lena nig&, ker je w =y X v
in y.v =0, tako da

Dw/Dt = dw/0t + v.pw = @ .pv + vy’ (1.8)

Casovna sprememba vrtinénosti, ki jo predstav-
lja totalni oziroma konvektivni ¢len na levi strani
enatbe, je enaka viskozni difuziji in raztezanju
vrtincev oziroma &lenoma na desni strani enacbe.
Difuzivni &élen je popolnoma analogen ¢lenu v Na-
vier-Stokesovi enaébi, ki izraza difuzijo momenta.
Za dvodimenzionalne tokove je ¢élen @ .pv = 0 za-
radi ortogonalnosti vrtin¢énosti in gradienta hitro-
sti.

S konceptom vrtinénosti razdelimo problem
toka fluida na kinematski in kinetski del. Kine-
matski vidik je opisan z enaébama (1.1) in (1.3)
ter izra¥a zvezo med poljem vrtincnosti v doloce-

nem &asovnem trenutku in poljem hitrosti v istem
trenutku. Kinetski vidik pa je opisan z enaébo (1.6)
oziroma (1.8) ter predstavlja spreminjanje vrtiné-
nosti v fluidu.

Z numeri¢nim postopkom reSevanja sledimo
razvoju vrtinénega polja. Ker je problem é&asovno
odvisen, lahko pois¢emo reSitev le korakoma po
¢asu. Postopek reSevanja sestoji iz naslednjih treh
stopenj:

1. Iz znane prostorske porazdelitve v in @ v ob-
moéju 2 in €asu t izraéunamo novo porazdelitev @
v obmo¢ju za ¢as t + At z enaébo (1.6). Ker je &a-
sovna sprememba vrtinénosti enaka ni¢ povsod
tam, kjer so vriin¢nost in njena prvi in drugi kra-
jevni odvod nié¢, moramo poznati vrednosti hitrosti
v ¢asovnem trenutku t le v viskoznem delu fluida.

2. Nove robne vrednosti vrtinénosti izra¢unamo
s pogojem brez zdrsa.

3. Nove vrednosti hitrosti izratunamo iz enaéb
(1.1) in (1.3).

Korak 1 je kinetski del ratunske zanke. Ker je
enatba (1.6) paraboli¢na, pomeni korak 1 reSitev
problema zaéetnih robnih vrednosti. Proces gene-
racije vrtinénosti na povrsini telesa ni popisan z
difuzijo in konvekeijo. Robne vrednosti vrtinénosti
moramo poznati, ¢e hofemo reSitev pomakniti v
¢asu. Korak 2 pomeni generacijo vrtincev in z njim
konéamo izraéun vrednosti vrtinénosti za novi &as
t + At. Korak 3 je kinematski del zanke, kjer iz
novih vrednosti vrtinénosti izraéunamo nove vred-
nosti hitrosti in je problem robnih vrednosti, ker
enaébi (1.1) in (1.3) sestavljata eliptiéni sistem di-
ferencialnih enacb.

2. INTEGRALSKA PREDSTAVITEV
KINEMATSKEGA DELA
Diferencialno enaébo lahko preoblikujemo v in-
tegralsko z metodo uteznih ostankov in z Greeno-
vimi identitetami. ReSitev problema temelji nato
na numeri¢ni integraciji dobljenih integralov.

2.1, Skalarna eliptiéna enacha

Ii¢emo reditev Poissonove enatbe za skalarno
funkcijo u(s)

pFPu(s) =p v (2.1)
Greenova druga identiteta
[ (u*p? u —up® u*) dQ =
= [ (u* Ou/on — u Ou*/on) dI' (2.2)
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kjer je 2 obmoéje, ograjeno z robom I', n je enotni
vektor, normalen na rob I', u in u¥* sta zvezni in
omejeni funkciji z zveznim prvim in drugim odvo-
dom v obmoé¢ju 2. Naj bo u* osnovna reSitev elip-
titne diferencialne enacbe in definirana z

p?u*(&, s) + 0(§,s) =0

Osnovna reitev u* zado$¢a Laplaceovi enacbi
povsod, razen v tocki & = s, kjer je singularna. Sin-~
gularno todko izlo¢imo iz obmoéja 2 tako, da rob
I sestavimo iz dveh delov (I" in I'y), kjer I'; ob-

kroZa singularno totko in ograjuje obmoéje 2 zno-
traj. V obmo¢ju velja

pu*(é,s) =0 (2.4)
Z vstavitvijo ena¢b (2.1) in (2.4) v (2.2) dobimo

[ p(s) u*(&, s) dQ(s) = § {q(S) u*(£, S) —
—u(S) q*(&, S)} dI'(S) +
+ [ {q(S) u*(&, S) —u(S) q*(&, S)} dI'; (S) (2.5)

Za tridimenzionalne probleme je I'y krogla s
polmerom ¢ in sredi$¢em v &. Za rob I'; sta osnovna
refitev in njen gradient 1/4me, — 1/4m e Ko gre
e — 0, velja I', — 0 z &2 Prvi integral po I'y je tako
nié¢, preostali pa da vrednost funkcije v tocki sin-
gularnosti. Integralska enacba se glasi

u() + §u(S) g*(, S) dI'(S) =

= [ q(S) u*(£, S) dI'(S) —
— [ p(s) u*(&, s) dQ(s)

(2.3)

(2.8)

2.2. Vektorska eliptiéna enacba

Enacébi (1.1) in (1.3) pomenita kinematsko zvezo
med v in @. Hitrostno polje v dolo¢imo iz znane
porazdelitve za @ z reSitvijo vektorske Poissonove
enacbe, Enatbo izpeljemo tako, da poiS¢emo rotor
enatbe (1.3) in upostevamo (1.1)

FXo=pXpgpXv=pp.v—p™v

pv=—pX o (2.7

Ker vsaka komponenta vektorja hitrosti zado%¢a °

Poissonovi enacbi, izpeljemo integralsko enacbo za
v tako, da zamenjamo v enaébi (2.6) u z vin p z
desno stranjo enacbe (2.7)

v(&) + [ (S) {Ou*(&, S)/on(S)} AI'(S) =
= [{0v(S)/on(S)} u*(&, S) AI'(S) +

+ [ {p X w(s) } u*(¢, s) dQ(s) (2.8)

Integralska enacbha (2.8) vsebuje odvod vrtiné-
nosti v integrandu po £ in odvod hitrosti v robnem
integralu. Integralsko predstavitev », v kateri ne
bo odvodov @ in v, dobimo z vpeljavo vektorskega
potenciala in z Greenovim teoremom za vektorje
v obliki

§(E.p*F—F.p%E) dQ = {{E X (p X F) +
+E@y.F)—FX(pXE)—F(.E)}.ndl' (29)

Naj bo vektor F osnovna resitev vektorske La-
placeove enadbe p*F = 0, podane z

v¥*(E, 5) = plu*(, 5)} X e = p X {u*(, s)e}
kjer je e konstantni enotni vektor. Veljajo zveze

(2.11)
(2.12)

(2.10)

p-v¥=0
g X v¥ = ple. pu¥) za £ s

Ker je hitrostno polje solenoidno, lahko dolo-
¢imo vektorski potencial B

v=pxB , p.B=0 (2.13)
Vstavimo (2.13) v (1.3)
w=pXpXB=yp-B—p’B (2.14)

Upostevamo, da je F osnovna reitev v* in E
je vektorski potencial B. Postavimo, kakor v po-
glavju 2.1, da majhna krogla polmera & obkroZa
singularno toéko & v obmoéju, enatba (2.9) pa po-
stane
[ (pu* Xe).wd2 = [ B X ple.pu*).nd(I' + I') —

— [ (pu* X e) Xv.nd(I"' + I'y) (2.15)

Enaébo (2.15) preoblikujemo v obliko

fe. (X pu*)dQ = [ (e.pu¥*) (v.n)d(I" + I';) —
—fe. {(v X n) Xpuk}d(I' + I'y) (2.16)

V limitnem procesu, ko gre ¢ — 0, postane ob-

motje 2 celotno obmoéje, ograjeno z I, ker gre

integral po obmoé&ju znotraj I'; proti ni¢ za & — 0.
Integrali po I', so

lim {f (e. pu*) (v.n) dI',—
]
—fe. {(v X n) X pu*}dl,} =

: 1
= 181_?; g;f{(e-n) (v.n) —

—e.{{vXn}Xn}}dfa} = e.v(f) (217

Rezultat (2.17) vstavimo v (2.16). Upo$tevamo,
da je smer vektorja e poljubna in dobimo

v() + [ (v.n)pu* dl’ =
=[(vXn) Xpukdl + o X pu* dQ (2.18)
Ker se v enachi (2.18) ne pojavljajo odvodi, je

primernejSa za numeriéno reSevanje od enacbe
(2.8). Kon¢na oblika enacbe je naslednja

1
o) = {5 {@(s) X r(¢, 9} % & 5) Q) +

+ [ {v(S) X n(S)} X r(& 8) r4 (£, 8) dI'(S) —

— J{o(S) . n(S)} r(, S) 2 (& 8)dI'(S)} (2.19)
kjer so r(¢,s) = {x1(5) — xu(s), x2(£) — xa(s), x3(8) —
— x3(s) }, m = 4m, d = 3 za tridimenzionalne proble-

me oziroma r(&,s) = {x1(§) —x1(s), x2(8) —x2(s),
m = 27, d = 2 za dvodimenzionalne probleme.
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Obmoéni integral v (2.19) je prispevek polja
vrtinénosti k polju hitrosti, medtem ko robni inte-
grali dajejo potencialni tok v obmoéju 2. Enaéba
(2.19) omogota eksplicitno izradunavanje hitrosti v
poljubni to¢ki polja, ée poznamo robne pogoje za
v in vrtinénost @ v obmoéju Q2. Ker je integrand
v obmoé¢nem integralu ni¢ zaw = 0, je obmoéje 2
vezano le z viskoznim obmoc¢jem.

Zunanji tok: Proutujemo gibanje telesa v ne-
skonénem fluidu. Povr§ina I' je sestavljena iz po-
vriine trdnega telesa I'; in povrSine v neskonéno-
sti I'ee. Za rob I's velja v = 0, tako da je integral
po I'y enak ni& Na povr§ini I’ predpiSemo v = ve.
Naj bo I'., krogelna povrSina radija R, ki ograjuje
I's. Ko gre R — oo, integral po I's, da v = v, enac-
ba (2.19) pa postane

o) = - f{@ls) X (& 9} 79 (& 9) 40() + ven (2:20)

kar pomeni Biot-Savartov zakon, ki popisuje hi-
trostno polje za dano porazdelitev vrtinénosti v ne-
skonénem obmoéju. Enaéba (2.19) je torej razsiri-
tev Biot-Savartovega zakona za obmotja, ograjena
z robom I'.

3. INTEGRALSKA PREDSTAVITEV
KINETSKEGA DELA

3.1 Skalarna paraboli¢na enaéba

IS¢emo reSitev nehomogene difuzijske enacbe za
skalarno funkcijo

Oou(s, t)/0t — ap?uls,t) =b vQ (3.1)
ZapiSemo lahko naslednji stavek uteZnega ostan-
ka
[ [ {ap® u(s, t) — Ou(s, t)/ot +
+ b} u* (& 1;s,t)dQ(s) dt =
= [ fa{q(S,t) —q(S, 1)} u*(§, 7; S, t) dI'e(S) dt —
— § §a{u(S, t) —u(S, )} q*(&, 7; S, t) dI'1(S) dt  (3.2)

kjer sta q¥(,7; S, t) = ou*(, 7; S, 9)/on(S) in
0 <<t <~ Enkratna integracija Laplaciana po x; da

— [ [ a{ou(s, 1)/0x:} {Ou*(&, 7; s, 1)/0x:} dQ(s) dt —
— [ [ {ou(s, t)/ot} u*(&, 7; s, t) dQ(s) dt +
+ [ [ bu*(é, 7; s, 1) dQ(s) dt = — J § a{u(S, t) —
—u(S, 1)} g*(&, v; S, t) dI'1(S) dt —
— [ [ aq(S, t) u*(, z; S, t)dI'1(S) di —

— §§aq(S, t) u*(, v; S, t) dI'x(S) dt (3.3)

Ponovno integriramo prvi obmoé¢ni integral po
X
[ §ap®u*(&, 7; 8, t) u(s, t) dQ(s) dt —
— [ [ {ou(s, t)/0t} u*(&, 7; s, t) dQ(s) dt +
+ [ fbu*(é, 7;5, 1) dQ(s) dt =
= [ fau(S, t) g*(&, 7; S, t) AI'(S) dt —

— § § aq(S, t) u*(¢, v; S, t) AI'(S) dt (3.4)

Integracija po delih ¢asovnega odvoda da
S5 {ap u®( w58, 8) +
+ Ou* (&, 7; s, £)/0t} u(s, t) dQ(s) dt +
+ § § bu*(§, 7;5,1) dQ2(s) dt —
— {Su*(, 755, t) u(s, t) dQ(s)}y" =
= [ § au(S, t) g*(&, 7; S, t) AI'(S) di —

— [ §aq(S, t) u*(¢, 7; S, t) AI'(S) dt (3.9)

Naj bo u* osnovna refitev paraboli¢ne diferen-
cialne enaébe

ap® u®(¢, 7; 5, t) + Ou®(, 7; 5, t)/0t +

+ 8(5,8) 8(v,t) =0 (3.6)
lim u*(£, 7; 5, t) = 6(&, 5)
in podana z g
u*(f,7;8,1) =
Dzat>r1 (3.7)
*(§, 8)
smate— )t exp (— PG ) o i <
{47 a(r — t) }~9/2 exp b za 7

kjer je d prostorska dimenzija problema. Osnovna
reSitev je uinek v referenéni to¢ki s in éasu t enot-
nega to¢kovnega izvora v tocki & in ¢éasu v v ne-
skontnem mediju in ima lastnosti

apu*(&, 7;s,t) + Ouk(§, 7; 8, t)/0t = 0
vQzat<rt

S uls, t) u*(, v; s, t) dQ(s) = u(é, 7)

(3.8)

Za. t= (3:9)

Razis¢imo singularnost integralov v (3.5) za ¢as
t = 7 v vrhu Diracove funkcije delta. Zgornji meji
integralov lahko dodamo ali odvzamemo poljubno
majhno koli¢ino &. Prvi integral na levi strani enaé-
be (3.5) je enak ni¢ za 0 < ¢t < 7— ¢ zaradi enacbe
(3.8). V limitnem procesu za ¢— 0 in ob uposte-
vanju pogoja (3.9) dobimo

u(é, 1) + [ § au(S, t) q*(¢, 7; S, t) dI'(S) dt =
= [ [aq(S, t) u¥*(, v; S, t) dI'(S) dt +
+ §uo(s, t = 0) u*(&, 7; st = 0) dQ(s) +

+ § § bu*(é, 7; s, t) dQ2(s) dt (3.10)

V stacionarnem stanju postane osnovna resitev
paraboli¢ne enatbe osnovna reSitev eliptiéne enaé-
be

lim {u*(¢, 7; 8, t) dt = u¥*(¢, s) (3.11)
T-+00

Prva dva integrala enacbe (3.10) pomenita vpliv
robnih pogojev, tretji ¢len pa uposteva vpliv za-
detnih pogojev. Enacba (3.10) velja za poljubno
toko obmocja. Robno integralsko enaébo izpeljemo
tako, da z limitnim procesom toéko & prenesemo
na rob I'. Pri tem moramo paziti na singularnost
integrala za g*. Robna integralska enacba se glasi

c(§) u(, 7) + [ §au(S, t) g*(, 7; S, t) AI'(S) dt =
= [ [ aq(S, t) u*(¢, 7; S, t) dI'(S) dt +
+ [uo(s, t = 0) u¥*(&, 758, t = 0) dQ(s) +

+ § fbu*(&, 7; 8, t) dQ(s) dt (3.12)
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3.2. Vektorska paraboli¢na enacha

Z upo$tevanjem enaéb (3.1), (3.10) in (1.6) zapi-

Semo naslednjo integralsko enacbo

w(,7) +
+ v [ [e(S, t) {pu*(&, 7; S, t) . n(S)} AI'(S) dt =
=»[fu* 78,0 {{pX
X (S, t)} X n(S)}dI'(S)dt +
+ § wo(s, t = 0) u*(&, 7;5,t = 0) dQ2(s) +
+ [ 5 {p X {v(s, ) X (s, 1) }} u*(, 7; 5, 1) dQ(s) dt

(3.13)

kjer je u*(&, 7; s, t) osnovna refitev difuzijske enac-

be. Enadba (3.13) izraZa kinetiko viskoznega toka

v integralni obliki za vrtinénost. Prvi obmoéni in-

tegral je prispevek zatetne porazdelitve vrtinéno-

sti med procesom difuzije k porazdelitvi vrtinénosti

v naslednjem éasovnem stanju. Drugi obmoéni in-

tegral je vpliv konvekcije in raztezanja. Robni in-

tegrali pomenijo difuzijo z roba.

Prispevek potencialnega obmoéja toka k izra-
éunu @ kjerkoli v toku je ni¢, zato moramo poznati
vrednosti za v le na robu I' in v viskoznem ob-
modéju.

4, DVODIMENZIONALNI TOK

Ena komponenta vektorja hitrosti v je ni¢, npr.

vg = 0, in v je neodvisen od x3. Zato velja

w3 = 0vs/0x1 — 0v1/0xs (4.1)

Vektor vrtinénosti ima samo eno komponento,
normalno na ravnino toka, in ga lahko obravna-
vamo kot skalar. Tok fluida popiSemo z naslednji-
ma skalarnima enaébama za kinematski vidik toka

Bi(B)a ol zi (] @(s) ro(é, 8) T2, 5) 4Q(s) +
JT

+ [ {Ki(S) 1(&, S) + Ke(S) r2(8, S)} r2(&, 8) AT'(S)}
(4.2)

os(t) = 2i (T a(s) 116, 8) 72(E, 5) AQ(s) —
JT

— [ {K1(S) r2(&, S)— Ka(S) 1(&, S) } 72(£, S) AI'(S) }
(4.3)
kjer je :
(£, 8) = xy(f) —xi(s), i=1,2
ter
Ki(S) = v1(S) n1(S) + v2(S) nz(S)
Ks(S) = v1(S) n2(S) — v2(S) n1(S)

in kinetski del toka popiSemo s skalarno enatbo

w(é, 1) = j'wn(s, t = 0) u*(&, 7; s, t) dQ(s) —

— J § {wi(s, t) o (s, t)/0xs(s) +

+ va(s, t) Ow(s, t)/0xa(s)} . u*(&, 7 s, t) dQ(s) dt +

+ v [ [ {u*(& 7; S, t) 0w(S, t)/on(S) —

— (S, t) Qu*(£, 7; S, t)/0n(S) } . AI'(S) dt (4.4)
Drugi obmo¢ni integral vsebuje odvod vrtinéno-

sti. Zato ga integriramo po delih in dobimo

{ § {vi(s, t) 0w (s, t)/0x1(s) +

+ va(s, t) Ow(s, 1)/0xa(s) } . u* (&, 75 s, t) dQ(s) dt =

= [ fu*(£, 7; S, t) w(S, 1) {vi(S, t) nu(S) +

+ vg(8, t) na(S) } AI'(S) dt —

— [ S (s, t) {vis, t) Ouk(E, 7; s, 1)/0xi(s) +

+ va(s, t) Ouk(, 7; 5, 1)/0xa(s) } dQ(s) dt (4.5)
Vstavimo (4.5) v (4.4) in dobimo naslednjo in-

tegralsko enacbo

w(&,7) = fwo(s, t = 0) u*(&, 7; 5,t) dQ(s) +

+ [ [ (s, t) {vi(s, t) Ou*(&, 7; 5, t)/0x1(s) +

+ va(s, t) OuRk(&, 7; 5, 1)/0xa(s) } dQ2(s) dt —

— [ fu*(& 7; S, t) (S, t) {vi(S, t) ma(S) +

+ wa(8S, t) n2(S)} AI'(S) dt +

+ 2 [ [ {u*(& 7; S, t) 0w (S, t)/0n(S) —

— (S, t) Ou*(, 7; S, t)/on(S)} . AI'(S) dt (4.6)

Enacba (4.6) je ugodnejSa za numeri¢no reSeva-
nje v primerjavi z enatbo (4.4).

Za zunanje tokove velja, da je v =0 na I in
w=0 na I'y, tako da prvi robni integral v (4.6)
odpade.

Sl. 1. Obmodéje £ in rob I
z ograjo ¢— 0

5. SKLEP
Na osnovi podane teorije pripravljamo svoj ra-
¢unalniski program po postopku robnih elementov
za preracun viskoznih nestisljivih tokov. Delo po-
teka v okviru znanstvenega izpopolnjevanja P.
Skergeta v CML Southampton s $tipendijama RSS
(81/82) in MAAE (82/83).
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