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Analiza deformacijskega stanja dvoslojnih kompozitnih materialov
IGOR EMRI

1. UVOD

Razliéne vrste polimerov se pogosto uporablja
za povriinsko za&¢ito kovin pred korozijo. Ker so
razteznostni koeficienti polimerov in kovin zelo
razli¢éni, je tak spoj na stiku obeh materialov obre-
menjen s strizno obremenitvijo, ki pogosto povzro-
¢a razslojevanje in lutenje polimernega sloja. Opi-
sani problem se pojavi posebno v primerih, ko je
toplotna obremenitev taka, da se temperatura poli-
mera dvigne v bliZino temperature faznega pre-
hoda Tg ali Cez.

S podobno problematiko se je med prvimi
ukvarjal Timoshenko [1], ki je s posploSeno teorijo
upogiba reSeval problem deformacije bimetalnega
traku, katerega temperatura zaradi toplotne obre-
menitve narasta linearno.

Na podobno problematiko naletimo pri leplje-
nih konstrukcijah, ki so vse pomembnejSe v ve-
soljski, letalski in avtomobilski industriji, kjer
spodrivajo vijaéne in koviéne zveze. Omenjeno
problematiko je obSirno obravnaval Kinloch [2],
[3], ki se sklicuje na 277 pomembnejsih del s tega
podroéja do leta 1981.

Zelo podobna problematika se pojavlja tudi pri
kompozitnih materialih, ojaéenih z vlakni [4], kjer
pride v primeru prevelike hitrosti ohlajanja do
koncentracije napetosti v okolici ojagitvenih vla-
ken, kar zopet vodi k razslojevanju in s tem zmanj-
$anju trdnostnih lastnosti materiala.

V prispevku bomo podali analiti¢no re$itev de-
formacijskega stanja dvoslojnega materiala, od ka-
terih se eden obnaZa elasti¢no, drugi pa linearno
viskoelasti¢no. Pri matematiénem izraZanju prob-
lema bomo sledili na¢inu, ki so ga uporabili Muki,
Sternberg [5], Morland in Lee [6], pri analizi za-
ostalih napetosti v linearno viskoelastiénem mate-
rialu pri spreminjanju temperature okolice.

2. OBLIKOVANJE PROBLEMA IN
TEORETICNA RESITEV

Postavimo, da je spoj med obema slojema idea-
len in nadalje, da je spreminjanje temperature ta-
ko potasno, da bo v vsakem trenutku tempera-
turno polje po celotni prostornini konstantno.

Geometriéna oblika fizikalnega modela je pri-
kazana na sliki 1. Spodnji sloj naj se obnaSa ela-
stiéno, zgornji pa linearno viskoelasti¢no. Mehan-
ske lastnosti viskoelastinega sloja naj bodo po-
dane s striznim relaksacijskim modulom u(t) in
prostorninskim modelom stisljivosti K, ki ga
smemo imeti v prvi aproksimaciji za konstantnega
[7]. V skladu s ¢asovno temperaturnim superpozi-
cijskim nacelom [8] je vpliv temperature podan s
¢asovno-temperaturnim premaknitvenim faktorjem
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Sl. 1. Geometriéna oblika fizikalnega modela dvoslojne-
ga materiala

aro(T) [8], [9], [10]. Ker smo postavili, da je tempe-
raturno polje po celotni prostornini konstantno,
lahko vzamemo, da je temperaturno-prostorninski
razteznostni koeficient a(T) neodvisen od ¢asa [9].

Pomike v obeh materialih lahko sedaj zapiSemo
v obliki

o w
U=r—= —
dr _
B =0 (1)
w = w(r)

kjer so u, v in w po vrsti pomiki v smeri 7, y in 2
in & = &(z = 0) deformacija v radialni smeri.
Deformiranost elementa je najpreprosteje po-
dana s polmerom zakrivljenosti. Izhaja
I ld8an(r)

R i

2

Razmerje (2) velja seveda samo v primeru, ce je
sferiéna zakrivljenost majhna.

Namen prispevka je doloditev deformacije v ra-
dialni smeri in velikosti zakrivljenosti 6% w/é r2 kot
posledice spreminjanja temperature materiala.

2.1. Viskeelastiéni sloj

Zvezo med napetostnim in deformacijskim sta-
njem v viskoelasti¢nem sloju lahko zapiSemo v ob-
liki

ok = 3Ky(exg — 30 9)%, (3)
Sij = 2u *de;** (4)

kjer ¥ oznatuje spremembo temperature, S;; in e;j;
pa so deviatori¢ne komponente napetostnega in de-
formacijskega tenzorja.

* Ponovljeni indeks oznaduje sumacijo.
++ Zyezdica (*) oznaduje Stilltjesovo konvolucijo:

t
Sij =2 j'y(t —kK) de:.},(x)

—00
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Za izbrano valjasto obliko elementa velja:
dz = 0
okK = or T 0, = 20;

1
Sy =—or (5)
3

1 (20,
ey — 51——(-0— = 3a?§‘)
3\3K
Z upostevanjem (5), preide enacba (4) v obliko

20:(z, 1)

oz, ) = 6u(t)* {d [srm - — dT(®)] 0]}

(6)

9Ky
in
or(z, ) + i&(—?— *dor(z, t) = 6u(t)*d[er(t) — a(T(t)) 9]
3Ky
(M

V primeru, ko se temperatura materiala spre-
minja s ¢asom, preide enacba (7) v obliko

0 0r(2, %) s

o

t
4
Wz, t) + — iAo
0x(z, 1) 3Kfu( 0

0
t

" GJ"LL(t’ 22 Ofer(3) — a(T'(x)) ()] dx (8
0x
0
kjer je [9], [10]
dx’ = dxfar 9
oziroma
i f s (10a)
ar T(u)
0
t
¥ f o (10b)
ar T(u)
0
i B e s (11)

Cs + T(t} =Ty

Pri tem je Ty zaéetna (referen¢na) temperatura,
Ci in Cz pa sta materialni konstanti.

Pri tem smo vzeli, da temperatura T ni odvisna
od prostorskih koordinat.

Relativni notranji ¢as materiala je odvisen od
kinetike molekularnih vezi, ta pa od trenutno raz-
poloZljivega medmolekularnega prostora, potreb-
nega za gibanje molekularnih verig.

Ker je element, ki ga obravnavamo, obremenjen
samo s toplotno obremenitvijo, velja [9], [10]

t' = f(T(t)) = g(t) (12)
Sledi
oz, t) = G:(2; 1)
ez, t) = 5;\(2, t’) (13)

Q) = ()

kjer smo oznadéili

Q(t) = o[T()] F(t) (14)

Sistem enaéb (13) definira transformacijsko raz-
merje med prostoroma z realnim in relativnim no-
tranjim &asom materiala.

Z upostevanjem transformacijskih razmerij (13),
preide enaéba (8) v obliko

i’ -
4 ’ Oar(z x’) r
et S oo A
@k fu -

t’ ;. A
oziroma .
-~ 4 » Ll ’
(2, 1) + —u(t)* dor(z, t) =
x(z, ) 3Knau( ) o(i )
= 6u(t)* dle(z, t') — Q(t)] (16)

Ker se pojavlja v enatbi (15) oziroma (16) samo
relativni oziroma reducirani ¢as, lahko preslikamo
enacho v Laplaecov prostor. Izhaja

Bz, §) + ——7(s) Bz, ) & = 6:(5) [Be(z, ) — ()] s
3K,

(1
in od tod _
7i(s) [2:(z, 5) — Q(s)] s

e(z, 8) = 18
=0 i 3Kp + 4u(s) s

(18)

Glede na to, da je prostorninski modul stislji-
vosti konstanten, lahko brez matemati¢nega dokaza
vzamemo, da obstaja v Casovnem intervalu [0, o)
taka funkcija lezenja P(t), da je

P(t) = {3Kp + 4u(t) }* (19)
Potem velja [11]
}’[31{0 + 4u(t' — ) P(e) dx = ¢/ (20)
(i}
oziroma &
[3Ko + 4ii(s) s] s P(s) = 1 (1)

Enacbo (18) lahko sedaj zapiSemo

Be(z, 5) = 18Koliils) B(s) s] {Eaz ) — D(9)] s} (22)

Po izpeljavi inverzne Laplaceove preslikave do-
bimo

Bz, t') = 18Ko{u(t')* dPy(t')* d[2e(z, t') — D(t)]}
(23)

Pri tem smo z indeksom 1 oznacili, da velja resi-
tev (23) za viskoelastiéni sloj.

#* Eksponent (—1) oznadéuje operacijo invertiranja.
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2.2. Elastiéni sloj

Za elastini sloj se napetostno-deformacijski
enathbi (3) in (4) poenostavita v znano obliko

okK = 3K[eggx — 3a 9]

ii = 2u ejj
Enacba (6) se poenostavi v

20:(2, t)
iz, t) = Bu|e(t) ————
0x(z, ¥ M[E ) — =22
in od tod
or(z, t) = Bu [1 -+ ] [ex(t) — a(T(t)) 0(t)] (26)

(24a)
(24b)

— a(T(t) ﬂ(t}] (25)

Ce sedaj upostevamo, da je
02w (t)
or?
in nadomestimo g in K z modulom elasti¢nosti E
in Poissonovim koeficientom », preide enaébha (26)
-

£e(t) = eo(t) —z ——— (27)

2
Or,(2, 1) = ——-—[ o(t) _20:(t)

—ax(T(t)) 9(0]

(28)
kjer smo z indeksom 2 oznaéili, da re§itev velja za
elastiéni sloj.

Iz ravnoteZnih enac¢b na sile in momente, poda-
nih v obliki
2(hyt+ha)
[ Gz, t)dz =0
0

20y +hg)
fzor(z,t)dz =0
0

(29)

(30)

izhaja

[].BKn hy g (t)* dfal(t’)* dzo(t) + he eo(t") ] e

— V2

: ~ (L
= [IBKa{h{-’ + 2hy he) p(t)* dPy()* d (02;”2 )) 3
™
Es ha? oﬂﬁ‘:(t’)] 4

1598
= 18K hy pa(t)* dPy(t")* dQ4(t') +

-+

-+

he as B(t) (31a)

— ¥y
in

[ISK{](hlz + 2hy hg) ;q(t')* df:’j (t)" dEu(t') o
Es

— g
by [24K0(h1= + 3hy? he + 3hy he?) . uy(t)* APy(t)* d -

-+

hg? Eo(t’}] —

; (c)%(t’) ) g Ez 4 h? 021,1‘;(t’)] =
or2 &5 43 or?
= 18Ky(hs® + 2hq ho) us(t)* dP(t')* dQy(t)) +
+ he? az D(t') (31b)

===

Enacbi (31) predstavljata sistem konvolucijskih
integralskih ena¢b z dvema neznankama &(t) in
02w(t)/0r%, ki sta reSitev zastavljene naloge v pro-
storu z reduciranim ¢asom.

V skladu s (13) sledi

z0(t) = (t") (32a)
Fw(t) = m (32b)
or? or?
kjer je zveza med t in t' podana z enacbami (9),

(10) in (11).

Sistem enaéb (31) po sklenjeni poti ni resljiv,
zato je treba sistem resiti steviléno.

V primeru, ko sta oba sloja elastiéna, se sistem
(31) poenostavi in reSitev siedi v sklenjeni poti.
Elasti¢na resitev je kot posebni primer obravnava-
na v dodatku L

3. STEVILCNA RESITEV

Za §teviléni zgled smo izbrali dvoslojni mate-
rial, sestavljen iz polivinilacetata (PVA,) in stekla
BK-7. Viskoelasti¢ne lastnosti PVAC smo poznali
ze od prej [9], [10], lastnosti za steklo BK-7 pa smo
dobili od izdelovalca:

as— 1. 110 K1
Ez =8.110° N/m?
ve = 0.208

Obravnavali smo dva primera:

a) gretje od zacetne temperature Ty = — 25 °C,
ki je precej pod temperaturo faznega prehoda
PVA,, Tg = 29°C
in

b) ohlajanje od zadetne temperature Ty = 150 °C,
pri kateri je PVA, Ze v raztaljenem stanju.

V obeh primerih je bila hitrost spreminjanja
temperature materiala 0.05 °C/min. Debelini visko-
elasticnega in elasti¢nega sloja sta bili po vrsti
hi = 0.5 mm in hg = 0.3 mm.

Steviléno refevanje je potekalo takole:

a) najprej smo z uporabo ena¢b (9—11) izracu-
nali zvezo med t in t". ReSitev je v obliki diagrama
po vrsti za gretje in ohlajanje prikazana na slikah
2an b

b) nato smo v prostoru reduciranega ¢asa t’ re-
§ili sistem enadb (31);

¢) nazadnje smo, v skladu z enatbami (9—11)
in (18), preoblikovali reSitev v prostor realnega
¢asa t.

Resitve so v obliki diagramov prikazane na sli-
kah 3 in 4 ter 6 in 7.

4, OBRAVNAVA IN SKLEPI
Rezultati za primer gretja so prikazani v dia-
gramih na slikah 2, 3 in 4. V prvem diagramu je
v logaritemski skali podana zveza med realnim (t)
in reduciranim notranjim ¢asom viskoelasti¢nega
sloja (t'). Iz diagrama je razvidno, da se na zadetku
notranji ¢as, glede na realnega spreminja poéasneje,
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Sl. 4. Ukrivljenost elementa I/R v odvisnosti od tempe-
rature materiala za primer gretjia

kar je logiéno, saj je pri Ty = — 25 °C material daleé
pod temperaturo faznega prehoda, ki je za PVA,
priblizno pri Ty = 29 °C.* Gibanje molekularnih ve-
rig je pri tej temperaturi izredno podasno, zato je
proces relaksacije materiala izredno poéasen in se
material obnaSa linearno elastiéno. To je lepo raz-

* Tg je odvisen od molekularne teZe materiala in preiz-
kusnih razmer [10].

elostiéna limita

|-~

0 L
150 °C 100

Sl. 7. Ukrivljenost elementa /R v odvisnosti od tempe-
rature materiala za primer ohlajanja

vidno tudi iz diagramov (3) in (4), kjer sta za pri-
merjavo vrisani elasti®ni reSitvi (A4) in (A3), ki
sta podani v dodatku. Zaradi razliénih tempera-
turnih razteznostnih koeficientov v tem obmoéju
dvoslojni element krivi v linearni odvisnosti od
trenutne temperature materiala.

V trenutku, ko pa se pribliZamo temperaturi
faznega prehoda, hitrost gibanja molekularnih ve-
rig naglo naraste, kar lepo popisuje diagram od-
visnosti t’ = f(t) (sl. 2). Notranji éas materiala nam-
re¢ popisuje kinetiko molekularnega gibanja [10].
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Zaradi sile, ki jo povzroéa deformirani elastiéni
sloj, pride do relaksacije v viskoelasticnem sloju,
katere hitrost z nara&¢ajoéo temperaturo naglo na-
rasta. V okolici nad temperaturo faznega prehoda
Ty pride torej do interakcije dveh pojavov:

a) poveéevanja deformacije elementa
razliénih temperaturnih raztezkov in

b) procesa relaksacije, v viskoelasti¢nem sloju,
ki ima nasprotni uéinek — zakrivljenost se zmanj-
Suje,

Z nara$¢ajoCo temperaturo slednji prevlada in
element se vrne v zafetno nedeformirano stanje.
To je lepo razvidno s slike 4.

V primeru ohlajanja, smo za izhodi$¢no stanje
izbrali temperaturo Tp = 150°C, ki je dale¢ nad
temperaturo faznega prehoda Tg Youngov modul
viskoelasti¢nega sloja je v tem temperaturnem pod-
ro¢ju izredno majhen, zato ostaja element na za-
¢etku procesa ohlajanja nedeformiran, kar je lepo
razvidno s slik 6 in 7. Pri¢akovali bi, da bo do
krivljenja elementa priglo pri isti temperaturi ka-
kor v primeru segrevanja, tj. v okolici temperature
faznega prehoda. Iz diagramov 6 in 7 pa je razvid-
no, da to ni tako. Do Kkrivljenja elementa pride
namre¢ Ze pri temperaturi, priblizno T = 80 °C.
Opraviti imamo s pojavom zamrznitve molekular-
nih verig, ki se pojavi v trenutku, ko je hitrost
ohlajanja veéja od hitrosti gibanja molekularnih
verig [10], [12]. Tak material je v termodinamiéno
neravnoteznem stanju. V trenutku, ko ohladimo ma-
terial pod temperaturo faznega prehoda, se gibanje
molekularnih verig prakti¢éno ustavi (glej odvis-
nost t' = f(t) na sliki 5) in material se ponovno
obnaSa linearno elastiéno, kar je razvidno iz dia-
gramov na slikah 6 in 7.

Prikazani primer lepo ponazarja problematiko,
ki se pojavi pri toplotno obremenjenih veéslojnih
materialih. Iz primerjave rezultatov, prikazanih na
slikah 3 in 4 ter 5 in 6, je razvidno, da je postopek
ohlajanja neprimerno bolj kriti¢en od postopka se-
grevanja.

Pri ohlajanju polimerov iz gumijaste v steklasto
karakteristiko pride namre¢ pri konstantni hitrosti
ohlajanja, vedno do pojava zamrzovanja moleku-
larnih verig [10], [12], kar ima za posledico moc¢no
spreminjanje vseh fizikalnih lastnosti polimerov.

Da bi se izognili temu problemu, je treba proces
teoreti¢no analizirati in doloé¢iti optimalni potek
ohlajanja, ki vsebuje vmesna izotermalna casovna
obdobja, znotraj katerih se material relaksira. Veé
o tem v eni od naslednjih objav.

zaradi

DODATEK I:

ELASTICNA RESITEV DEFORMACIJSKEGA
STANJA DVOSLOJNEGA MATERIALA

V primeru, ko sta oba materiala elasti¢na, lahko
sistem enaé¢b (31) reSimo po sklenjeni poti.

Napetostno stanje v obeh slojih je po vrsti po-
dano naslednje

ora(2 ) = — [ o) =2 22D _ o 0r ey a(t)]
— 2
(A1)
i Basoci [eo(t} N O ]
1—s or?
(A2)

Ce sedaj enadbi (Al) in (A2) uvrstimo v ravno-
teZni enaébi (29) in (30) in integriramo, dobimo po
nekaj racunih naslednji reSitvi:

OPw(t) 3D Pehihe
or? A
+ [T(t) — To] [a1(T(t)) — a2(T'(t))] (h1 + h2) (A3)
in
Ry —
= [T(1) o]
AP a1 (T(®) byt + B2 ao(T(2)) he'] —
— @y Dy[3ha*(hy® + 2hy hg) (a1(T(t)) — a2(T(t))) —
— 4hy ha(ax(T(8)) he® + a2(T(t)) hi®)]}  (Ad)
kjer je

A = D2 hy* + Dg® hot +
+4®; @3 hy ha(hy® + hg?) + 6hy* ha® @1 P2 (A5)
PO L

1—ay

I
—

y 2 (A6)
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