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Analiza gibanja kolesa — igrace

IGOR EMRI — PETER METLIKOVIC — VOJKO PAVSEK — JOZE DUHOVNIK

1. UVOD

V prispevku sta podani kinemati¢na in kinetié-
na analiza gibanja kolesa — igrace s komercialnim
imenom »CRAZY WHEEL«, ki je shemati¢no pri-
kazano na sliki 1.

Sl. 1. Shematski prikaz kolesa

V osi kolesa x je name§&eno vijaéno vodilo. Na
njem je utez, ki se med kotaljenjem kolesa giblje
po vodilu levo — desno. Kolo se pri tem nagiba in
zato zavija.

Trajektorija, ki jo kolo z dano geometriéno obli-
ko opiSe po tleh, je odvisna od hitrosti, s katero
igralec zakotali kolo, in od zatetne lege uteZi.

Gibalne lastnosti kolesa so odvisne od geome-
triéne oblike in vztrajnostnih mas ter momentov.
Vplivnih parametrov je zelo veliko. Ce bi hoteli
optimirati lastnosti kolesa, bi morali izdelati iz-
redno veliko Stevilo prototipov, kar je zamudno in
drago. Zato smo poskusali doloé¢iti zakon gibanja
kolesa. Z njim bo mogode na radunalniku hitro
spreminjati vstopne parametre in doloditi odziv ter
tako optimirati sistema.

V tem prispevku podajamo izpeljavo zakona gi-
banja, v naslednjem pa bo podana numeriéna ana-
liza dobljenih enaéb in izvedena analiza vpliva geo-
metri¢ne oblike kolesa na njegovo gibanje.

2. LAGRANGEOVE ENACBE GIBANJA

Za vse nadaljnje delo so izrednega pomena
predpostavke, ki jih privzamemo na zadetku. V
prvem priblizZku zanemarimo naslednje vplive:

— upor zraka,

— kotalno trenje,

— trenje med vijakom in uteZzjo.

Obravnavani sistem je tako ohranjevalen (kon-
zervativen). Zakon gibanja lahko zapiSemo v obliki
Lagrangeove diferencialne enatbe drugega reda:

A
492 o2 _ 0 (2.1),
dt 0g; 0g;
kjer je £ Lagrangeova funkcija:
LT _ 3, (2.2)

razlika kineti¢ne in potencialne energije sistema,
g; pa je posploSena Langrangeova koordinata (in-
deks j tete od 1 do Stevila prostostnih stopenj si-
stema n).

Geometrijske razmere pri kotaljenju kolesa si
oglejmo na sliki 2. Kolo je narisano v izklonjeni
legi. Ce predpostavimo, da se:
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Sl. 2. Geometrijske razmere pri kotaljenju kolesa

— v dotikalni to¢ki P ne pojavijo nobeni zdrsi,
— kolo giblje v vsakem trenutku tako, kakor
da bi bilo del stoZca viSine L in polmera osnovne

" ploskve Ry, ki se kotali z vrthom v totki B okrog

dotikalis¢a BP, potem se da lego sistema encli¢no
popisati z dvema koordinatama:

¢z — kot zasuka okoli osi =,

py — kot zasuka okoli osi .

Sistem ena¢b (2.1) se z upo$tevanjem (2.2) glasi:

v
iﬁ‘im‘ﬂ+o P_ 0 (2.3a),
dt dq‘bz 0‘,73’: dfp:

e O—T —_ O—T + 9%, =0 (2.3b).
dt d(}’y 09’:; d‘py

Da bi resili sistem ena¢b (2.3) na ¢. in ¢,, mo-
ramo dolotiti kineti¢no in potencialno energijo ter
izratunati potrebne odvode. V naslednjih dveh po-
glavjih bomo dolotili energiji kolesa in utei.
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3. KOLO
3.1 Geometrijske razmere
Izboklost kolesa je del kroZnice s polmerom R;i.

Polmer kolesa je Rp. Pri tem mora biti Ri= Ry,
oziroma R; = Ry + a (sl. 2). Neznanki sta kota ¢

in @y.
Doloéitev razdalje r

Iz trikotnika CTP na sliki 2 dobimo po kosinu-
sovem izreku:

— ]/Rl2 + a — 2R; a cos ¢y

(3.1).

Doloéitev kota v
Iz istega trikotnika sledi po sinusovem izreku

r a

singpy, siny

in od tod
w = arc sin (%sin tpy) (3.2)
Dolocitev kotalnega polmera Rx
1z trikotnika CDP na sliki 2 sledi
R,
Rk +a

cos @y =

in
Ry

cos @y

B = (3.3).

—_—

3.2 Hitrostne razmere

Dolotitev kotne hitrosti ¢.
Iz hitrosti totke T v smeri koordinate y sledi:

yzqaka:Q'DzL

. Ry .
== o ot
2 L T
in ker je
Ry
tan gy = —
sledi

@2 = @z tan gy (3.4).

Doloéitev absolutne hitrosti tezis¢a v

Ker je pol hitrosti za ravnino x-z v tocki P, je
hitrost teziséa T enaka

11’{2:! = Q.J'y T (3.5)-

Vektorja vy = ¥ in wyx sta pravokotna in zato
dobimo :

vt = vt = g2 R2 + ¢, 2 12 (3.6).
3.3 Energijske razmere

Kinetitna energija kolesa

Kineti¢na energija togega telesa je vsota kine-
tiéne energije premoérinega gibanja tezisc¢a in ki-
netiénih energij vrtenj okrog teZis¢a.

T= (3.7).

M'vt 2 Jx‘f’zz v ngayz it Jz(;!:iz2
2 2 2 2

Z M smo oznaéili maso kolesa, z J»» J, in J: pa te-
#i§éne vztrajnostne momente. Z upostevanjem (3.6)
in (3.4) ter z izpostavitvijo hitrosti ¢ in ¢, dobimo

1
T = ¢,° [%Rﬁ S E(Jr + J, tan? (py)] e

M J,,,]

+ ¢ [-— 5 (3.8).

2

Potencialna energija

je odvisna le od kota zasuka ¢y in jo izratunamo

takole: :
¥k = M g a(l — cos @) (3.9).

4. UTEZ
4.1 Geometrijske razmere

Utez mase m se giblje po vijaénem vodilu levo
— desno. Njena lega je ozna&ena s koordinato &,
kakor je oznateno na sliki 3. Tezii¢e uteZi je ozna-
&eno s ¢rko T, in leZi za razdaljo b pod osjo vodila.

a(l-cos 7,

,a'a77.3\
L L}
i

i

Sl. 3. Geometrijske in hitrostne razmere pri gibanju
utezi
Zakon gibanja utezi je podan v obliki:
& = E(¢2)

Doloéitev razdalje TP
Po Pitagorovem izreku sledi iz trikotnika TTOq

T = JFF o

Dolo¢itev kota
Iz istega trikotnika (sl. 3) sledi

(4.1).
(4.2).

b
tanf = —
5

Pri funkeiji arctan je treba biti pazljiv, ker ima
zalogo vrednosti od — /2 do /2, kot § pa se giblje
nekako od /4 do 37/4. Zato se nasprotna funkcija
glasi:
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b
{ arctan; ey

=

Tt/24 =10 (4.3).

1 E<0

b
7z + are tan =
Y

Doloéitev kota «a
S slike 3 je razvidno, da je kot a enak

a=n/2—y—§,
kot y dobimo iz vsote
y=g@yty,

kjer je kot w izradunan z enacbo (3.2). Kot a je
tako enak

(4.4).

a=72—qy

arc sin (e/7 sin ¢,) — B

Doloéitev razdalje Pﬁ

S slike 3 sledi po kosinusovem izreku v trikot-
niku PTT,

ﬁ = Vrz Ar ﬁz —2r ﬁ cos a (4.5).

Dolotitev kota »
UteZ s teziS¢em v tocki Ty izvaja sestavljeno gi-

banje, ki je vektorska vsota sistemskega in relativ-
nega gibanja, kakor je prikazano na sliki 3

UTixz = s + vy (4.6).

Vektor v, je pravokoten na zveznico PT;, vektor
vy pa se ujema z osjo £. Kot med njima smo ozna-
¢ili s x.

Najprej moramo doloé¢iti kot p. Po sinusovem
izreku v trikotniku PTT; dobimo

r . PT
sin o sina
Sledi
1 besi
¢ = arc sin (: sin a), (4.7),
1
Kot » lahko sedaj izra¢unamo iz enakosti
B+Zl=0—z
»# = arc sin (; sin a)~— 8— e (4.8).
PTy 2

Dolotitev kotalnega polmera Ry,

Pri kotaljenju stoZea z vrhom v totki B se te-
ZisCe utezi Ty giblje v smeri y s hitrostjo totke O;.
Kotna hitrost kotaljenja je ¢, kotalni polmer utezi
pa dobimo iz razmerja

Ryy

L—¢
Ry 3 T

Ce upostevamo, da je

L=Rk,

tan gy

sledi

Riy = Rk — & tan gy (4.9).

4.2 Hitrostne razmere

Dolotitev hitrosti uteZi v ravnini Xz:vTiy,
Vektorska enaéba je iz (4.6)
VTixz = Vs T+ Or.
Komponenti sta

vs = PT; . @y (4.10),

vr = ¢ (4.11).

Absolutna vrednost hitrosti je

|oTiceft = (BTy. )t + £ +

+2.PT,. ¢, Ecosk (4.12).

Doloéitev absolutne hitrosti totke T
Totka T; ima Se eno komponento hitrosti v sme-
ri koordinate y, ki je pravokotna na hitrost vrix.:

U1y = Rku @z (4.13)

in po Pitagorovem izreku sledi:
vr1? = v T v,
vri2 = (PTy.¢y)? + £2 4+ 2PTy. ¢, Ecosk +
3h (Rku ¢'J:)2 (414)

4.3 Energijske razmere

Kinetitna energija utezi

Kineti¢na energija togega telesa je vsota kine-
tiéne energije premoértnega gibanja tezidéa in ki-
netiénih energij vrtenj okrog teziiéa.

2
m YT
Tu =

Jep bt T o Jol?
4 X3 Rl T e (@l (4.15).
2

2 2 2

Koordinate &, # in £ so parovno vzporedne z osmi
x, ¥y in z in imajo izhodiS¢e v tocki Ty. Z m smo
oznaéili maso utezi.

Nihanja okoli osi & ne upoitevamo, zato je

@ge=0 (4.16).
Ker je relativno gibanje premoértno, sledi:
n = @y (4.17)
in
§¢ = ¢y = tan @y ¢» (4.18).

Upostevamo Se, da iz zakona (4.1) sledi
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0

0@z

E:
k]

Pz (4.19).

Z upos$tevanjem (4.14) in z izpostavitvijo obeh
hitrosti dobimo:

. 2
Ty = Dy [g‘(ﬂktl2 e (0‘5 ) ) + %tan’ Py - JC] %

(o
. prp— . . O =
+ &, [Epw + l.r,,] 2 SobiRl s
2 2 ()Q?x
(4.20).

Potencialna energija uteZi

Potencialna energija utezi je odvisna le od
zasuka ¢y

¥ pu = m g [a(l — cos ¢,) — TTy sin(P, + )] (4.21).

5. SISTEM ENACB ZA KINETICNO IN
POTENCIALNO ENERGIJO SISTEMA

V dosedanjih izpeljavah smo videli da moramo
uporabljati ve¢ pomoznih funkeij, ki jih je nesmo-
trno in tudi zaradi obseZnosti in veékratnega po-
navljanja nemogote neposredno vstaviti v izraze
za energije. Zato smo pomozne funkcije uredili po
ravneh. Prva raven je neposredno izracunljiva iz
osnovne geometrije, druga raven z rezultati prve
in tako naprej do zadnje, Seste. Pri oblikovanju
ravni smo skuSali biti ¢imbolj spretni, da bi se
izognili prevelikemu pisanju in s tem tudi moZno-
stim za napake.

Izrazom, ki so izpeljani v prejinjih dveh po-
glavjih, ne bomo spreminjali oznacb.

5.1 Prva raven

r = J/Ri® + a®*— 2R; a cos ¢, (3.1),
ket (3.3):
coS @y
&= Eg2) (4.1).
5.2 Druga raven
TT; = /& + b2 4.2),
arc t,an-r?- 1 E>0
&
it
16 e = ’E =0 4.3),
5 (4.3)
b
n+ arctan — ;E<0
Ry = Ry — Etan ¢y (4.9).

5.3 Tretja raven

a
a = Dt ¢, — arc sin (—- sin (}"y)— g (44).
2 T

5.4 Cetrta raven

f’?l — ]/-r2 + TT* — 2r TT, cos a (4.5).
5.5 Peta raven
T 7
k = arcsin (= sin a)— B— E (4.8).
1

5.6 Sesta raven

Nazadnje smo prisli do trenutka, ko lahko na-
piSemo izraza za kineti¢no in potencialno energijo
celotnega sistema. SeSteti moramo enatbe (3.8) in
(4.20) ter (3.9) in (4.21).

Kinetitna energija sistema

2
T = a2 [I-"#sz + E(Rms + (05 ) ) +
2 2 Otp;

+ %Jz + %tanz Ty {Jz + Jc)] +

—— 1
+ ¢t [%# + 1”231’T12 3 E(Jy i J,,)] +

+ ¢z ¢ym§§—ﬁ1 CoS % (5.1).

Pz
Potencialna energija sistema

¥p=(M+m)ga(l—cosgy) —
— m g TT; sin (¢y + ) (5.2).
6. PREGLEDNICA ODVODOV POMOZNIH
FUNKCIJ

Pri izradunavanju odvodov obeh energij, po-
trebnih za vstavitev v enadbo (2.3), potrebujemo
tudi parcialne odvode pomoznih funkecij po koordi-
natah ¢, in ¢y po hitrostih ¢, in ¢, ter odvod
po &asu. Tukaj pregledno podajamo odvode po
ravneh. Vsi nenavedeni odvodi so enaki 0.

6.1 Prva raven

— (6.1)
Oy T
gree . 6.2),
dt d¢y
OR: _ Risingy (6.3),
0@y cos® py
dR dR
el B R (6.4).
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Za izratun odvoda funkcije & moramo sdmo od-
visnost seveda poznati. Da ne bi izgubili pri splos-
nosti, pustimo to vpraSanje sedaj odprto. Odvod
bo izraéunljiv po definiciji odvisnosti &(¢;).

e
oY AR 6.5),
= o%cp (6.5)
Of &y
L AeRe) (6.6),
O(PJ: Gfp:f
-0f Iotoihn (6.7)
0ps  Ops e
diegrege PRtpE!
&2 e g o . 8).
dt Op.? " O - )
6.2 Druga raven
{)ﬁ == i _(jé; (6 9)
Opz  TTy Op: Sbo
2 O?T‘ ¢r (6.10),
dt Cpx
o b RS (6.11)
J(}(p_g 62 + b2 (}(p_'g 1
g 08 .
S i i o
B L o e i
Beis b1 PBy o b (6.14)
Oy Oy cos? gy i
O'Rku d’Rku - deu -
= - + 6.15).
at po @ 0 Py ( )
6.3 Tretja raven
Nipes Givie (6.16)
O Oz
a0 sin ¢ cos ¢
T T R Y
Oa _ 1 Oy ’ —1  (617),
O‘PR; a®
la" 1— —sin? ¢y
1-2
B g (6.18).

6.4 Cetrta raven

OPT; TTy[0TT, r oa
= — (1—:0050)+r sin a
0@, PTy | Op: JEL] (o
(6.19),
OPTy = ;—[-gf—(l -—TE cos a) +F1‘_12a—sin a]
Opy PT; L0gpy T Opy
(6.20),
PTy 05 OFT L. PT; .
d 1:(} I(Px+d L e (6.21).
dt OQO; Oq?y
6.5 Peta raven
T
ox - 5 P
0@ e
1— (—) sin? a
1
Oa PT
X [_- e g sin;‘f] _% (629,
Pr O(PJ: P‘Tll. O(px
dy
Ox = PTy X

Ogp 2
= 1— (fm) sin? a
PT,

> (ﬁ sina OPT, ST e d_& cos a) (6.23),

opy T 00, PIy Ogy
dx®™ Ox 1 Ox
— = —pr + — @y (6.24).
dt OQJx 0(;03

7. DOLOCITEV GIBALNIH ENACB

Sistem dveh diferencialnih ena¢b smo navedli
ze v poglavju 2.

wbeOT, 0T . 0¥ 39

== 0 2.3a),
dt ()9:3‘; 0031 O(Pz ( a)
d oT oT s &
——.——+d——“=0 (2.3b).
dt 0py Opy  Ogy

Sedaj moramo izraéunati zgornje odvode, Izraza
za kinetiéno potencialno energijo sistema, ki ju
odvajamo, sta oznagena s (5.1) in (5.2).

oT .M 2
— = 2§, [—Rk2 + 2 (Rt + (0—‘5) )+
O@z 2 2 O(}"J.‘r

1 1 EA LV
s FpapiotanPig, (Terk JE}] o R
2 2 f@z

\

PT; cos »x

(s
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Za odvod po ¢asu sledi:

L SOl L 2T (7.2a),
dt 0g:
kjer so
o0& \2
B:MRk2+m(Rku2+( ))+
dt}ox
F I tant o, (U TS (7.2b),
C = md—gP_'IH COSs % (7.2¢),
xr
2 .
15/ el Q5 o
0@z Ops®
sin ¢y 0% —
X [2 T4 I + m PT; cos » | +
cos? gy Op.?

dR
+ 262 MBS o R ““]+
dt dt

PT{
+ @pym 0¢ [dP—-—l cos

o P_T1ﬁ sin x] (7.2d).
dt

Odvod po hitrosti ¢y je

AL, 26, [Erﬁ +2pTe + —(J,, + J,,)]
0@y 2 2
| 0‘: ——
+ ¢ m —PT cos z (7.3).
(](P.r
Odvod zgornjega izraza po &asu je:
iiT——JEf?q;J,+F(py+G (7.4a),
dt O(Py
kjer so
E=m ¢ 5’171 cos % (7.4b),
d‘fpz
F=Mr+mPTe+J,+J, (7.4c),
2 ilE
G=g@sm OEPT1c05x+q'c£m - X
X dPT, cosx—ﬁlsinng] S
dt dt
——dPly ]
+ 2%[1\4 r— 4+ mPT, ‘] (7.4d).
dt dt

Odvod kinetiéne energije po prvi koordinati ¢: je:

o é}zgm[mumku L 05 0% ] q
dlpz ;o f}fpz dfpz O(Pzz
gt D, 2t
0=

SR8 e d—EPTI sin % O—"] (7.5).
Ofp:c OW: o@: thf'

Odvod kinetiéne energije po koordinati ¢, je:

OR\x sin
OT [M Rk de s Sy RLn ku -2 Py X
ovy Opy Opy  ©08* @y
— 0PT;
X(JZ+J¢)]+% M‘r—+mPT1_ ']+
Py f)\'ﬁy
E Ox
+ Grym 4 [OPT‘ cos x — PTy sin » -—] (7.6).
O L Opy 0@y

Sedaj nam preostane Se doloéitev odvodov poten-
cialne energije (5.2) po obeh koordinatah. Odvod
po koordinati ¢, je:

24 TR [OTT sin(gy,+6) +

(JQJ;

.1
iy o Bt ﬁ)]
0@

0@y

= (7.7)

in po koordinati ¢,

07,
Opy

= (M + m) gasinc;vy——mgﬁcos(my S0
(7.8).

S tem smo dolotili vse odvode, potrebne za vsta-
vitev v sistem (2.3).

Gibalni enaébi prepiSimo v malce drugaéni obli-
ki, z vstavitvijo izrazov (7.2a) in (7.4a):

oRd 97,

By:. +Céyy+D——+ — 0 (7.97),
Oy O

Ec}:’az+Féﬁy+G—d—T+d P—0 (7.9D). §
0@y Oy

Tako napisan sistem je pripravljen za preobliko-
vanje v sistem §tirih enaéb prvega reda, ki se ga
da reSevati z numeriénimi metodami na racéunal-
niku.

8. SKLEP

Gibalne enaébe popisujejo neko gibanje sistema
dovolj dobro, ée so predpostavke dovolj blizu res-
nié¢nemu stanju in seveda ¢e v izpeljavi ni napake.
Upamo, da smo pri obojem imeli sreéno roko. Od-
govor na to bomo dobili po natanéni numerié¢ni
analizi sistema enacb (2.3) in (7.9), o kateri bomo
porotali v naslednjem prispevku.
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