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1. UVOD

V prispevku sta podani kinem atična in kinetič­
na analiza gibanja kolesa — igrače s komercialnim 
imenom »CRAZY WHEEL«, ki je  shematično p ri­
kazano na sliki 1.

V osi kolesa x  je nameščeno vijačno vodilo. Na 
njem  je utež, ki se med kotaljenjem  kolesa giblje 
po vodilu levo — desno. Kolo se pri tem nagiba in 
zato zavija.

Trajektorija, ki jo kolo z dano geometrično obli­
ko opiše po tleh, je odvisna od hitrosti, s katero 
igralec zakotali kolo, in od začetne lege uteži.

Gibalne lastnosti kolesa so odvisne od geome­
trične oblike in  vztrajnostnih mas te r  momentov. 
Vplivnih param etrov je zelo veliko. Ce bi hoteli 
optim irati lastnosti kolesa, bi morali izdelati iz­
redno veliko število prototipov, kar je zamudno in 
drago. Zato smo poskušali določiti zakon gibanja 
kolesa. Z njim  bo mogoče na računalniku hitro 
sprem injati vstopne param etre in določiti odziv ter 
tako optim irati sistema.

V tem  prispevku podajamo izpeljavo zakona gi­
banja, v naslednjem pa bo podana num erična ana­
liza dobljenih enačb in izvedena analiza vpliva geo­
m etrične oblike kolesa na njegovo gibanje.

2. LAGRANGEOVE ENAČBE GIBANJA

Za vse nadaljnje delo so izrednega pomena 
predpostavke, ki jih privzamemo na začetku. V 
prvem približku zanemarimo naslednje vplive:

— upor zraka,
— kotalno trenje,
— trenje med vijakom in utežjo.

O bravnavani sistem je tako ohranjevalen (kon­
zervativen). Zakon gibanja lahko zapišemo v obliki 
Lagrangeove diferencialne enačbe drugega reda:

dt Òqj dqj

k jer je -S? Lagrangeova funkcija:

(2.1),

g  =  T — V p (2.2)

razlika kinetične in potencialne energije sistema, 
g,- pa je  posplošena Langrangeova koordinata (in­
deks j  teče od 1 do števila prostostnih stopenj si­
stem a n).

Geometrijske razm ere pri kotaljenju  kolesa si 
oglejmo na sliki 2. Kolo je narisano v izklonjeni 
legi. Ce predpostavimo, da se:

— v dotikalni točki P ne pojavijo nobeni zdrsi,
— kolo giblje v vsakem  tren u tk u  tako, kakor 

da bi bilo del stožca višine L in  polm era osnovne 
ploskve Rk, ki se kotali z vrhom  v točki B okrog 
dotikališča BP, potem se da lego sistem a enolično 
popisati z dvema koordinatam a:

<px — kot zasuka okoli osi x, 
cpy — kot zasuka okoli osi y.
Sistem enačb (2.1) se z upoštevanjem  (2.2) glasi:

A  &L _  &L + d r v p
dt ()<px òcpx Òcpx

d_ Ö T _  ÖT É A e _  o
dt d(py Òcpy Òcpy

(2.3a),

(2.3b).

Da bi rešili sistem enačb (2.3) na <px in <py, mo­
ram o določiti kinetično in  potencialno energijo ter 
izračunati potrebne odvode. V naslednjih dveh po­
glavjih bomo določili energiji kolesa in uteži.



3. KOLO
3.1 Geometrijske razmere

Izboklost kolesa je del krožnice s polmerom Rt. 
Polm er kolesa je Ro. Pri tem  mora biti Ri ^  Ro> 
oziroma Ri =  Ro +  a (sl. 2). Neznanki sta kota <px
in qpy.

Določitev razdalje r
Iz trikotnika CTP na sliki 2 dobimo po kosinu- 

sovem izreku:

r  =  |/R i2 +  a2 — 2Ri a cos cpy (3.1).

Določitev kota xp
Iz istega trikotnika sledi po sinusovem izreku

sin <pli sin
in od tod

V are sinin sin <py j (3.2)

Določitev kotalnega polmera Rk
Iz trikotnika CDP na sliki 2 sledi

cos qpy = Ri
Rk +  a

in
Ri aRk —

CO S Cpy

3.2 Hitrostne razmere

(3.3).

Določitev kotne hitrosti q>z
Iz hitrosti točke T v smeri koordinate y  sledi:

y  =  <px Rk =  q>z L
. Rk •
Cpz = ---<Vx

L
in ker je

sledi

tan  cpy Rk
L

T M v t + Jx gpJ + Jy <p/ + Jz Čpz2

Z M  smo označili maso kolesa, z JX' Jy in J 2 pa te- 
žiščne vztrajnostne momente. Z upoštevanjem (3.6) 
in (3.4) te r z izpostavitvijo hitrosti q>x in q>y dobimo

i . ‘ [-T =  I Rk2 +  Z (Jx +  Jz tar*2 j +
+  w (3.8).

Potencialna energija
je odvisna le od kota zasuka cpy in  jo izračunamo 
tcikol.6 *

^"pk =  M g a(l — cos <py) (3.9).

4. UTEŽ

4.1 Geometrijske razmere

Utež mase m se giblje po vijačnem vodilu levo 
— desno. Njena lega je označena s koordinato f, 
kakor je označeno na sliki 3. Težišče uteži je ozna­
čeno s črko Ti in leži za razdaljo b pod osjo vodila.

(3.4).čpz = Wx tan cpy 
Določitev absolutne hitrosti težišča v t

Ker je pol hitrosti za ravnino x-z  v točki P, je 
h itrost težišča T enaka

\vtzx\ = y y r

Sl. 3. Geometrijske in hitrostne razmere pri gibanju 
uteži

Zakon gibanja uteži je podan v obliki:

I  =  H<Px) (4.1).

Določitev razdalje TTi
Po Pitagorovem izreku sledi iz trikotnika TTiOi

(3.5). TTj =  | / f 2 +  b2 (4.2).

V ektorja v ty == y  in vtzx sta pravokotna in zato 
dobimo

Ut* =  |ut |2 =  Rk2 +  Čpy2 T2 (3.6).

3.3 Energijske razmere

Kinetična energija kolesa
Kinetična energija togega telesa je vsota kine­

tične energije premočrtnega gibanja težišča in ki­
netičnih energij vrtenj okrog težišča.

Določitev kota ß
Iz istega trikotnika (sl. 3) sledi

„ btan  ß = —

Pri funkciji are tan je treba biti pazljiv, ker ima 
zalogo vrednosti od — n j2 do ni2, kot ß pa se giblje 
nekako od jt/4 do 3zr/4. Zato se nasprotna funkcija 
glasi:



b
are tan — ; f  > o

1

/? =  . n j i ; f  =  o (4.3).

b
n  + are tan  — ; f  < o

f

Določitev kota a
S slike 3 je razvidno, da je kot a enak

a =  n h  — y —■ß,

kot y dobimo iz vsote

1'V  =  <Pv +  V,

kjer je kot izračunan z enačbo (3.2). Kot a je
tako enak

a =  n.) 2 — <p;/ — are sin (ajr sin q>y) - - ß  (4-4).

Določitev razdalje PTi
S slike 3 sledi po kosinusovem izreku v trikot-

niku PTTi

p t ; = / r 2 +  TTi2 — 2r TTi cos a (4-5).

Določitev kota x

Utež s težiščem v točki Tj izvaja sestavljeno gi­
banje, ki je vektorska vsota sistemskega in re la tiv ­
nega gibanja, kakor je prikazano na sliki 3

VTixz =  v s +  v r (4 .6 ).

Vektor us je pravokoten na zveznico PTj, vektor 
v  r pa se ujem a z osjo £. Kot med njim a smo ozna­
čili S X.

Kku _ L  —  £

Rk R

Ce upoštevamo, da je
rL, = -------------,

tan q>v
sledi

Rku = Rk — £ tan q y (4.9).

4.2 Hitrostne razmere

Določitev hitrosti uteži v ravnini xz:«tixz 
Vektorska enačba je iz (4.6)

U Tlxz =  v s +  V r.

Komponenti sta
=  PTi . q>y (4.10),

Ur =  £ (4.11).

Absolutna vrednost hitrosti je

|utixz|2 = JP T i • <Py)2 +  f 2 +
+  2 . PTi . <py £ cos k  (4.12).

Določitev absolutne hitrosti točke Ti
Točka Ti ima še eno komponento hitrosti v sme­

ri koordinate y, ki je pravokotna na h itrost t>Tixz:

®Tiy =  Rku (4.13)

in po Pitagorovem izreku sledi:

U T I2 =  U T lxz2 +  U T ly 2,

UTI2 =  (PTi . <Py)2 +  £2 +  2 PT  ̂. <^ f  COS k +
+  (Rku<Px)2 (4.14).

Najprej moramo določiti kot g. Po sinusovem 
izreku v trikotniku PTTi dobimo

r PTi
sin o sin a

Sledi

n =  are  sin | ------sin n ), (4.7),
\ P T !  /

Kot k lahko sedaj izračunamo iz enakosti

JI
ß +  — =  o  — X,

2

X =  are sin | —— sin a | — ß — — (4.8).
\PTi /  2

Določitev kotalnega polmera Rku
Pri kotaljenju stožca z vrhom v točki B se te­

žišče uteži Ti giblje v smeri y  s hitrostjo točke Oi. 
Kotna hitrost kotaljenja je <px, kotalni polm er uteži 
pa dobimo iz razm erja

4.3 Energijske razmere

Kinetična energija uteži
Kinetična energija togega telesa je vsota kine­

tične energije premočrtnega gibanja težišča in ki­
netičnih energij vrtenj okrog težišča.

Tu m  u t i 2 +  J j <P £2 +  J« <p y2 +  h  <P Z2 (415)
2 2 2 2

Koordinate £, y in £ so parovno vzporedne z osmi 
x, y in z  in imajo izhodišče v točki Ti. Z m  smo 
označili maso uteži.

N ihanja okoli osi £ ne upoštevamo, zato je

= 0 (4.16).

Ker je relativno gibanje premočrtno, sledi:

<r„ = <Pv (4.17)
in

V i =  V‘y =  tan q)u čpx (4.18).

Upoštevamo še, da iz zakona (4.1) sledi



d f  .

d<p.
(px (4.19).

Z upoštevanjem (4.14) in z izpostavitvijo obeh 
hitrosti dobimo :

Tu -  0X [ i  (Rkl‘2 + ( ^ )  ) + 2 tan2 ̂  • *']

+  S y

+

—

cpx <py m ---- PTi cos X
Òcpx

(4.20).

Potencialna energija uteži
Potencialna energija uteži je odvisna le od 

zasuka cpy

"^pu = m  g [a(l — cos q:y) — TTi sin(0« +  ß)] (4.21).

5.3 Tretja raven

a =  —— <PV — are sin sin — ß (4.4).

5.4 Četrta raven

PTÌ =  )/r2 +  TTi2 — 2r TT~i cos a (4.5).

5.5 Peta raven

( T \  H
—= sin a j— ß -----  (4.8).

PTi /  2
5.6 Šesta raven

Nazadnje smo prišli do trenutka, ko lahko na­
pišemo izraza za kinetično in potencialno energijo 
celotnega sistema. Sešteti moramo enačbe (3.8) in 
(4.20) te r (3.9) in (4.21).

5. SISTEM ENAČB ZA KINETIČNO IN 
POTENCIALNO ENERGIJO SISTEMA

V dosedanjih izpeljavah smo videli- da moramo 
uporabljati več pomožnih funkcij, ki jih je nesmo­
trno in tudi zaradi obsežnosti in večkratnega po­
navljanja nemogoče neposredno vstaviti v izraze 
za energije. Zato smo pomožne funkcije uredili po 
ravneh. P rva raven je neposredno izračunljiva iz 
osnovne geometrije, druga raven z rezultati prve 
in tako naprej do zadnje, šeste. Pri oblikovanju 
ravni smo skušali biti čimbolj spretni, da bi se 
izognili prevelikemu pisanju in s tem tudi možno­
stim  za napake.

Izrazom, ki so izpeljani v prejšnjih dveh po­
glavjih, ne bomo sprem injali označb.

5.1 Prva raven

[/Ki2 + a2 —  2Ki a cos cpy (3.1),

Rk Rl a (3.3)-
COS Cpy

k = ttVz) (4.1).

5.2 Druga raven

TTi =  j / |2 +  b2 (4.2),

. b are tan — ; f  > o
£

71 OIIM
r- (4.3),

2
b

n +  are tan  — ; f  < o
f

Rk« =  Rk — 1 tan <py (4.9).

Kinetična energija sistema

T - ^ [ | i V  + =  («"■■+ ( £ ) )  + 

+  — Jx +  — tan2 cpy (Jz +  J{) +
2 2 J

+  4>y2 p r 2 +  ^ P T >  +  ~  (Jy +  J,)J +

+  <Px<Pym  ——PTi COS X
dq>x

(5.1).

Potencialna energija sistema

f p = (M  +  m ) g a ( l  — cos cpy) — 
— m g  TTi sin (cpy + ß) (5.2).

6. PREGLEDNICA ODVODOV POMOŽNIH 
FUNKCIJ

Pri izračunavanju odvodov obeh energij, po­
trebnih za vstavitev v enačbo (2.3), potrebujemo 
tudi parcialne odvode pomožnih funkcij po koordi­
natah <px in <py, po h itrostih  <px in čpy te r odvod 
po času. Tukaj pregledno podajamo odvode po 
ravneh. Vsi nenavedeni odvodi so enaki 0.

6.1 Prva raven

dr R\ a sin cpy 

ÒCpy r
(6.D-

dr dr .
—  =  -— V v 
d t d<py

(6.2),

dRk Ri sin cpy
depy COS2 cpy

(6.3),

dRk dRk .-----=  -— cpy
dt ÒCpy

(6.4).



Za izračun odvoda funkcije f  moramo samo od­
visnost seveda poznati. Da ne bi izgubili pri sploš- 
nosti, pustimo to vprašanje sedaj odprto. Odvod 
bo izračunljiv po definiciji odvisnosti i(cpx).

6.4 Č etrta raven

dt ÒqPx

d i  ó2 f

<Px =  f

dcpx dcpx
■ <Px

df _  d |
Òcpx Òcpx

d i ò n  . t , d £  ..
----- =  -------- <Ar +  -- -----<Px
dt Òqpx2 Òcpx

6.2 Druga raven

()y Fi j  d£
dcpx TTi dcpx

dTTi ()Tt 7 .
■<Px

dt

d ß _

.Òcpx

C cpx 

b ■ d i
f 2 +  b2 Òcpx

dß dß .
—  =  ------<Pxdt Òcpx

dßku à i—----= --------- tan  cpy
Ocpx Òxpx

Öi?ku Ö-Rk £
Òxpy defy COS2 Cpy

^Rku ^Rku • , ^Rku •
=  --------<Pz +  —------<Py

at O'Cpx tf(py

6.3 Tretja raven

da dß

Òcpx dcpx

a dr . a
—  ------ S i n  Cpy— ----- COS Cpy

Oa r 2 Ocpy r

sin2 cpy

da da . da .
—  =  —  <Px + — cpy
U .t O'Cpx O'Cpy

(6 .6),

(6.7),

(6 .8).

(6.9),

( 6 . 10) ,

(6.14),

(6.15).

Òcpx

rdTT! /
1 -- -rL- cos a , da .+  r ---- sin a

L dcpx \ TT, J dcpx
(6.19),

(6.5), dPTj r r dr / TT1 \ i TflifT da . ]
Òcpy PTi \

1 -------- cos a
r /

+  T T i---- sin a
Òcpy

(6.16)

(6.17),

(6.18).

dPTi d'PTi . , dPTi .
■ <P* +  —---- <Pv

dt Òcpx Ò'Cp y

(6 .20),

( 6 .21) .

6.5 Peta raven
r

d *  _  P T \

Òcpx

X r da dPTi sin a'
---- cos a ------------------

L Òcpx Òcpx P T i .

X

dß
dcp.

-  —  (6 - 2 2 ) ,

Òx

r

PT\

(6.11), Òcpy

i 1 ~ ( =\F
' \ 2=  I sin2 a 
Ti/

. . / d r sin a dPTi sin a da \
(6.12). X ---- + ---- cos a (6.23),

\dcpy r Òcpy PTi òcpy 1

dx ÒK dx .
(6.13), dt

II
O.

 1
■Q H 

1 Čpx + - — Tv
Òcpy

(6.24)

7. DOLOČITEV GIBALNIH ENAČB

Sistem dveh diferencialnih enačb smo navedli 
že v poglavju 2.

_d dT dT +  dX p _
dt Òcpx Òcpx Òcpx

d ÒT ÒT , ò-r,
dt

+
Òcpy Òcpy

=  0

(2.3a),

(2.3b).

Sedaj moramo izračunati zgornje odvode. Izraza 
za kinetično potencialno energijo sistema, ki ju  
odvajamo, sta označena s (5.1) in (5.2).

k. +  +  ( | L ) 2) +
d<Px L 2 2 \ \dqPxl !

+  — Jx +  — tan2 cpy (Jz +  J4)l +  čpy m  —— PTi cos x 
2 2 J d<px

(7.1).



Za odvod po času sledi: Odvod kinetične energije po koordinati cpy je:

kjer so

—  —— =  B čpx +  C (py +  D 
d t d<px

d i
'(Rk“’ + ( ä t ) )B =  MRk2 +  m j

+  Jx +  tan2 cpy (Jz +  Jj)

d l ----C = m ---- PTi cos x
Òrpx

+

(7.2a),

(7.2b),

(7.2c),

X f2-L co

„  . 2_ à i d e
D  == q?x2 2 r a ---------------- -+■ cpx <Py X

d c p x  d c p x 2

Sm (py- (Jz + J {) +  m - ^ i -  PTÌ cos X I +
COS'5 Cpy

+  2<px [M Rk^ + m f i ku^ l
dt dt J

: x j

+  Čpy m
d i rdPTj d/c .

cos x — PTi —  sin X I (7.2d).
dcpx L dt dt ■]

Odvod po hitrosti q>u je 

ÒT
d<p.

-  -- 2 Cpy f
'y L

— r2 +  — PTÌ2 +  — ( J 
2 2 2

+ <px m  —— PT i cos X
dcpx

v +  «7i/)j +

(7.3).

Odvod zgornjega izraza po času je:

k jer so

— = E čpx + Fčpy + G (7.4a),
dt dČpy

ß  =  m — PT^cosx (7.4b),
dcpx

F = M r 2 + m  PT> +  Jy + J„ (7.4c),

dzi  ----  d iG =  <px2 m ------PTi cos X +  <px m  —— X
Òcpx2 dcpx

X r cos X — PTi  sin
L dt dtj

>X 

+

(7.vp+  2<pJ M r —  +  m PT, —  ' 
dt dt ]

(7.4d).

Odvod kinetične energije po prvi koordinati cpx je:

OT r dRku d |  d‘2|  1
---- =  cpx2 m Kku------- +  ----  -----
dcpx L dcpx dcpx dcpx2 J

+

___^prp p ^21 ___
+  cpy2 m  P T i----- - + qpx cpy m \ ------PTi cos x

dcpx
, di dPTj

+ ------------------ COS X  ■
dcpx dcpx

Ydcpx2
d i —— . dx
---- PTi sin X -----
dcpx dcpx.

+

(7.5).

Xr . „ r___dRk , „ dRk., _J sin cpy
-  =  <px2 \M  Rk ----- +  m Rku------- + ---------
<y L dcpy dcpy QOS3 cpy

( (Jz + J/ß 1 +  cpy2 \ m  r ~  + m  PTi —— -1
J L dcpy dcpy J

h cpxCpym —  f ^ i c o s x  — P ÌT sin x  — ] (7.6).
dcpx L dcpy d<py\

+

Sedaj nam  preostane še določitev odvodov poten­
cialne energije (5.2) po obeh koordinatah. Odvod 
po koordinati cpx je:

dX~ p 

Òcpx L v  cpx

+  —  TT^cos (cpy +  /8)1 
dcpx J

(7.7)

in po koordinati cpy

d"V ---------2 =  (M +  m) g a sin cpy — m g  TTi cos(cpy + ß)
dcpy

(7.8).

S tem smo določili vse odvode, potrebne za vsta­
vitev v sistem (2.3).

Gibalni enačbi prepišimo v malce drugačni obli­
ki, z vstavitvijo izrazov (7.2a) in (7.4a):

()T 0 ^
B čpx + C čpy + D -------- +  — -E =  0 (7.9a),

dcpx dcpx

ÒT ò f/r
E cpx + F òpy +  G — ----  ~h ------ =  0 (7.9b).

dcpy ÒCpy

Tako napisan sistem je p riprav ljen  za preobliko­
vanje v sistem štirih  enačb prvega reda, ki se ga 
da reševati z num eričnim i m etodam i na računal­
niku.

8. SKLEP

Gibalne enačbe popisujejo neko gibanje sistema 
dovolj dobro, če so predpostavke dovolj blizu res­
ničnemu stan ju  in  seveda če v izpeljavi ni napake. 
Upamo, da smo pri obojem imeli srečno roko. Od­
govor na to bomo dobili po natančni num erični 
analizi sistema enačb (2.3) in (7.9), o kateri bomo 
poročali v naslednjem  prispevku.

N a s lo v i a v to r je v :  iz r .  p ro f .  I g o r  E m ri,  d ip l .  in ž ., 
P e t e r  M e tl ik o v ič ,  d ip l .  in ž .,
V o jk o  P a v š e k ,  d ip l .  in ž .  in  
d o c . dr_ J o ž e  D u h o v n ik ,  d ip l .  in ž ., 
v s i  F a k u l te ta  z a  s t r o jn iš tv o ,  
L ju b l ja n a


