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Nihanje palice, obremenjene na vrtilni moment

MARKO RAZPET

1. UVOD

V prispevku reSujemo z analitiénimi metodami nasled-
nji problem:

Zelo dolga homogena palica z gostoto o, elastinost-
nim modulom E, konstantnim prerezom S in vztrajnostnim
momentom prereza / je na oddaljenem koncu naslonjena in
na zacetku v mirujoéem stanju. Ob casu 7 = 0 zaéne na
drugem koncu, kjer je palica vrtljivo vpeta, delovati ¢a-
sovno spremenljivi vrtilni moment T (7). Vpliv teZze zane-
marimo. Kako zaniha palica v izbrani tocki § = L.

Os & je usmerjena tako, kakor prikazuje slika 1. Od-
mik palice od mirovne lege ozna¢imo s 1 (&, 7). Obna3a-
nje te spremenljivke opisuje parcialna diferencialna
enacba
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Na zelo oddaljenem koncu palice mora biti odmik ni¢
in strmina upogibne linije navzgor omejena:
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Lepse bomo racunali, ¢e Ze takoj na zacetku vpeljemo
brezdimenzijske koordinate x, f in w(x, #) z relacijami
E=Lx,t=Mrinn(& 1) = Ww(x, t,). Poleg tega zapi§imo
vrtilni moment T (1) v obliki T(7) = T;u(7), pri ¢emer so
M, W in T, konstante, u(7r) pa casovna funkcija. Vpe-
ljemo $e funkcijo m (1) z razmerjem m (1) = u(1). Ce izbe-
remo M in W po formulah
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potem se na$ problem prevede na reSevanje parcialne
diferencialne enacbe
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in pri robnih pogojih
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w(0,f) =0, 0,0 =-m(), lim w(x,)=0
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Z metodo separacije spremenljivk problema ne mo-
remo resiti, koeficiente v dobljeni vrsti je nemogoce izra-
¢unati pri danih zacetnih in robnih pogojih. Zato bomo
ubrali malo drugac¢no pot.

2. RESEVANJE Z LAPLACEOVO
TRANSFORMACLIO

Resitev bomo iskali z metodo Laplaceove transforma-
cije. Resitev bomo skusali najti med funkcijami w (x, ¢), ki
so enake 0 za ¢t < 0. Predpostavili bomo, da je w(x, 1)
glede na x Stirikrat odvedljiva za x = 0 pri vsakem ¢ > 0.
Za vsak x = 0 pa naj bo Se w(x, 1) glede na r dvakrat
odvedljiva na ¢ in za vsa kompleksna Stevila s, ki imajo
dovolj velik realni del, naj obstajajo integrali

oo oo
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Prvi od teh integralov je Laplaceova transformiranka
funkcije w (x, 1) glede na spremenljivko t. Ozna¢imo:
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o0

Wi(x, s) = J‘ wix, 1) exp(-st) dt

0

@.1).

Z uporabo znanih lastnosti Laplaceove transformacije
(glej na primer [1], [2], [3]), dobimo iz enacbe (1.6) in iz
zagetnih pogojev (1.7) navadno diferencialno enacbo

4

:’V (x, s) + s2W(x, s) =0 (2.2).
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Kakor je znano iz teorije navadnih diferencialnih enacb
s konstantnimi koeficienti, i§¢emo reSitev enacbe (2.2)
v obliki W (x, 5) = exp (kx). Za Stevilo k dobimo karakteri-
sti¢no enacbo k*+s%>=0, ki ima korene ()/s ima za >0
pozitivno vrednost) k, =~ /s exp (x il4), k, = Vs exp (7 i/4),
ky =Vsexp(xild), ky= Vs‘exp( mild4). Splodna resitev enacbe
(2.2) je torej oblike

Wix, s)= A explk, x) + B exp(k, x) + C exp (ks x) +

+ D exp k, x).

Zaradi tretjega pogojav (1.8) je C= D =0, ker starealna
dela Stevil k3 in k4 pozitivna.
Naj bo M (s) Laplaceova transformiranka funkcije m (1)

M(s) =U?m P Cst) dr 2.3).

Potem iz prvih dveh pogojev v (1.8) dobimo za A in
B sistem enatb A+ B=0, Asi—Bsi= M/(s). Po krajsem
elementarnem racunu izvemo:

Wix,s)= -—-—(—--exp{—x}/sfil ) sin | (2.4).

xVsi2)
Vpeljimo funkeiji W, (s) in W, (x, s) takole:

M(s)
e

W, (s)= , Walx, 5)=— exp{ xVsi2) sinxysi2) (2.5).
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Ce poznamo izvirni funkeiji w, (r) in w, (x, 1), ki imata za
Laplaceovi transformiranki po (2.1) ravno funkciji W, (s) in
W, (x, s), potem dobimo po izreku o konvoluciji iz (2.4)
reditev

w(x, £) = fw, (t-") w,(x, 1) dt’ (2.6)
0

Do izvirnika funkcije W, (x, s) pridemo z uporabo pre-
glednic v [3]. Tako dobimo naslednji izraz:

wy(x, 1) = — sm fr (2.7).

Vit

Do tega rezultata pridemo z uporabo formule za obratno
Laplaceovo transformacijo

3. PRIMER

Za primer vzemimo trenutni sunek vrtilnega momenta
ob dasu t=0: T(1) = T, 6(1), kjer je (1) Diracova impulzna
funkcija. Tedajjem (t) = 8(r), M (s) = Lin W, (s) = L/¥/s. Izvirna
funkcija za W, (s) je wilt) = 1/)/at. Po formuli (2.6) dobimo
odziv palice na zgoraj opisano motnjo:

]
1 sin (x2/4t’
w(x, 1)'= ( - ) - dt’

i,
25 3 (3.1)

9

Vpeljimo v ta integral novo integracijsko spremenljivko
y in nOvo mejo u z

(3.2).

Po krajsem rac¢unu dobimo naslednjo obliko resitve:
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Za pozitiven parameter a vpeljimo integral F (a) takole:

oo

F(a) = J' gy oy

T (E53)

u

Ta integral se da izraziti s Fresnelovima integraloma

(1]):

Cos

l/_ Ve

int
de,  Sy(x) = el

V2Jf Ve

Gx)=

V zvezi z njima povejmo, da velja:

G (0) = 5,(0) =0, lim GC,(x) = lim 5, ()= 21)
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S skrbno analizo ugotovimo, da se sme odvajati integral
(3.3) po Leibnizovem pravilu in dobimo:

Ce uporabimo Fresnelova integrala, je koncna oblika

m {cos ua sin ua
o sa Vz( Va T 7)

Ker je F(0) = 0, dobimo z integracijo po parametru a

T

Vi (Cy(au) - Sy(au))

x? x2
wix, 1) = Cz(“) - S2(4—r)

Numeriéno lahko izra¢unamo Fresnelova integrala
C,(x) in $,(x) z metodami, ki so opisane v [1]. Prva metoda
uporablja Besselove funkcije s polovi¢nimi indeksi, druga
metoda pa aproksimacijo, ki zagotavlja izra¢un Fresnelovih
integralov z aproksimacijo na tri decimalke natan¢no. Po tej
metodi, ki je primerna za hitro konstrukcijo grafov, bomo
dobili obliko krivulje w (1, ¢). Vpeljati je treba funkcije

F(a)

nazadnje

(3.4).

f(x) = (1+0,962 x)/(2+1,792 x + 3,104 x?),

g(x) = 1/(2+4,142 x +3,492x* + 6,67x3), h(x) =

LR '
anilrs £i0:5)i
S (2-03)
F(x) = Y2 (f(x)cos h(x) + g(x) sin h(x)).
Potem je zadosti natanéno vzeti aproksimacijo

X
w(x, f) = F(VTE) :

Casovni potek funkcije w (1, ¢) prikazuje slika 2.

wilt)

I I SR e, r

Slika 2

Pri ¢t = 1/z se pojavi zadnji ekstrem, nato se graf umirja.
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