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Robna integralska metoda za časovno odvisne difuzijsko-konvekcijske probleme
ZLATKO REK -  LEOPOLD ŠKERGET

1. UVOD 2. ROBNE INTEGRALSKE ENAČBE
Časovno odvisen tok laminarnega nestisljivega viskoz­

nega fluida in transport energije opišemo z zakoni ohranitve 
mase, gibalne količine in energije. Vzgonske sile, ki prevla­
dujejo pri naravni konvekciji, se pojavijo zaradi spremembe 
gostote fluida, ki je odvisna od temperature. Podamo jih 
z Bussinesqovo aproksimacijo g = g0 [l- ß  (T -70)]. p0je refe­
renčna gostota pri temperaturi T0, in ß koeficient prostor- 
ninske razteznosti.

Dogajanje opisujejo naslednje ohranitvene enačbe:

masa V-v = 0 (1)

gibalna količina

j~t + (v . v) v = W 2v -  ~V p + [ l-ß  (T -T 0)]g (2)

energija + (v • V) T = ttV2 T (3).

Predpisati moramo še začetne in robne pogoje (sl.l).

Enačbe (3), (5), (6), ki so parcialne diferencialne enačbe 
paraboličnega oziroma eliptičnega tipa, prevedemo z Gre- 
enovimi teoremi ali metodo utežnih ostankov v ustrezne 
robne integralske enačbe. Tako dobimo za kinematiko 
robno enačbo

c(§)v(§) + Jf[V«*(g;5)-«(5)]v(5)dr =

= J r [VM|(§;5) X «(5)] X v(S)dr  + (7),

+  J n w(s) X  V w ! ( § ; s ) d ß

kjer so: S -  točka na robu r ,  s -  točka v območju Q. 
§ -  izvorna točka na robu ali v območju, c(§) = 1 za točko 
v območju, c(H) = Vi za točko na gladkem robu in c (g) = 
ß/2n  za točko na negladkem robu, ß -  kot, ki ga oklepata 
tangenti na rob v točki §, «£(£; s) = (Vuz) ln (r0lr  ̂s je elip­
tična osnovna rešitev, r0 -  polmer, kjer predpišemo vred­
nost potenciala 0, r̂  s = ]/[*| -  xsf  + (yg -  ys)2 -  razdalja 
med točkama § in s.

Potencialni tok je predstavljen z robnimi integrali, med­
tem ko območni integral izraža vpliv vrtinčnosti na razvoj 
hitrostnega polja.

Integralska oblika transporta vrtinčnosti je

c(§ M § ,t) + v f f r o)(S,t)g'č(Š, T\S,t)drdt =

= v J J r ^<u(S,/)Mp(|, t; S, t)drdt  -

Snovne lastnosti so: v -  kinematična viskoznost, a -  difuziv- 
nost, a -  koeficient prestopa toplote, Ts -  temperatura 
okolice in g -  gravitacijski pospešek.

Obstaja več izrazov, s katerimi rešujemo sistem enačb 
(1), (2), (3). V tem delu bomo uporabili vrtinčno-hitrostni 
izraz. Z uvedbo vrtinčnosti

a  =  V x v  (4)

razdelimo reševanje toka fluida na kinematski in kinetski 
del. Prvega predstavljata enačbi (1) in (4). Ker je hitrostno 
polje brezizvorno, vpeljemo vektorski potencial tp tako, da 
je v = V X t/rinjezahtevaizenačbe(l) izpolnjena. Kinematski 
del tako zapišemo v obliki za vektorski potencial hitrosti

W2tp + (o — 0 (5).

kjer je

- JJr® (^ r i) vn (S,t) +
+ ßgiT(S,t)u%(%,v,S,t)drdt +

+ J7q( " M vM  +

+ ß 8 y
8 x

+ Jß cu(5,f = 0)«p(§, r ,s ,t  = 0)d ß

(8) ,

7’(ä',/)) • V«p(§, r;s,t)dQ dt +

Mj$(§, r;s,/) = __ i_
4tcv(t-t)

exp /  rid.s) \  ’
\  4a(r-t) )  ?

;t < t 
t = T

Ko poiščemo rotor leve in desne strani enačbe (2), 
upoštevajoč (v • V) v — jVv2 + w x v, dobimo za kinetski del 
vektorsko transportno enačbo za vrtinčnost

+ (v • V) e» -  ( c • v) v = vV2o) - V x ß  (T -T 0)g (6).

Opazimo podobnost med enačbo (3) in (6), iz česar 
izhaja podoben potek reševanja. Ker v nadaljevanju obrav­
navamo razmere v ravnini, se enačbe precej poenostavijo. 
Tako so: v = (vx, vy, 0) in m = (0,0, co), ter g = (gx, gy, 0).

parabolična osnovna rešitev, gp(§, r ;s,t) = (dup/dn) 
(§, t; s , t) = V up (I, r; s, t) ■ n je odvod parabolične osnovne 
rešitve po normali, (§, r) je krajevno-časovna izvorna točka, 
n = {nx,ny) in t = (~ny, nx) sta enotska normala in tangenta na 
rob r ,v n = v ■ n je normalna komponenta hitrosti na robu in 
g, = g ■ t tangentna komponenta zemeljskega pospeška, 
<7“(S, t) je fluks vrtinčnosti na robu, q(S, t) pa toplotni fluks na 
robu.

Vidimo, da je difuzija vrtinčnosti opisana s prvima 
dvema robnima integraloma. Tretji integral pomeni kon-



vekcijo vrtinčnosti in njeno generacijo na robu. Prvi ob­
močni integral se pojavi zaradi naravne in prisilne konvek- 
cije vrtinčnosti v območju. Drugi območni integral pomeni 
začetne pogoje za vrtinčnost.

Iz že omenjene podobnosti med enačbo transporta vr­
tinčnosti in energije izhaja robna enačba za temperaturno 
polje

c ( |) r ( | ,r) + aSSr T(S,t)q$(š, r ,S ,t)d rd t =

= a $$rq(S,t)ur(Š, r;S ,t)drd t -  

- J J r r(S,f)vn(S,f)«?(£r,S,r)drdf + (9).

+ JJa Tv(s,t) • VMp(§, t;s,t)dQdt +

+ = 0)wp(|, r\s ,t = 0)dß

3. DISKRETIZACIJA

Rob Tin območje Q razdelimo na Nc robnih elementov 
in Nc notranjih celic. Vrednosti spremenljivk aproksimi­
ramo po elementih in celicah z ustreznimi časovnimi in 
krajevnimi interpolacijskimi funkcijami in vozliščnimi vred­
nostmi.

Za kinematski del na robu Vj = {<?>}'{ V;}, in v območju 
co = {q>}'{W}.

Za kinetski in energijski del na robu co = {0}t{¥'}t{W/}, 
q^={(P}'{W}1 {Qm}, q= {^Y {^} '{Q },T v=  {<!>}'{Wy {TV,}, 
T = W O P } '{7}, (ovn = {4>}'{<P}'{ W n}, in v območju: 
wv, = {(py{w y{w v j ,  Tv i = {(p}t{<py{Tvl},co= {(pY{irj, 
T = {(pY{7}. Pri tem pomenijo: i = x,y, {0}-interpolacijsko 
funkcijo na robu, {ep} -  interpolacijsko funkcijo v območju, 
OP} -  časovno interpolacijsko funkcijo, {V}}, {W}, {QM}, 
{Q}, {T’Vj}, {T}, {WVn}, {WVt}-vrednosti v vozliščih ele­
menta oziroma celice.

Ko uvedemo integrale:

m  = JYC {<*>} J “ 9* (i,r ;5 ,t)d td r 
{gp} = JreW  ;* « |(g ,r ,S ,r )d rd r  

Jn> } J f ^ & r i M d f d O
JT°° up(§> = 0)dfdß

{hE} = Jrc {<P}?e(§’ T S j ) d T  
{h f }=  JVC {0}q*E( l r \ S , t ) d r
{df}=LA<P}q*E&T-S,t)dQ

in zapišemo enačbe (7), (8), (9) za vse točke, dobimo 
naslednji sistem enačb, ki je za rob impliciten, za vrednosti 
v območju pa ekspliciten:

iWE]{Vx} = [JHf]{Py} -[D yE]{IV} (10),

[HE]{Fy} = -[//f]{Vx} + [DXE]{W} (11),

[Hp]W  = [GP]{Q"} b ~ j-[G P]({W„} + ßgt{T})] +
+ [DPX]({WVX} + ßgy{T}) +
+ [Dp}({WVy}--ßgx{T}) + (12),
+ [ßp]W}]

[ / /p]{7} = [ G p] { ß } + ^ [ - [ G p]({ rV n} + [ D p|{TV x} +

+ [Dy]{TVy) + [ßp]{70}] (13).

Matrike, označene z velikimi črkami, so sestavljene iz 
vozliščnih prispevkov integralov, označenih z ustrezno malo 
črko. Vektorja {W0} in {T0} vsebujeta vrednosti vrtinčnosti in 
temperatur iz poprejšnjega časovnega koraka.

4. POSTOPEK REŠEVANJA

Pri reševanju uporabljamo naslednjo shemo:
Za vsak časovni korak ponavljamo

-  začnemo z začetnimi vrednostmi vrtinčnosti in 
temperatur
kinematski del

-  rešimo sistem (10), (11) za robne vrednosti vrtinč­
nosti

-  eksplicitno izračunamo hitrosti v območju 
energijski del

-  rešimo sistem (13) za robne vrednosti temperatur 
in/ali fluksov

-  eksplicitno izračunamo temperature v območju 
kinetski del

-  rešimo sistem (12) za robne vrednosti fluksa vrtinč­
nosti

-  eksplicitno izračunamo vrednosti vrtinčnosti v ob­
močju.
Postopek ponavljamo, dokler ne zadovoljimo izbranega 

konvergenčnega kriterija.

5. PRIMER

Kot primer je obdelana naravna konvekcija v zaprti 
kotanji (sl. 2). Računamo z različnimi vrednostmi Ray- 
leighjevih števil, in sicer: Ra = IO3, IO4, IO5, za Prandtlovo 
število P r  = 1. Ra = gß&Pla, Pr = via, / je značilna dolžina, 
0  pa razlika temperatur med nasprotnima stenama.
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Sl. 2. Naravna konvekcija v zaprti kotanji

Na sliki 3 je prikazan časovni razvoj hitrostnega in 
temperaturnega polja. Izolinije vrtinčnosti in temperatur za 
različne Ra prikazuje slika 4. S slike sklepamo, da mora biti 
za naraščajoče Ra, zaradi velikih gradientov, diskretizacija 
problema gostejša, če želimo dobro opisati proces.
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Sl. 3. Hitrostno polje in izoterme za Ra = 105

Izbrani primer je obširno obdelan z običajnimi meto­
dami. Primerjava na sliki 5 kaže dobro ujemanje rezultatov

robne integralne metode (RIM) z rezultati, dobljenimi po 
metodi končnih razlik (MKR).

6. SKLEP

Metoda robnih elementov, vrtinčno-hitrostni izraz, je 
uporabljena za reševanje časovno odvisnega transporta 
energije v toku fluida. Vzgonske sile so vključene z Bussine- 
sqovo aproksimacijo. Ker osnovna rešitev del transportnega 
procesa prevede na rob, je numerična shema zelo stabilna.



Sl. 4. Črte konstantnih vrtinčnosti in temperatur za stacionarno stanje
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