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Robna integralska metoda za ¢asovno odvisne difuzijsko-konvekcijske probleme
ZLATKO REK - LEOPOLD SKERGET

1. UVOD

Casovno odvisen tok laminarnega nestisljivega viskoz-
nega fluida in transport energije opiSemo z zakoni ohranitve
mase, gibalne koli¢ine in energije. Vzgonske sile, ki prevla-
dujejo pri naravni konvekciji, se pojavijo zaradi spremembe
gostote fluida, ki je odvisna od temperature. Podamo jih
zBussinesqovo aproksimacijo 0 = g,[1-8 (T-T,)|. g, je refe-
rencna gostota pri temperaturi T}, in § koeficient prostor-:
ninske razteznosti.

Dogajanje opisujejo naslednje ohranitvene enacbe:
masa V-v=0 (1)
gibalna koliéina

Lt V)y=Wiv- Vp+[I-B(I-T)g @

energija %7: +(v-V)T=avV2T (3).
Predpisati moramo e zacetne in robne pogoje (sl.1).
=L ul;uls

Sl. 1. Zadetni in robni pogoji

Snovne lastnosti so: v — kinematiéna viskoznost, a — difuziv-
nost, a — koeficient prestopa toplote, 7Ty — temperatura
okolice in g — gravitacijski pospesek.

Obstaja vec¢ izrazov, s katerimi re§ujemo sistem enacb
(1), (2), (3). V tem delu bomo uporabili vrtinéno-hitrostni
izraz. Z uvedbo vrtinénosti

w=V Xy (4)

razdelimo reSevanje toka fluida na kinematski in kinetski
del. Prvega predstavljata enacbi (1) in (4). Ker je hitrostno
polje brezizvorno, vpeljemo vektorski potencial ¥ tako, da
jev =V X yinjezahtevaizenacbe (1)izpolnjena. Kinematski
del tako zapiSemo v obliki za vektorski potencial hitrosti

Viy+w=0 (5).
Ko poiS¢emo rotor leve in desne strani enacbe (2),

upostevajoc (v- V)v = 1Vy2 + @ X v, dobimo za kinetski del
vektorsko transportno enaébo za vrtinénost

= +v-Vo-(o-V)y=vW20-VxB(T-T,)g (6).

Opazimo podobnost med enacbo (3) in (6), iz Eesar
izhaja podoben potek refevanja. Ker v nadaljevanju obrav-
navamo razmere v ravnini, se ena¢be precej poenostavijo.
Tako so:v = (vx.vy, 0)in @ = (0,0, w), ter g = (g,,5,.0).

2. ROBNE INTEGRALSKE ENACBE

Enatbe (3), (5), (6), ki so parcialne diferencialne enacbe
paraboli¢nega oziroma eliptiénega tipa, prevedemo z Gre-
enovimi teoremi ali metodo uteZnih ostankov v ustrezne
robne integralske enatbe. Tako dobimo za kinematiko

robno enacbo

cl&)v(&) + [r[Vuk(&S) - n(S)v(S)dI =
= [ [Vuk(&S) x n(S)| x v(S)dI' +

+ Jools) x Vug(E:s)dQ

(7,

kjer so: § — to¢ka na robu I, s — totka v obmoéju £2,
£ - izvorna tocka na robu ali v obmogju, c(&) = 1 za to¢ko
v obmotju, c(&) = % za totko na gladkem robu in ¢(§) =
Bl2x za totko na negladkem robu, f — kot, ki ga oklepata
tangenti na rob v tocki &, up(&;s) = (Vo) In (rolre ¢ je elip-
ticna osnovna resitev, ry — polmer, kjer predpiSemo vred-
nost potenciala 0, re ( = ]/{:cE - x + (ye -y, —razdalja
med totkama & in s. :

Potencialni tok je predstavljen z robnimi integrali, med-
tem ko obmo¢ni integral izraZa vpliv vrtinénosti na razvoj
hitrostnega polja.

Integralska oblika transporta vrtinénosti je

clwl& 1) + v[[ro(S,t)ghl&E T, S, 1)dldr =
= v[[-q®(S, t)uE(& 7; S, 0)drdr -
- [fro(S,t)v,(S,1) +
+ Bg.T(S,t)ut(E S, ¢)drde +
+ [falo(s,t)vis,1) +

+ B {;gg!'x} T(s,f) - Vui(E v;s5,0)dQde +

(8),

+ Jow(s,t = 0)ul(E, 735, = 0)dQ
kjer je

=T

0
‘up(§, 7;5,0) = { i (R (_ ﬂé_-.{l)
S T dalr—) L= T

dnvir~) x

paraboliéna osnovna reSitev, g%(E 1;5,1) = (Su}/on)
(& 7;5,1) = Vu}(E 1;5,1) - n je odvod paraboli¢ne osnovne
reditve po normali, (£, 7) je krajevno-¢asovna izvorna tocka, _
n = (ny,n,)in t = (~ny,n,) sta enotska normala in tangenta na
rob I', v, = v - nje normalna komponenta hitrosti na robu in
g = g - t tangentna komponenta zemeljskega pospeska,
q“(S, t)je fluks vrtinénosti na robu, ¢(S, ¢) pa toplotni fluks na
robu,

Vidimo, da je difuzija vrtinnosti opisana s prvima
dvema robnima integraloma. Tretji integral pomeni kon-
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vekcijo vrtinénosti in njeno generacijo na robu. Prvi ob-
mocni integral se pojavi zaradi naravne in prisilne konvek-
cije vrtinénosti v obmo¢ju. Drugi obmoc¢ni integral pomeni
zaletne pogoje za vrtincnost.

Iz Ze omenjene podobnosti med enacbo transporta vr-
tinénosti in energije izhaja robna enacba za temperaturno
polje

clE)T(E 1) + af[-T(S,t)gk(E 78, ¢t)drde =
affrq(S.tJug(& v; S, 1)drde -

JIeT(S,8)v, (S, t)up(& 1;S,0)drde + 9).
+ [[oTv(s,1) « Vub(E 7;s5,1)dQdr +

+ [oT(s,t = O)uilE t;5,t = 0)dQ

Il

3. DISKRETIZACIJA

Rob I'in obmodje £ razdelimo na N, robnih elementov
in N, notranjih celic. Vrednosti spremenljivk aproksimi-
ramo po elementih in celicah z ustreznimi ¢asovnimi in
krajevnimi interpolacijskimi funkcijami in vozli§énimi vred-
nostmi.

Za kinematski del na robu v; = {@}{V.}, in v obmoéju
o = {g}{W}.

Za kinetski in energijski del na robu w = {@}{W}'{W},
q°={P} {¥}{Q"}, q={P}{¥}{Q}, Tv,={P} {¥}{TV}},
T = {@}Y{P}IY T}, wv, = {P}{¥}{WV, }, in v obmodgju:
v, = (@} {PI{ WV}, Tv, = (@} {(¥I{TV}}, 0 = (@) { W),
T={@}"{7}.Pritem pomenijo:i = x, y, {®@} —interpolacijsko
funkcijo na robu, {@} - interpolacijsko funkcijo v obmogju,
{W} - ¢asovno interpolacijsko funkcijo, {V;}, {W}, {Q"},
{0}, {TV}, {T},{WV,}, {WV,} - vrednosti v vozli§¢ih ele-
menta oziroma celice.

Ko uvedemo integrale:

{(h?} = fr AP} [ q3(8, ©; S, 1) dedT

{87} = Jr @} [P up(&, v S, 1) dedl
{(dPy= [o @} [ q(6.75S, 1) drdQ
(b7} = Jo (@} S up(E 78,1 = 0)drde
(hE} = [r, {®} qE(E, ©; 8,8}l

(hE} = [r (D} qk (& v S,0)dl

{dE} = [o {9} gt (& 7:5,1)d2

in zapifemo enacbe (7), (8), (9) za vse tocke, dobimo
naslednji sistem enacb, ki je za rob impliciten, za vrednosti
v obmocju pa ekspliciten:

[HE|{V,} = [HE|{V,} - [DE] {W} (10),

[HE[{V,} = -[HE]{V,} + [DE|{w) (11),

[HTJ (W) = [GFHQ%) + w [=[GPI(WV.) + Bo (T} +
+ (D] ((WV,) + Be, (T}) +

+[DE{WV,} - B (T)) +
+ [BPl{Wp}]

(12),

HUT) = [GPHQ) + [~ [GF)({TV,} +[DE(TV,) +
+ [DY{TV,} + [BPTo}] (13).

Matrike, oznacene z velikimi ¢rkami, so sestavljene iz
vozli§¢nih prispevkov integralov, oznacenih z ustrezno malo
¢érko. Vektorja {W,} in {7} vsebujeta vrednosti vrtinénostiin
temperatur iz poprejSnjega ¢asovnega koraka.

4. POSTOPEK RESEVANJA

Pri reSevanju uporabljamo naslednjo shemo:
Za vsak ¢asovni korak ponavljamo

- zafnemo z zafetnimi vrednostmi vrtinénosti in
temperatur
kinematski del

— resimo sistem (10), (11) za robne vrednosti vrtiné-
nosti

- eksplicitno izratunamo hitrosti v obmoéju
energijski del

~ reSimo sistem (13) za robne vrednosti temperatur
in/ali fluksov

- eksplicitno izratunamo temperature v obmogju
kinetski del

— reSimo sistem (12) za robne vrednosti fluksa vrting-
nosti

— eksplicitno izratunamo vrednosti vrtinénosti v ob-
mocdju.
Postopek ponavljamo, dokler ne zadovoljimo izbranega
konvergen¢nega kriterija.

5. PRIMER

Kot primer je obdelana naravna konvekcija v zaprti
kotanji (sl. 2). Rafunamo z razliénimi vrednostmi Ray-
leighjevih $tevil, in sicer: Ra = 10%, 10%, 10°, za Prandtlovo
Stevilo Pr = 1. Ra = gfOF/a, Pr = vla, | je znalilna dolZina,
@ pa razlika temperatur med nasprotnima stenama.

y__ g=0
1
To=0
g
o——
g=0
; )

Sl. 2. Naravna konvekcija v zaprti kotanji

Na sliki 3 je prikazan Casovni razvoj hitrostnega in
temperaturnega polja. Izolinije vrtinénosti in temperatur za
razli¢ne Ra prikazuje slika 4. S slike sklepamo, da mora biti
za naras€ajoCe Ra, zaradi velikih gradientov, diskretizacija
problema gostejsa, €e Zelimo dobro opisati proces.
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Sl. 3. Hitrostno polje in izoterme za Ra = 10°

Izbrani primer je obsirno obdelan z obi¢ajnimi meto-  robne integralne metode (RIM) z rezultati, dobljenimi po
dami. Primerjava na sliki 5 kaze dobro ujemanje rezultatov  metodi konénih razlik (MKR).

10
—MKR
51 oRIM
1 6. SKLEP
e 2
Metoda robnih elementov, vrtinéno-hitrostni izraz, je
Ll uporabljena za reSevanje ¢asovno odvisnega transporta

1 L el B 1 | | 1 D e B Bt L

i energije v toku fluida. Vzgonske sile so vkljuéene z Bussine-
sqovo aproksimacijo. Ker osnovna resitev del transportnega

procesa prevede na rob, je numeri¢na shema zelo stabilna.

] L -l e () S )
Ra

SL. 5. Primerjava rezultaiov RIM z MKR
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Sl. 4. Crte konstantnih vrtinénosti in temperatur za stacionarno stanje

LITERATURA

[1] Brebbia, C. A.; Telles, J. and Wrobel, L. C.: Boundary Element
Method - Theory and Applications. Springer-Verlag, New York.

[2] De Vahl Davis, G.: Natural Convection of Air in a Square Cavity:
A Bench Mark Numerical Solution. Int. J. Num. Meth. in Fluids (1983). Vol.
3. pp. 249-264.

[3] Onishi, K.; Kuroki, T. and Tanaka, M.: Boundary Element Rese-
arch (Ed. C. A. Brebbia) (1985), Vol. 2. Chapter 8. pp. 209-229. Springer-
Verlag, Berlin and New York.

[4] Skerget. P.; Alujevié. A.; Kuhn, G. and Brebbia, C. A.: Natural
Convection Flow Problems by BEM. 9" Int. Conf. on BEM, Stuttgart.
Computational Mechanics Publications, Springer-Verlag, Berlin 1987.

[5] Tosaka, N.; Kakuda, K.: Numerical Simulation for Incompressible
Viscous Flow Problems Using the Integral Equation Method. 8" Int. Conf. on
BEM, Tokio, Springer-Verlag 1986.

[6] Skerget, P.; Kuhn, G.: Alujevié, A.; Brebbia, C. A.: Time Depen-
dent Transport Problems by Boundary Elements. (Bo objavljeno v Engine-
ering Analysis).

Naslov avtorjev: Zlatko Rek, dipl. inZ.
prof. dr. Leopold Skerget,
Tehniska fakulteta Maribor
Smetanova 17



