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Nakljuéni impulzni procesi
IGOR GRABEC

UVOD

V tehniki in naravoslovju pogosto sre¢ujemo po-
jave, ki so posledica $tevne mnozZice nakljuénih do-
godkov ali vzrokov. Za primer lahko navedemo ob-
nasanje razliénih tehni¢nih sistemov pod vplivom
nakljuénih sunkovitih obremenitev, prenos na-
kljuénih impulznih signalov v komunikacijskih
sredstvih, nastanek temperaturnih ali napetostnih
polj pod vplivem nakljuéno razmeséenih to¢kovnih
izvorov polja in tako dalje [1]. Zaradi nakljuéne
narave moramo pri opisu navedenih pojavov upo-
rabljati statisticne metode. Pri tem se pojavlja
standardno vprasSanje povezave statistiénega opisa
vzrokov s statisti¢nim opisom pojava, ki izhaja iz
teh vzrokov. Skoraj vedno je namreé laZe opisati
ali doloditi statisti¢ne lastnosti vzrokov kakor pa
lastnosti pojava samega. Povezava obeh statisti¢nih
opisov pomeni problem, ki ga je na splo$no treba
resiti za vsak primer posebej, le za pojave, ki pred-
stavljajo obnaSanje linearnih sistemov, so izdelane
sploéne metode povezovanja obeh opisov [2]. Ka-
dar so vzroki sunkovite narave, je mogocde to zna-
¢ilnost upostevati pri statisticnem opisu precej
splodno in samo po njej priti do zanimivih skle-
pov [1].

Namen naSega c¢lanka je opozoriti predvsem
eksperimentalce na posebnosti nakljuénih impulznih
procesov, Zato bomo obravnavali najprej obnasanje
linearnih sistemov pod sunkovitimi naklju¢nimi
vplivi. S tem bomo prisli do opisa nakljuénih sun-
kov brez globljega posega v teorijo impulznih pro-
cesov. Podrobneje bomo nato obravnavali le stati-
stitno neodvisne stacionarne sunke, ki niso v kore-
laciji, s kakrsnimi se pri eksperimentalnem delu
najpogosteje sre¢ujemo.

OBNASANJE LINEARNEGA SISTEMA
POD VPLIVOM NAKLJUCNIH SUNKOV

Zamislimo si avtomobil, ki vozi po gladki pod-
lagi, na kateri tu in tam lezi majhen kamen. Ko
pripelje kolo na kamen, doZivi vozilo sunek v ver-
tikalni smeri, zaradi &esar malo zaniha. ObnasSanje
vozila pod vplivom teh sunkov opiSemo tako, da
podamo odmik z(t) od ravnovesne lege nad pod-
lago. Odmik se s tasom spreminja, kar smo nakazali
s funkeijsko odvisnostjo spremenljivke z od para-
metra t. Pri razli¢nih ponovitvah poskusa, to je pri
ponovljenih voznjah v enakih okolis¢inah, dobimo
na sploSno razliéne &asovne poteke odmika. Slika 1
prikazuje nekaj nami$ljenih posnetkov takSnega Ca-
sovnega odmika.

Celotni pojav oznafuje skupina vseh mogotih
realizacij asovnega poteka odmika 2z (f), k = 1,2,
3,..., ki jo bomo imenovali nakljuéni proces z zvez-
nim parametrom in oznaéili {Z (t)}. Vsak posamezni

7t) |

Phii D 8] P\ g ombic
NGRS S
Rode, P\% e k\_t

¢asovni potek iz procesa {Z (t)} pomeni odziv si-
stema na S$tevno mnoZico sunkov — impulzov. V
prihodnje bomo pri vsakem izbranem vzorcu pro-
cesa impulze oSteviléili. Pri j-tem sunku bomo
oznadili ¢as nastopa s tj;, njegovo amplitudo pa z a;.
O#teviléenje izvedemo navadno tako, da je t; <<t;:4,
vendar to ni nujno in v na$i obravnavi ne bo pogoj.

Dinamiéne lastnosti sistema opiSemo s tem, da
povemo, kako se sistem odzove pri ¢asu t na sunek
z amplitudo enote in &asom nastanka t’. Naj nam
tak odziv popife funkcija h (t, t). Privzeli bomo, da
je sistem linearen, kar pomeni, da se pri a-kratnem
povecanju amplitude sunka prav tolikokrat poveda
tudi odziv, ter da je odziv na serijo sunkov enak
vsoti odzivov na posamezne sunke. Zato lahko ob
nasi predpostavki zapiSemo

z(t) = %ﬂih (£ t;)

z3(t)

I;“]J

(1)

S tem izrazom ne moremo opisati obnaSanja ne-
linearnega sistema, na primer tak3nega, pri kate-
rem je odziv odvisen od kvadrata amplitude sunka.

Zaradi preglednosti zapisa je ugodno oznaéiti
posamezni sunek z enim samim simbolom x; =
= (aj, t;), ki pomeni dvokomponentno veliéino. Ce
vpeljemo §e oznaébo a;h (t, t;) = g (t, ), lahko iz-
raz (1) zapiSemo v obliki

2(0) = 39 (%) @

Pri izpeljavi tega izraza smo upostevali samo
linearnost sistema in diskretnost vzbuditve, zaradi
tega ga lahko na splogno uporabljamo za opis obna-
Sanja linearnih sistemov pod sunkovitimi wvplivi.
Primeren je tudi za opis polj, ki izvirajo iz nakljug-
nih totkovnih izvorov le da moramo v tem primeru
nadomestiti parameter t z veédimenzionalnim, ki ga
bomo oznaéili z y. Poleg tega lahko uporabnost iz-
raza (2) razgirimo na impulzne procese, pri katerih
se impulzi medsebojno razlikujejo tudi po obliki in
ne samo po amplitudi ter kraju ali ¢asu nastanka.
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V ta namen vzamemo, da lahko s parametrom ux;
opiSemo tudi funkcijsko obliko odziva na j-ti su-
nek, seveda pa se s tem dimenzija parametra x;
poveta.

Stevna mnoZica parametrov xj, j=1,2,3,... se
od vzorca do vzorca procesa {Z (t)} spreminja. Na
splogno dobimo pri razliénih realizacijah z(t) tudi
razli¢ne realizacije xj. Skupino vseh mogoé¢ih reali-
zacij xj,j=1,2,3,... bomo imenovali nakljuéni
proces z diskretnim parametrom in jo ozna#ili
{X3,5=1,2,8,:..}

Izraz (2) prireja vsaki realizaciji diskretnega
procesa eno realizacijo zveznega procesa in torej
pomeni transformacijo diskretnega v zvezni proces.
Splogno bomo to transformacijo zapisali v obliki

z(y) = ng (y, xj) (3

pri ¢emer so lahko vse zapisane spremenljivke veé-
dimenzionalne, dimenziji zveznega in diskretnega
parametra pa se lahko razlikujeta,

V nadaljnji obravnavi se bo izkazalo, da je pri-
kladno obravnavati tudi vzbujanje kot zvezni pro-
ces. V ta namen moramo vsak posamezni sunek pri-
kazati kot funkcijo zveznega parametra. To dose-
Zemo z vpeljavo impulzne funkcije, d (x — x;), ki
opiSe sunek s parametrom x;. Njene lastnosti opre-
delimo posredno z integralom po poljubnem pod-
roéju A:

1 za xj znotraj podroéja A

0 za x; zunaj podroéja A

Ob upostevanju teh lastnosti dobimo izraz
9@Wx) =9y x)déx—a)dx (5)

v katerem smo nakazali integracijo po vsem de-
finicijskem obmod¢ju parametra x. Za to obmodje
bomo brez $kode za splo§nost obravnave vzeli, da v
nobeni smeri ni omejeno. Z enadbo (5) lahko izraz
(3) zapiSemo v obliki

z2(y) = [ 9 (¥ x)I(x)dx=fg (y,x)dN () (6)

pri éemer smo zamenjali vrstni red integriranja in
sedtevanja in vpeljali oznadbo

dN (x) = I () dz = 3 8 (x — ;) d (7
j

o @) do = [ @

Za vpeljani spremenljivki N (x) in I (x) lahko
podamo nazorno predstavo, ée integriramo izraz (7
po poljubnem podro¢ju A. Po integraciji dobimo
na desni strani izraza enko za vsak x; znotraj pod-
ro¢ja A. S seStevanjem dobimo tevilo vseh sunkov
v podroéju A. dN (x) lahko zato obravnavamo kot
Stevilo sunkov s parametri znotraj infinitezimal-
nega podro¢ja okoli x. Spremenljivko I(x) =
= ? 0 (x — x;) pa lahko obravnavamo kot gostoto
oziroma intenzivnost sunkov pri vrednosti para-
metra x.

Pri razlitnih realizacijah naklju¥nega procesa
{X;,j=1,2,...} dobimo na splo¥no razli¢ne reali-

zacije gostote sunkov. Zato lahko tudi gostoto
obravnavamo kot nakljuéni proces, toda z zvez-
nim parametrom x. Prehod od procesa {X;}, ki
oznaduje parametre sunkov, k procesu {I(x)}, ki
oznaduje gostoto sunkov, podaja transformacija (7).

Naklju¢ni proces {Z (y)} je povezan z gostoto
sunkov prek transformacije (6). Funkcija g (y, x) ni
nakljuéna, saj je odziv doloenega sistema na im-
pulz z dolodenim parametrom x, zato je nakljuéna
narava procesa {Z (y)} samo posledica nakljuéne
narave gostote sunkov. Prav zaradi tega so stati-
stitne lastnosti gostote sunkov bistvenega pomena
za popis vzbujenega linearnega sistema.

OPIS STATISTICNIH LASTNOSTI
GOSTOTE SUNKOV

Nakljuéni proces z diskretnim parametrom
{X;,i=1,2,3,...} opiSemo s statistitnega stalii¢a
tako, da podamo porazdelitve vseh mogo&¢ih pove-
zanih verjetnosti nakljuénih spremenljivk Xj;

F(xy,x3..)=PX Loy, Xs L x3,...)  (8)

Pri tem smo z znakom P (Xi<Lx,Xe<La3,...)
oznadili verjetnost, da pri realizaciji procesa {X;}
spremenljivke Xj, Xp, ... hkrati zavzamejo vredno-
sti manjSe ali enake xy, o9, ... Porazdelitev verjet-
nosti zadoSta pogoju F (oo, 00,00,...) =1, ki po-
meni verjetnost, da se pri poizkusu realizirajo re-
alne vrednosti vseh parametrov, kar je zanesljiv
dogodek.

Porazdelitveno funkeijo verjetnosti navadno iz-
razimo s pomodjo gostote verjetnosti takole:

F(x,2e...)= fl fz T et Y dmT 9)

Simboli¢no potem zapiemo
_ OF (x4, xp,...)

f(ﬂ'-'l,x?.,---)
oxy dxs. ..

(10)

Gostotna funkcija zadoS¢a pogoju

[=-]

é; S flxs..,xx)dxj...daep =1
za poljubno skupino spremenljivk od j do k.

Podobno kakor diskretni proces lahko oznaéimo
tudi proces z zveznim parametrom. Za ta namen
moramo najprej izbrati serijo vrednosti zveznega
parametra in nato podati porazdelitve povezanih
verjetnosti za vse mogode serije.

Pri praktiénem delu se navadno odpovemo upo-
rabi verjetnostnih porazdelitev in raje ozna&imo
statistitne lastnosti pojava z raznimi popregji. To
pot uberemo zato, ker prakti®no ne moremo dolo-
tati vseh porazdelitev povezanih verjetnosti, ki so
potrebne za izérpen popis pojava, medtem ko je
razna popre¢ja dostikrat mogote dolodati soraz-
merno preprosto. Seveda se s tem odpovemo tudi
izérpnemu popisu naklju¢nih lastnosti pojava.
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Statistiéno popre¢je poljubne funkcije @ na-
kljuénih spremenljivk X; definiramo z izrazom

E[D(X1,Xs,..)] =§ @ (21, x,...)dF (1, 23,...) =
=I¢(.‘.t’.'1,.’.!’:g,...) flptas oo drydala T (11)

Popreéje je linearna operacija, ki je po vrstnem
redu zamenljiva s se§tevanjem in z mnoZenjem s
konstanto, nanaSa pa se samo na nakljuéne spre-
menljivke.

Statistiéne lastnosti procesov z zveznim para-
metrom oznadujemo najpogosteje s popreéno vred-
nostjo in korelacijsko funkecijo. Definiramo ju z
izrazoma:

m@y)=EZ@]=E[[Jg@ x)dN ()] (12)
Rw,y)=E[z@@)z@®¥)] =
=E[§{9(y2)g@,x)dN (x)dN ()] (13)

Ker je operacija popreéenja linearna in se nanaSa
samo na nakljuéne spremenljivke, lahko zapiSemo

m(y) = {9 (¥, x) E[dN (x)] =
= {9, ) E[I (x)] dx

R(y,y) =59 x)g ¥ &) E[dN (x) dN ()] =
=§9@»)9W,x)E[I(x)I ()] drdx’ (15)

Izraza (14) in (15) kaZeta, da je popre¢na vrednost
(korelacija) procesa {Z (y)} odvisna le od popre¢ne
vrednosti (korelacije) gostote impulzov in ne od
ostalih moznih popreéij. To je hkrati posledica li-
nearnosti operacije popreé¢ja in linearnosti sistema,
ki ga opisuje z (y).

Popretna vrednost in korelacijska funkcija go-
stote impulzov sta bistvenega pomena za popis
lastnosti sistema pod sunkovitimi vzbuditvami in
si ju bomo zato podrobneje ogledali. V ta namen
pois¢imo najprej zvezo med popre¢no gostoto sun-
kov in porazdelitveno funkcijo verjetnosti procesa
z diskretnim parametrom {Xj; j=1,2,3...}

E[I(x)] =§I(x)f (21,23 ...)dey, dare =
= fzjﬁ(w—mf)f(whwz,...) dxy dxs =

- jz[jé (x — ;) dax; -

-]f(xi,:rz,...) dtge, oL digy ardanipte e =
= jEé(w—w;) dx; f () = %f(l‘f =) (16)

(14)

Pri tem smo z f(x;) oznaéili gostoto porazdelitve
verjetnosti pripadajo®e parametru x;. Zadnji izraz
lahko nazorno razloZimo, ¢e ga pomnoZimo z dx.
Tako dobimo

E{I(x)]dx=E[dN(w)]=§f(¢?=$)dx=

=Y PxLX;Lx + dr) (0
i

Popreéno §tevilo sunkov s parametrom v okolici x
je enako vsoti verjetnosti, da imajo posamezni
sunki parametre v tej okolici.

Podobno kakor za popreéno vrednost lahko do-
bimo tudi izraz za korelacijsko funkcijo gostote
sunkov

E[I(x)I(x)] = (18)
= X??&(m—x;} 3 (@ —xj) f (x1, x2,...)der dxs . ..

Dvojno seitevanje v tem izrazu razdelimo na se-
Stevanje ¢lenov z enakimi indeksi in seStevanje
¢lenov z razliénimi indeksi.

E[I(x)I(x)] = (19)
=Sz;,(5{$--x‘;)(5(J:’ﬁa:;)f(:.cl,a:g,__ ) da'.'ldxg.. S

+I,E$;za (x — x)) 3 (x'— x7) f (x4, a2, .. ) dxry ds, ..

Sedaj zamenjamo najprej vrstni red seStevanja in
integriranja, ter nato integriramo ob upoStevanju
lastnosti 6 funkcije, kar nam da :

E[I(x)I(x)] = 2{1 d(@—a) f(xi=2a) + (20)

+ X D=2 =) =
1#4

=d6(x—x)E[I(x)] + %]#jzf(xi =X, X =T)

Korelacijsko funkcijo gostote sunkov sestavljata
torej dva élena. Prvi doprinaSa k funkeiji samo pri
2z =z’ in pomeni vpliv poprefne gostote sunkov.
Ta ¢len ni odvisen od medsebojne nakljuéne pove-
zanosti sunkov, temveé Sele drugi, ki opiSe vpliv te
povezanosti na korelacijsko funkcijo gostote sun-
kov. Podobno kakor je popretna gostota sunkov
odvisna od verjetnostne gostote posameznih sun-
kov, je korelacijska funkecija gostote sunkov od-
visna od gostote povezanih verjetnosti parov
sunkov,

PREPROSTI MODELI
NAKLJUCNIH IMPULZNIH PROCESOV

Pri prakti¢nem delu mnogokrat naletimo na im-
pulzne pojave, pri katerih je popre¢na gostota sun-
kov konstantna. Med temi pojavi sta za uporabo
izredno pomembna dva znaé&ilna primera. Prvi je
pojav medsebojno nakljuéno neodvisnih sunkov. Za
nakljuéno neodvisne sunke lahko gostoto porazde-
litve povezane verjetnosti dveh poljubnih para-
metrov izrazimo z zmnoZkom verjetnostnih gostot
posameznih parametrov:

f (@i, ;) = f (i) f (x5), za poljuben par i # j (21)
V tem primeru lahko nadalje zapiSemo:
E[l(x)] = Ej.f(x.f =x)=1I (22)

ter
E(l(x)I()]=Lé(x—=x) +

L %;3'(:#::= Df@=x)=Li@x—a)+
+§§.J‘(Ie: z) f (2 = x)—

~—-?f(:c;= Df@i=2)=Ldélx—=x)+ Ii (23)
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V zadnji enad¢bi smo upostevali, da je vpliv nega-
tivnega &lena zanemarljiv v primeri s prvim, ki
vsebuje 6 funkcijo in drugim, ki pomeni dvojno
vsoto.

Druga zanimiva vrsta so sunki, ki niso v ko-
relaciji.
Zanje velja

f (2, xj) = 0, za vsak par i = j (24)
in dalje
E[I(x)I(x)] =68(x—=x)E[I(z)] =
=Lhd(x—=x) (25)

V prvem in v zadnjem primeru je edini para-
meter, ki ga potrebujemo za opis nakljuénih last-
nosti pojava, popre¢na gostota sunkov. V obeh pri-
merih je ta gostota konstantna, korelacijska funk-
cija gostote sunkov pa odvisna le od razlike x — &/,
zato imenujemo oba procesa stacionarna v SirSem
pomenu.

Stacionarnost se prenasa vselej tudi na odziv
linearnega sistema, kadar lahko odzivno funkcijo
zapiSemo v obliki:

9W,x)=9(@Hy—nx) (26)
Za tak primer linearnega sistema imamo nadalje

m(y) = §g (y—=x) E [I (x)] dx =

=0 fg(y—x)dx (27)

Ce vpeljemo v ta integral novo spremenljivko, do-
bimo

m (y) = Io{g (t) dt = konstanta (28)

Integracija v zadnjem integralu tete po vsem defi-
nicijskem obmoé¢ju funkcije g (t).

Podobno dobimo ob upo$tevanju lastnosti 4 funk-
cije in zamenjavi spremenljivk v integralih izraz
za korelacijsko funkcijo odziva na statisti®no ne-
odvisne sunke

Ryy)=Lig®)gWw —y+t)dt+

2

2
+1 (fg(t)dy) (29)
Zadnji ¢len odpade v primeru sunkov, ki niso v ko-
relaciji.

Izraza (28) in (29) kaZeta, da je popre¢na vred-
nost odziva izbranega linearnega sistema konstant-
na, njegova korelacijska funkecija pa odvisna samo
od razlike y — ¥, kar pomeni, da je odziv resni¢no
stacionaren v $irS§em pomenu.

Omenimo sedaj $e, kako eksperimentalno oce-
njujemo popret¢no gostoto sunkov pri stacionarnem
impulznem procesu. V ta namen definiramo spre-
menljivko, ki pomeni oceno gostote:

(30)

Pri tem smo z A oznadili velikost podro&ja, po ka-
lerem seStevamo sunke, in z N (4) §tevilo sunkov

v tem podroéju. Spremenljivka I ima na splo$no od
vzorca do vzorca procesa razliéno vrednost, njeno
statistiéno popreéje pa se ujema s popretno go-
stoto sunkov:

- 1
E[I] = lim ijE [dN (2)] = lim -——-J‘IU dz = I
Ao A A—>o A
A A
(31)

Pri stacionarnem impulznem procesu je smiselno

vpeljati tudi srednjo velikost podro&ja pripadajo-

dega posameznemu impulzu v neskonéni seriji. De-
finiramo jo z izrazom

Ay = lim i = VR = -_1~

N>c N (4) N@4) ]

(32)
A-roo A

pri ¢emer vzamemo, da je ta vrednost konéna. Izraz
(32) nam kaze, da obstaja enoli¢éna zveza med oceno
popre¢ne gostote sunkov in srednjo velikostjo ob-
mod¢ja pripadajofega enemu sunku. Obe vrednosti
zato tudi uporabljamo enakovredno. Seveda veljajo
navedeni sklepi le za stacionarne procese.

Sklep

Mnogo tehni¢no pomembnih nakljuénih proce-
sov je mogoce pribliZzno ponazoriti z modelom sta-
cionarnih sunkov, ki so medsebojno nakljuéno
neodvisni ali niso v korelaciji. Uporaba teh mo-
delov je toliko bolj vabljiva, ker je opis njihovih
nakljuénih lastnosti sorazmerno preprost. Edini pa-
rameter, ki ga za to potrebujemo, je popre¢na go-
stota sunkov, le-to pa lahko vedinoma brez tezav
dolo¢amo eksperimentalno. TeZe je opraviéiti upo-
rabo omenjenih modelov. Mnogokrat najdemo opra-
vi¢ilo za ta korak, ¢e poznamo pojave, ki povzro-
¢ajo impulzni proces. Tudi eksperimentalno je
teZzavno, ¢e ne celo nemogoce, preveriti uporabnost
modela. V ta namen bi morali izmeriti porazdelit-
vene funkcije verjetnosti, pripadajode posameznim
sunkom in parom sunkov, ter jih nato primerno
seSteti. Ta pot je prakti¢no neuporabna. Laze je
preverjati stacionarnost popreéne gostoie sunkov
in obliko korelacijske funkecije. Ujemanje le-teh
s teoretiéno napovedanimi nam sicer pove, da upo-
rabljani model pri prvih korakih ne vodi do na-
pacnih rezultatov, vendar to Se ne pomeni, da je
pojav z uporabljenim modelom do potankosti dobro
opisan. O tem bi odlodale Se korelacije vi§jih redov,
ki pa jih v tehniski praksi le redko uporabljamo.
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