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Nelinearni model laserskega tvorjenja kapljic iz kovinske žice  
na osnovi dinamičnega ravnovesja dušenega vzmetnega nihala

Jeromen, A. – Govekar, E.
Andrej Jeromen* – Edvard Govekar

Univerza v Ljubljani, Fakulteta za strojništvo, Slovenija

V prispevku je predstavljen in ovrednoten nizko dimenzionalen matematični model procesa kontinuiranega 
laserskega tvorjenja kapljic iz kovinske žice, ki opiše bistveno dinamiko procesa, katere poznavanje je potrebno 
pri napovedovanju lastnosti kapljic in prediktivnem krmiljenju procesa.

Pri procesu kontinuiranega laserskega tvorjenja kapljic podajamo kovinsko žico s konstantno hitrostjo v gorišče 
pulzirajočega anularnega laserskega žarka. Pri tem se konec žice pretali in oblikuje v rastočo visečo kapljico, ki 
se kasneje loči od žice. Opisani proces je zelo kompleksen zaradi svoje nelinearnosti ter nestacionarnosti in ker 
ga sestavlja preplet številnih fizikalnih pojavov. Eksperimentalne raziskave procesa so pokazale, da je v območju 
frekvence laserskih bliskov med 60 Hz in 190 Hz dinamika nastajajoče viseče kapljice zelo podobna dinamiki 
časovno odvisnega dušenega vzmetnega nihala ter da do ločitve kapljice od žice pride zaradi resonance med 
nihanjem viseče kapljice in frekvenco laserskih bliskov. 

Na osnovi teh eksperimentalnih rezultatov je bil formuliran matematični model viseče kapljice kot časovno 
spremenljive točkaste mase, viseče na vzmeti z dušilko. Vzbujanje zaradi periodičnega taljenja žice z laserskimi 
bliski je bilo opisano s spreminjanjem lege pritrdišča vzmeti. Model v obliki diferencialne enačbe 2. reda ima 
časovno odvisne koeficiente, ki so bili določeni na osnovi eksperimentalne analize rezultatov procesa. V modelu 
pride do ločitve kapljice od žice takrat, ko postane vsota vztrajnostne in gravitacijske sile večja od največje 
predvidene sile površinske napetosti, ki kapljico drži na koncu žice. Pri tem sem mora kapljica oddaljevati od 
žice, da se po ločitvi znova ne ujame na konec žice. Modelska enačba je bila rešena z numerično integracijo za 
vrednosti frekvence laserskih bliskov med 60 Hz in 190 Hz s korakom 10 Hz in za 31 enakomerno razporejenih 
vrednosti začetne mase viseče kapljice med 0,04×10–7 kg in 2,40×10–7 kg. 

Model je bil ovrednoten s primerjavo simuliranih in eksperimentalnih časovnih vrst vertikalne lege težišča 
viseče kapljice ter pripadajočih premerov ločenih kapljic pri različnih vrednostih frekvence laserskih bliskov. 
Primerjava je pokazala, da model dobro opiše bistveno dinamiko lege težišča viseče kapljice. Eksperimentalno 
je bilo potrjeno, da so zaznane razlike med simulirano in eksperimentalno določeno časovno vrsto posledica 
lateralnega nihanja viseče kapljice, ki ga model ne vključuje, in se vzbudi predvidoma zaradi odstopanj sistema 
od osne simetrije. Z modelom uspešno opišemo tudi rast in čas ločitve viseče kapljice kot posledico resonance 
nihanja viseče kapljice tako z osnovno frekvenco laserskih bliskov kot tudi z dvojno frekvenco laserskih bliskov. 
Posledično je bilo potrjeno dobro ujemanje odvisnosti modelskega in eksperimentalnega premera ločene kapljice 
od frekvence laserskih bliskov, vključno z bifurkacijo pri 120 Hz in nastalima dvema vejama vrednosti premera 
ločene kapljice pod 120 Hz. Odstopanje je opazno na mejah obravnavanega intervala frekvenc laserskih bliskov, 
kjer na ločevanje viseče kapljice poleg vertikalnih nihanj vpliva tudi lateralno nihanje kapljice in pojav Rayleigh-
Plateaujeve nestabilnosti, ki ju model ne vključuje.

V prispevku opisani model predstavlja eksperimentalno primerljiv nizko dimenzionalen matematični opis 
kompleksnega pojava kontinuiranega laserskega tvorjenja kapljic iz kovinske žice. Kot tak je zelo zanimiv za 
potencialno uporabo pri napovedovanju lastnosti tvorjenih kapljic in prediktivnem krmiljenju procesa. Vrednotenje 
rezultatov modela je med drugim pokazalo tudi na pomemben vpliv pojavov, kot sta Rayleigh-Plateaujeva 
nestabilnost in lateralno nihanje kapljice, ki lahko pri določenih frekvencah laserskih bliskov pomembno vplivata 
na izid procesa.
Ključne besede: lasersko tvorjenje kapljic, sistem masa-vzmet-dušilka, nelinearni model, časovna vrsta, 
časovno-frekvenčna analiza


