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Trganje tekočinskega stebra ▼ batnih črpavkah 
in hidravličnih mehanizmih

N A N D E  N I K L S B A C H E R

Trganje tekočinskega stebra v batnih črpavkah, 
ko tekočina ne izpolnjuje več vse valjeve prostor­
nine ob sesalnem gibu bata, zmanjšuje izkoristek 
črpavk, v hidravličnih mehanizmih pa povzroča 
motnje, ki se izražajo v nenatančnem delovanju 
mehanizma in vibracijah. Zato je delovanje takih 
sistemov omejeno na hitrosti in pospeške, pri ka­
terih se na sesalni strani pojavljajo tlaki, ki niso 
nižji od parnega tlaka hidravličnega sredstva ali 
tlaka, pri katerem se začenjajo izločevati iz njega 
zrak ali drugi plini.

Pri določanju dopustnih režimov ob obratova­
nju nekega hidravličnega mehanizma se je treba 
torej približati problemu z dveh strani: z ene strani 
je treba ugotoviti parni tlak oziroma tlak, pri ka­
terem se začenjajo izločevati iz hidravličnega sred­
stva plini pri določeni temperaturi obratovanja, 
obenem pa odvisnost nastajajočih najmanjših tlakov 
od hitrosti obratovanja.

Tukaj naj obravnavamo samo drugo stran pro­
blema, medtem ko bo o parnih tlakih in tlakih 
izločevanja plinov iz hidravličnih sredstev poročilo 
priobčeno po zaključenih raziskavah.

Vprašanje dopustne hitrosti ob obratovanju 
nekega hidravličnega sistema je postalo posebno za­
nimivo sedaj, ko se v čedalje večji meri uveljavljajo 
hidrostatična gonila in menjalniki, in to na mestih, 
kjer sta njihova velikost in teža omejeni.

V tem članku se omejujem na opazovanje raz­
mer v cevovodu z enakomernim okroglim prerezom, 
kakor je tudi razvidno s slike 1. V njej je po­
nazorjen nestacionami pretok, ki ga povzroča har­
monično gibanje bata z neskončno dolgo ojnico.

Za običajne razmere, pri katerih imamo opra­
viti le s transportom tekočine, tj. v sistemih, kjer 
imamo črpavke in razmeroma dolge cevovode in 
kjer je hidravlično sredstvo voda ali kakšna druga 
tekočina z majhno viskoznostjo, lahko izhajamo iz 
Eulerjeve energijske enačbe za idealne tekočine in 
nestacionarno gibanje
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pri čemer je v  hitrost tekočine v aksialni smeri, p0 
zunanji tlak in p0 dopustni parni tlak hidravličnega 
sredstva. Hitrost v, je v tem primeru obenem tudi 
hitrost bata. Višina srednice okroglega vstopnega 
prereza nad zunanjo gladino je označena z z. Pred­
postavljamo, da je površina zunanje gladine, na 
katero deluje tlak p0, tolikšna, da je tam hitrost 
v0 = 0.

Sl. 1. Shem a sistem a za vzbu jan je harmoničnega n i­
hanja v  dolgi cevi

V primeru harmoničnega gibanja bata dobimo 
z vstavitvijo poti, hitrosti in pospeška v gornjo 
enačbo

Sb =  R (1 — cos ca t)

v = R w  sin o) t

d v _—  =  Ra>2 cos ca t 
d t

Rco =  u

Za dolge cevi je tlak v sesalnem gibu 
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in za cevi, pri katerih je dolžina v primeri z gibom 
bata kratka:

s =  s' +  R (1 — cos ca t)

Z integracijo vzdolž tokovnice dobimo
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Pri nihanju tekočine v dolgih ceveh, v katerih 
lahko gib bata v primeri z dolžino cevi zanemarimo, 
dobimo po enačbi 1 najmanjši tlak p0 tedaj, kadar 
je cos ш t =  1 in obenem sin2 co t = 0.

7 s oPa = Po — z , y -----  u2
gR

oziroma maksimalno dopustno obodno hitrost ojnič- 
nega čepa

1 /(Po — z . y  — pa) g ■ R l /  R . ,
Vmaks ■— I/ — 1/ (Pvs Pa)
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če uvedemo za vstopni tlak namesto vstopnega 
prereza v cev označbo pvs = Po — z y. Seveda je 
treba pri tem paziti na predznak pri z, ki je npr. 
na sliki 1 negativen.

Minimalni tlak pa se tedaj pojavlja neposredno 
ob čelni površini bata tedaj, kadar je ta v gornji 
mrtvi točki.

Sl. 2. Poisseuilleov pretok

Drugačne pa so razmere, če dolžina cevi ni 
velika. Ce pišemo enačbo 2 za ekstremen primer, 
ko se valjasti prostor takoj ob gornji mrtvi točki 
bata razširi in dolžina s' sploh izgine, tedaj odpade 

2 s’iz nje člen —  cos a> t in je treba poiskati ekstremne 
R

vrednosti izraza

sin2 ft) t +  2 (1 — cos co t) cos co t 

s prvim odvodom po t, kar da

3 sin co t cos co t = sin co t •

Popolnoma drugačne razmere pa nahajamo, brž 
ko imamo opravka z viskoznimi tekočinami. Za eno­
staven primer, kadar se bat giblje z enakomerno 
hitrostjo v dolgi cevi, izhajamo iz Navier-Stokesove 
reducirane enačbe, tj. s členi, ki veljajo za sta­
cionarni laminami pretok, izražene v cilindričnih 
koordinatah:

a ( d2-y  +  1 d y  \  =  d v
ydy2 У ä v ]  d x

S pogojem, da je hitrost v  ob notranji steni 
valja, torej pri osni oddaljenosti y  ■= r, enaka nič, 
dobimo Poiseuilleovo porazdelitev hitrosti v  v preč­
nem prerezu valja v smeri osi v odvisnosti od sre­
diščne razdalje y:

1 d P , 2 2X v — -------- (r2 — y 2)
4/ida;

in je torej največja hitrost v tam, kjer je y  =  0

r2 dp
Vmaks —

Ap, dcc

Srednja hitrost tekočine in hitrost bata sta si 
enaki. Volumen, ki ga izpolnjuje tekočina ob ba- 
tovem gibu, lahko izrazimo z maksimalno hitrostjo 
Vmaks in hiperbolično porazdelitvijo ali pa srednjo 
hitrostjo vsr ter enakomerno porazdelitvijo hitrosti 
po vsem prerezu

n  ü f 1 2
h i  —  Vmaks —  71 T 2 V sr

2

in je torej hitrost bata

1
Vb — Vmaks 

2

ter bo torej kritična hitrost, pri kateri se bo teko­
činski steber pretrgal

r'2 (P o  —  P a )Vb maks — ------------ 7
8 p l

in so ekstremi pri 3 cos co t =  1 ali cos co t =  0,333 
in je co t =  70° 30' in pri šin <u t =  0, torej pri 
co t — 0, n, 2 n, itd. Najmanjši tlak pa se bo torej 
pojavljal pri 70° 30' po zgornji mrtvi točki, ker da­
jeta oba ostala ekstrema znatno višje tlake. Tako 
bomo našli v spodnji mrtvi točki sploh najvišjo 
vrednost za p«.

Najmanjši tlak bo tedaj

y 2 yPa — Po — z . y -------  1,333 U2 = Po — z . y -------- u2
2 g . 3 g

in največja obodna hitrost

Vmaks (Po —  Pa — z .y ) 3 g

pri čemer je p0 tlak ob vstopu v cev, l dolžina te­
kočinskega stebra in pa parni tlak tekočine oziroma 
izločanja plinov iz nje.

Porazdelitev hitrosti v prečnem prerezu okrogle 
dolge cevi pri harmoničnem nihanju bata in z upo­
števanjem viskoznosti tekočine pa kaže nekatere po­
sebnosti. Tako je Richardson eksperimentalno od­
kril »anulami efekt«, ko je ugotovil, da so hitrosti 
nihanja zraka v cevi v aksialni smeri porazdeljene 
tako, da njihov maksimum ni več v sami osi cevi, 
ampak zelo blizu notranje stene. Te svoje poizkuse 
je izvajal pri frekvenci nihanja 5 do 25 nihajev na 
sekundo. Opazil je, da je oddaljenost d od valjeve 
stene, kjer se pojavlja naj večja hitrost oziroma 
amplituda nihanja, odvisna od frekvence, kakor to 
prikazuje diagram na sliki 3.2 y



Sexl in Uchida sta to odkritje opredelila tudi 
matematično, izhajajoč iz Navier-Stokesove enačbe 
za nestacionarno laminamo gibanje tekočine, izra­
ženo v cilindričnih koordinatah:
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pri čemer je J0 Besselova funkcija 0 reda.

V primeru, da je [/ — r majhen, torej pri nizkih 
' v

frekvencah, da realni del enačbe 3 z vstavitvijo 
prvih dveh členov v vrsto razvite Bessel ove funkcije
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4 v

IH------r2
4 v

cos m t =

z mejnimi pogoji, da je na polmeru y — r, tj. ob 
valjevi steni, hitrost v =  0, in da ima na polmeru 
r =  0 neko končno vrednost. Z uvedbo harmonič­
nega tlačnega gradienta

1  <5 p  1 ö  p-----------=  C cos ca t ali -----------1- =  C etat
9 ö x  q dx

kjer ima v kompleksnem izrazu pomen samo realni 
del, dobimo diferencialno enačbo

Sl. 3.Porazdelitev hitrosti pretoka v prečnem prerezu 
dolge cevi pri harmoničnem nihanju tlačnega gradienta 

za razne vrednosti qr

Iz te ugotovitve izhaja, da velika večina teko­
čine — razen neke tanke plasti ob valjevi steni — 
niha kakor kakšen prosti delec s faznim premikom 
četrtine periode nihanja tlačnega gradienta, pri če­
mer ni opažati vpliva viskoznosti.
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Za splošno rešitev s poljubno vrednostj 

izhajamo zopet iz enačbe 3 z uvedbo

J« (y|/-— — j =  Jo (qy i)

Jo |r  j / ----— j  =  Jo (qr ]/— i)

lA °pn čemer ]e q =  I/ —.r v

Z razvitjem gornjih cilindričnih funkcij ničel­
nega reda v vrsto
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z X = qy ]/— i in x  = yr] /— i in ločitvijo realnega 
in imaginarnega dela dobimo

(r2 — y 2) cos ft) t
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torej zopet enačbo Poiseuilleovega pretoka, pri če­
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Kadar koli pa je I/ — r velik in je razdalja od

]/-■T m
valjeve stene nekajkrat večja od |/ — , tedaj gre

a)
Crealni del proti v  =  — sin a> t.
ft)
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kar lahko pišemo tudi po Kelvinu

Jo (qy ]/ — i) =  ber qy +  i bei qy 

in analogno

Jo (qr V — Г) =  ber qr +  i bei qu

pri čemer je ber realni in bei imaginarni del Bes- 
selove funkcije po gornji definiciji.



Ce uporabljamo tablice funkcije J0 (qr У 0 
namesto funkcije J0 (qr j/— i), tedaj se predznak 
imaginarnega dela spremeni. Isto velja seveda tudi
za funkcijo J0 (qy i).

Z gornjimi opredelitvami se torej glasi enačba 3

iC Гiv =  —  3
(o L

ber qy — i bei qy o i ® t
ber qr — i bei qr J 

in z razdelitvijo na realni in imaginarni del 

C f bei qr ber qy — ber qr bei qyJ”bei i
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in je torej po enačbi 5 oziroma 5 a 

co Г 2 DUsr =  — I ---- cos co t +  (1
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pri čemer je

D =

E =

ber qr ber' qr +  bei qr bei' qr 
ber2 qr +  bei2 qr

ber qr bei' qr — bei qr ber' qr
ber2 qr + bei2 qr

in sta ber' qr in bei' qr odvoda po qr.

Enačbo 6 lahko po trigonometrični preureditvi 
pišemo

C
V sr —

CO v / 2 D \ 2 Л 2 E \ 2
----- + 1--------\ qr  / l  q r /

cos (ca t — ijo) (6 a)

kjer je ep fazno zaostajanje hitrosti za tlačnim gra­
dientom, definirano s

1 _  2E  
q r

t g  < P =  — „  - —2 D
q t

F pa koeficient amplitude nihanja srednje hitrosti 
in s tem tudi nihanja bata

У 2D  
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+  1 — -
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pri čemer je A  prvi in B drugi ulomek v oglatem 
oklepaju enačbe 5.

Vb = — F cos (co t -
co

■ ep) (6 b)

Za tlačno razliko (pvs — pa) in dolžino tekočin­
skega stebra s dobimo glede na to, da po enačbi 
(6 b) amplituda predstavlja tudi polmer ročičnega 
kroga

Pvs  —  Pa „CR = - F
Q . CO S

in hitrost ojničnega čepa, pri kateri bo prišlo do 
trganja tekočinskega stebra

u =  R co Pvs  —  Pa  

Q . CO S
(7)

Sl. 4. Diagram koeficienta am plitude F in  faznega pre­
m ika  <p pri harm oničnem  nihanju  tlačnega gradienta  

v dolgi cevi za razne vrednosti qr

Zanima nas srednja hitrost tekočine, saj bo 
tudi v tem primeru enaka hitrosti bata

Za prvo aproksimacijo koeficientov D in E zla­
sti za manjše vrednosti qr lahko uporabljamo prve 
člene razvitih realnih in imaginarnih delov ber qr 
in bei qr ter njihove odvode, ki je za prakso dovolj 
natančna:

ber qr =  1 — ( q r ) 4_

64

bei qr 

in je torej

(q ry

ber' qr

bei' qr =

(q r y
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Za natančnejše izračunavanje — zlasti pri več­
jih vrednostih qr — pa je treba upoštevati več čle­
nov razvitih funkcij ali pa povzeti vrednosti iz tabel 
Besselovih funkcij, npr. Jahnke in Emde iz 1. 1960 
(na str. 242 do 246), kjer sta označena ber in bei z 
9te J0 (х У i) in S™ Jo (x i  ž), pri čemer pa je treba



vzeti v poštev različnost predznakov pri i. Odvode 
realnih in imaginarnih delov funkcij pa dobimo iz

3te ] / 1 Ji (x j/ i) = -------- ŠRe J0 (x j/ i)
d X

in
_ _

j/1 Ji (x |/i) = ---------Snt Jo (X j/ i)
d X

ki jih prav tako lahko povzamemo iz zgoraj omenje­
nih tabel.

Seveda velja gornje izvajanje samo za primer 
dolgega tekočinskega stebra, torej takrat, kadar je 
gib Sb v primeri s celotno dolžino s zanemarljiv. 
Pri kratkih ceveh se namreč razmere zopet spre­
mene, ker so hitrosti v smeri x  blizu vstopa v cev 
drugače porazdeljene kakor v nekem prerezu dolge 
cevi. V takih primerih hitrosti v smeri x  niso več 
konstantne, ker je debelina mejne plasti spremen­
ljiva in je na vstopnem območju tudi ni mogoče 
matematično definirati.

Za take primere je treba iskati praktično re­
šitev v naravi Richardsonovega anulamega efekta 
in pa v dejstvu, ki ga je mogoče posneti iz gornjih 
izvajanj, da namreč pri harmoničnem spreminjanju 
pritiska tekočina niha v cevi s svojim jedrom, ki 
predstavlja veliko večino tekočine kakor kakšen 
prosti delec, in obstaja med nihanjem pritiska in 
hitrostjo neki fazni premik v odvisnosti od qr ter 
dolžine cevi. To jedro se bo premikalo v cevi in 
moralo pri tem premagovati upor tekočinskega tre­
nja v mejni plasti.

č e  imamo torej znotraj jedra s polmerom r — d 
hitrost v  v smeri x  po vsem prerezu za konstantno, 
tedaj lahko izračunamo upor tega jedra zaradi teko­
činskega trenja v cevi pri neki določeni hitrosti 
jedra iz kontinuitetne enačbe, ki dobi za laminami 
pretok obliko

in pa Navier-Stokesove enačbe, ki dobi za stacio­
narno gibanje obliko

v 1  д ј 5 П

У V  <5y 2J
o

kar ima za rešitev

V =  C; ln y  +  С2

Pri robnih pogojih, da je hitrost jedra V(r—s) enaka 
hitrosti bata Vb in je hitrost na polmeru r, torej ob 
notranji steni valja vT enaka nič 
dobimo enačbi

iz česar najdemo konstanti

V b  . u t ln r
cj =  -------------  m  C2  — —

ln r — <5 ln r — d

m je

l n -
V — Vb

ln r— d

Ker je strižna sila

r =  [I —  =  џ 
d y

Vb

(r-- ()) ln r -- б

ter je torej potrebna tlačna razlika za premagova­
nje upora tekočinskega trenja v mejni plasti

, 2 (r — б) л  s 2 r s
Po  —  Pa =  r - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - = - - - - - - - - - - - - - =

(г — д)2л (r — d)

p V b S

r -- б(r— <3)2 In ------
r

Sl. 5. Porazdelitev hitrosti v  prečnem  prerezu dolge 
cevi pri harm oničnem  n ihanju  tlačnega gradienta in  
praktična aproksim acija te porazdelitve v  obliki tra­
peza tako, da je za večino tekočine hitrost vzdolž pre­

reza za dani in fin itezim aln i del časa konstantna

Z upoštevanjem faznega premika osnovne pre­
točne količine in upora zaradi tangencialnih sil v 
mejni plasti lahko pišemo enačbo 1 v naslednji 
obliki

v Г 2 s 1
Pa = Po + z . v ----- u2 sin2 co t +  — cos (w t — <p’) —

2 g L r J

—  2 p, u sin oj t s

(r — d) In

Vr =  Cl In y + C2 

Vr = C llny  + C2
S podobno uvedbo faznega premika in upora 

zaradi tangencialnih sil v enačbo 2 lahko izračuna-



Sl. 6. O ddaljenost m aksim alne h itrosti v  sm eri osi x, 
m erjena od va ljeve stene  6 (po Richardsonu)

varno tudi nastajajoče tlake ob čelni batni površini 
pri nihanjih bata v kratkih ceveh.

Odvisnost debeline mejne plasti je eksperimen­
talno ugotovil že Richardson (glej diagram — 
slika 6) in računsko opredelil Sexl z

n i  = l/i'Ü
'  v  9. .5v 2,28

pri čemer je n število nihajev v sekundi. Seveda 
velja to le za dolge cevi, za kratke pa je treba d in 
ep' ugotoviti eksperimentalno.

H kraju je treba še pripomniti, da spričo ni­
hanja bata bistveno vpliva na potek pritiskov, kje 
so nameščeni zaporni oziroma razdelilni organi, 
oblika njihovih krmilnih odprtin ter velikost krmil­
nih odprtin v odvisnosti od položaja bata oziroma 
od hitrosti bata v valju. V tem sestavku sem se 
zadržal samo pri nihanjih tekočine v valju brez 
zapornih organov, vpliv le-teh pa sodi v posebno 
poglavje.
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Pomen cikličnih krivulj za zobnike
F E L I K S  L O B E

Uvod
Zobniki spadajo nedvom no m ed najbo lj pom em b­

ne stro jne elem ente. Le m alo stro jev  je, p ri ka te rih  ne 
bi bili uporabljeni zobniki. K daj je  nasta l in kdaj 
je  bil uporabljen  prvi zobnik, ni znano. 2e A ristotel 
(roj. 384 pred  našim  štetjem ) je  opisal povrh  zagozde, 
ročice, valja, škripca in  kolesa tud i zobnike. Zobniki 
pa so m orali b iti v p raksi znani že mnogo prej, ker 
A ristotel v svoji teoretični obdelavi m ehaničnih osnov­
n ih  elem entov ne bi bil govoril o zobnikih, če ne bi 
bili že splošno znani.

A rhim ed (roj. 287 pred  našim  štetjem ) pa je  po­
znal in  uporab ljal že polžaste prenose, kom binirane 
z zobniškim i predležji, kakršne je  uporab ljal za 
dviganje težkih brem en.

Značilno je, da so v  Ind iji uporab ljali za one čase 
precizne vijačne zobnike, izdelane iz lesa in  m onti­
rane v preprosta sto jala za prvo obdelavo bombaža. 
Tudi te  naprave, ki so jih  izdelovali posebno spretn i 
in  nadarjen i obrtn iški um etniki iz ljudstva, izvirajo 
iz davnih  časov pred  našim  štetjem .

Že v 11., 12. in  13. sto le tju  so bili izdelani razni, 
delom a zelo kom plicirani zobniški m ehanizm i za ure. 
Pozneje so sp retn i u ra rsk i m ojstri izdelali zobniške 
m ehanizm e, ki niso gibali le kazalcev za ure, tem več 
so v določenih razdobjih  prem ikali razne figure in 
uvaja li zvonjenje na uglašenih  skupinah  zvonov.

Med najpom em bnejše inžen irje  vseh časov je  tre ­
ba šteti L eonarda da V incija (1452—1519), ki je  v 
svojih razp ravah  in  slikah z neverje tno  genialnostjo  
obdelal najrazlične jše  oblike zobnikov in  m ožnosti 
za njihovo uporabo.

V naslednjih  sto le tjih  so zobniške prenose upo­
rab lja li v na jrazlične jših  v a rian tah  p ri u stro jih  za 
dviganje brem en, za črpan je  vode itd.

Ko so n as ta ja li pogonski stro ji, n a  p rim er W attov 
(1781) p arn i batn i stroj, parno  cestno in  pozneje tir-  
nično vozilo T rev ith icka (1803), p arn i u stro ji za pogon 
parn ikov  F ultona (1807) itd., so bili neogibno po trebni 
in  tud i v  rab i zobniški prenosi.

P a rn a  tu rb in a  de L avala (1889), ki je  dosegla 
v rtilno  h itrost tud i do  30 000 v rtlja je v  n a  m inuto, je  m ogla 
gnati generator le preko ustreznega zobniškega pred-


