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Defurmnclle in napetosti pri osno simetriénih tangencialnih
obremenitvah na valju

MARKO SKERLJ

V razpravi so obravnavana napetostna stanjo na polnem in
votlem valju pri tangencialni obremenitvi v aksiclni smeri na zu-
nanjem obodu valja. Prikazan je izradun razmerje med premerom in
dolZine valja, pri katerem se zunanji obod valja ne deformira. Re-
zultati so osvetljeni z ratunskimi primeri.

Uvod

Migel za obravnavanje takega problema se je
porodila pri poskusih za cksakino ratunanje ter-
miénih napetosti v valju, na katerega je v vrofem
stanju nasajena cev, kakor tudi rafunanje napetosti,
ki se pojavljajo v zunanji cevi pri ohlajanju. Jasno
je, da napetosti in deformacije v enem in drugem
telesu ne bodo odvisne samo od radialne (predne)
kontrakcije, ker nastaja pri ohlajanju tudi aksialna
(vzdolina) kontrakeija zunanje cevi. To skrajganje
zunanje cevi ne bi vplivalo na notranje telo, fe bi
suponirali, da med obema telesoma ni nikakrinega
t*:nja. Ta predpostavks pa je nerealna, ker je tre-
nje neogibna posledica prefne kontrakeije. To do-
kazujejo tudi Stevilni primeri v strojni tehniki, kjer
je vrofe nasajena vez enostaven in zanesljiv naéin
vezave dveh elementov, pri katerih se obremenitve
prenasajo samo s trenjem na stiénih ploskvah.

Trenje zaradi vzdoline kontrakeije deluje kot
tangencialna obremenitev v aksialni smeri na zu-
nanjem robu notranjega telesa in na notranjem
robu zunanjega. Te razprave smo omejili same na
omenjeno tangencialng obremenitev. Napetosti in
deformacije zaradi radialne obremenitve 50 v litera-
turi e delno obdelane. Sicer pa je vedno mogofe
take probleme refevati 8 superpozicijo, da se torej
na koncu posamezni rezultati seftevajo.

#al v literaturi ni mogode zaslediti podatkov
o porazdelitvi tornih =il v aksialni smeri pri po-
dobnih problemih. V tej smeri je #& cela vrsta
odprtih vpra%anj, tako s teoretitnega kakor tudi
s praktifno cksperimentalnega vidika. Zaradi tega
smo primorani suponirati pri nasih primerih po-
ljuben potek tangencialnih obremenitev, kar pa ne
zmanjiuje veljavnosti enadh, ker so refitve sploSne
in uporabne za vsako obremenitev.

Omeniti je %e, da je problem zanimiv tudi za
gtudij Zelezobetona. Iz rezultatov je delno razvidno
obnafanje betonskega Zeleza, ki je po betomiranju
tudi obremenjeno s tangenclalnimi obremenitvami
v osni smeri po zunanjem obodu.

Sploine enafbe za napetosti in deformacije

Kakor je omenjeno v uvodu, bomo obravnavali
rotacijsko simetritno stanje napetosti oziroma de-
formacij na rotacijsko simetritnem telesu (poln ali
votel valj). Najencstavnejie je, de vzamemeo semi-
polarne koordinate r, ¢ in z ter os valja postavimo
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Splodne elastostatitne ravnoteine enatbe za
izbrani koordinatni sistem se glasijo [1]
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Ce oznadimo pomik v smeri r osi z u, v smeri
g 0si z v in v smeri 2 osi z w, so deformacije po-
dane z izrazi:
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V nagem primeru se zaradi osne simetrije na-
vedene enatbe poencstavijo (ker so obremenitve
neodvisne od ¢, s0 nitni vsi odvedi po ¢ kakor
tudi 7., in r,). Prav tako lahko zanemarimo volu-
menske gile X, X; in X, ki v nafem primeru — ka-
kor tudi v vetini drugih — niso pomembne. Nove
enadbe imajo obliko
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Posamezne nupel.clsti zo [2]
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V teh enafbah pomeni F tako imenovano na-
petostno funkcijo, ki zadodfa bipotencialni enaébi

A"A"F =0
kjer operator 4" pomeni skrajiani izraz za
oo
dr? 0zt

Bipotencialna enatba napetostne funkeije v razviti
obliki je torej
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Predpostavimo, da je refitev te diferencialne
enatbe fetrtega reda podana v obliki

+ 2 (4)

F=R@-Z(2)

kjer pomenita R (r) funkeijo, ki je odvisna samo od
koordinate r, in Z(z) funkcijo, odvisno samo od
koordinate z.

Ker je zelo primerna pot za predstavljanje po-
ljubnih cbremenitev na ielesu ta, da jih razvijemo
v Fourierovo wrsto, ki wsebuje funkeije sin 2 ozi-
roma cosz bomo tudi naSo funkeijo Z (z) pisali
v obliki

pomeni sin ali cos)

Sin 3 SN
Z(z) = a7 Az (simbol

Tako se bo suponirana refitev diferencialne
enathe plasila

F = R{r}:::lz (5)

Izraz 5 vstavimo v enatbo 4 in imamo po krajianju

8 sin d z in ureditvi
+21’)+R' (1—@) 1
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V tem izrazu pomenijo értice odvode po v

Dobljeno enatbo pomnoZimo z v in dobimo
konéno

HMR™ + 2R —(* + 21 R" +
+(r—2F R+ M R=0 (6)
To je diferencialna enacha Besselovega tipa. Sploéna
reditev te enacbe je [4]
R=[AL ({7 +Birl;(in) + CK, (A7) +
+ DirK; (in))
kjer pomenijo

I (A7) in I; (1) ... Besselove funkeijo prve vrete,

imaginarnega argumenta 0-tega
in l-ega reda,
Besselovo funkcijo druge vrste,

imaginarnega argumenta 0-tega
in l-ega reda ter
ABChnD.,... integracijske konstante.

Ko tako dobljen izraz za R (r) vstavimo v enad-
bo 5, dobimo konfno napetostno funkeijo

F=[AL@A) +BirLi{i)+ CE.{(ir) +
sin
+ DArK;{Ar}]msiz (M

Eo(lr) in K; (A7) ...
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Kot naslednji korak tvorimo izraze, ki so po-
trebni zp vstavljanje v enacbe 2. S pomodjo teh do-
bimo enadbe za napetosti.

Z enkratnim odvajanjem napetostne funkcije
po koordinati r in po ureditvi dobimo

‘:i_" =B2rL(in +Ail;(Ar)—DitrK,(ir)—
E

sin
—C1Kr (i) s 1z

Se enkratno odvajanje da
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Dwvakratno odvajanje po koordinati z pa da
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Laplaceov operator ima po ureditvi naslednjo

obliko
¢r -1 9F , 0*F
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Z uvajanjem teh izrazov v enadbe 2 dobimo
enatbe za napetosti, ki jih pifemo v obliki neskoné-
nih vrst tako, kakor se pozneje pojavljajo zunanje
ocbremenitve razvite v Fourierove vrste,
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Ena¢be 8 do 11 predstavljajo splofino refitev za
osne simetriéne probleme na valju. Kadar koli ima-
mo opravka 8 polnim valjem, postanejo vrednosti
funkeij Ky in K; za r = 0 singularne (doseisjo ne-
skonéne vrednosti). Zato postavimo konstanti
C = D = 0 ter ostaneta v enatbah samo ¢lena & kon-
stantama A in B.

Da je sploina reditev popolna, moramo najt
ge konine izraze za pomike, V ta namen uporabimo
Hookov zakon za prostorsko stanje napetosti.

i 1

E’=E=E[{"_v{ﬂ"+ﬂ’”
(12)
g, = _f;?w = —lE- 'd’;—?{l‘.ﬂr + un”

Z integriranjem enafb 12 dobimo lahko oba
pomika u in w. Pomik v v smeri koordinatne osi ¢
je odved, ker je obremenitev osno simetrina,

t = %J.[ar—v{u? + ag)] dr

V ta izraz vstavimo dobljene vrednosti za na-
petosti in jih uredimo

14 » = :
- ‘13 '—Iu An+
w2 f > [ @n

=1

+ 11- L(Ar) Ag—T, (A7) By—irI;(iv) Ba—
r
— Ko (A1) Oy -:— Ki(Air)Cp+ Ko (A1) Dy—
r
—Armurm.] _"‘;1".‘“ izdr

Ko izvriimo nakazano integriranje, dobimo

i z [—Ir (A1) Ag—drIo (A7) Ba +

n=l

+ K; (A1) Ca + AT Eo (A1) Di) '-“:n iz

et o ol

(13)



STROINISKI VESTNIK 1944 — 1/2

Vse operacije integriranja so izvedene s po-
moéjo formul za integriranje Besselovih funkei] [3].

Za pomik w v smeri koordinatne osi z upora-
bimo drugo enadbo (12)

1
o == .EJ‘ [ﬂ;—l"[ﬂr"'ﬂf}ldz

Ko vsiavimo ustrezne vrednosti za napetosti ter
integriramo po 2, dobimo

1+v 2i‘]ﬂ{gﬂﬂl+[{{1—ﬂi‘u{1f}+

A=l

+ At (A1)] By + Ko(ir) Ca—[4 (1 —v) Ko (A1) —

—ir Ky (ir)] Dy) ir; iz (14)

Zunanja obremenitev in robni pogoji

Kakor je bilo #¢ omenjeno, smo izraze za na-
petosti in pomike pisali v obliki neskonénih wvrst,
funkeijo Z (2) pa smo izbrali v obliki sinusne ali
kosinusne funkcije zato, ker bomo zunanjo obre-
menitev predstavili s Fourierove neskonéne vrsto.
Razvrstitev v Fourierovo vrsto je znan in enostaven
nadin, & katerim lahko poljubno funkeijo obreme-
nitve (tudi nezvezno) spremenimo v zvemno, ki je
sestavljena iz posameznih elementarnih sinusnih
in kosinusnih valov [4].

Splofen izraz za iako predstavljeno funkcijo
obremenitve je

1 — 2
P (@) niaa+2;a.cus—“l'—"’-+zh.
]

im]

Znnz

Obidajno lahko predstavimo obremenitveno
funkcijo kot simetrifno ali antimetricnoe glede na
z = 0. V prvem primeru so koeficienti b, ni¢ni in
izradunamo samo koeficiente a, po

L
=
dz

4 2nm
= — z) cog —— n=012...
1'_..,‘.3:“{:J L : ]

V drugem primeru pa so koeficienti aq nifni in
imamo samo

L

T
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Koeficienta a,, ki vetkrat povzrota tefave, se
oprostime s tem, da izberemo primerno periodo L
tako, da je srednja vrednost funkcije v tej periodi
nié. V tem primeru je namreé tudi a; = 0.

S tem smo si ustvarii wse potrebne instru-
mente za postavljanje robnih pogojev in izrafun

integracijskih konstant, kar bome prikazali najprej
na primeru za poln wvalj. Glede na to, da ne po-
znamo porazdelitev tornih sil po zunanjem obodu
valja, kakor je hilo #¢ omenjeno v uvodu, suponi=-
ramo, da je obremenitev porazdeljena po enostav-
nem sinusnem wvalu, ki da tangencialne napetosti na
obodu 1. = Tsinz Zaradi ravnoteZja morajo biti
seveda te obremenitve tako razporejene, da je nji-
hova wvsota po celotnem wvalju niéna. Za dolZino
valja smo veeli .

rfr sf§int
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S tako izbrano obremenitvijo smo sl bistveno
gkrajBali radunanje, ker nam je nl treba razvijati
v Fourierovo vrsto oziroma s ta pojavlja samo kot
prvi ¢len. Zato lahko vzamemo tudi v ena¢bah za
napetosti in pomike samo prve &ene z n = 1 ter so
vrate odved.

Robni pogoji: na robu r = r; mora biti a, = 0
inta="Tsinz

Ker imamo opravka s polnim wvaljem, upora-
bimo enafbe (B8) do (13), skrajiane tako, da je
C=D= 0in A =1,

1

% [: L) —Io ()| A+ [@r—1) I (r) —

! (15)
—rli(r)]B=0

t=L{r) A+ [rnlir)+ 21— I{rH]lB=T

Iz teh izrazov lahko izrafunamo konstanti A
in B, za kateri dobimeo pri » = 0,3 (za jeklo)

04 (r) + i Li(r)]
1 41 (ry) + 7 (I (r)) — 12 ()]

I f‘l’j’] —f} I. (!";:I peiy
14172 (r) + r2 (IR () — 12 (ra)]

Madaljnji rafun je izveden za dva primera, in sicer
za zunanji premer vy =1 in ry = 2.

Is (1) = 1,2661
I; (1) = 0,5652

Iy (2) = 2,2796
I; (2) = 1,5006

Ko vrednosti za Besselove funkcije vstavimo
v enathi za A in B, dobimo konstante

za Ty = 1: A=-—12814T
B= 08381T
- A=—11480T

B= 04167T



STROIMISKI VESTMIK 1944 — 1/2

S ‘temi konstantami dobijo enatbe za napetosti
in pomike obliko: za vy = 1

il [_1,2314 L ) —o08381rL () +
T

+ 0,9482 I, (r]] Teosz

gy = [,1,3314 ! —oass21, {r}] Tcos 2
r

0: = [1,5681 I, (r) + 0,8381 v I; (v)] T cos 2
tre = [0,8381 r I, (r) — 0,1081 I; (r)] T sin z

1,
i f [1,2814 I, (r) — 0,8381 r I, (r)] T cos 2

W o= 1._; [1,0653 I, (r) + 0,8381 # I; (r)] T'sin =
ter za rj= 2
o [ 1,1490 1 1, (1) — 04167 r I, () +
r

e U,_DBE.': Ia {1‘}] Tcosz

1
Oy = [I,Hﬂﬂl — Iy (¥) — 0,1867 I, {r}] T cos z
T

0p = [0,268 I, (r) + 0,4167 r I, ()] T cos z
tra = [— 0,66568 I; (r) + 04187 r I, (r)] Tsinz

i 1;:3 [0,0178 I, (r) + 0,4167 1 I; ()] T sin z

Y = 1: [1,1490 I; () — 04167 r lo (1)) Tcos 2

Za spremljanje napetosti v notranjosti valja je
ireba radunati posamezne vrednosti za veé razliénih
premerov. V prvem primeru so podane izradfunane
napetosti in aksialni pomik w za r = 0; 0.2; 04;
0,6; 0B in 1, v drugem primer pa za r=0; 0,4;
0.8; 1.2; 1,6 in 2. Radialni pomik je lzratunan samo
za r=1 oziroma r = 2.

V obeh primerih rafunanja je omembe vredna

1
samo vrednost ¢lena
T

0
r = 0 nedolofeno vrednost '{]

Iy (r), pri kateri dobimo za

. Da razidfemo ta pri-

mer, razvijemo funkcijo Iy (r) v vrsto [3]

r ) 1+2t
1 :
e erw 1). ru Fe+1) )

1.-m-=--f+-1-lr'+ bl

2 23 25 ey

11

1
—hm--+—~#+
r

l1ml If(r) = -1—
T 2

r—0

Pri drugih élenih rafunanje ne povzroéa telav.
Rezultati so podani v tabeli

1";:1

! . w | E
! . | ™ |19% | 18"
o |0,3055/0,3055|1,5681 |0 10653
0,2(0,2950| 0,3053 | 16008 1,0027
0,4/0,2625 | 0,3048 | 1,6999 1,1767 |

1,3210

0.6/0,2057 | 0,3039 | 1,8701
1,4820

1,8225 —0,3368

" & O og

0,1584
0,3267
0,5152
0,7353
2,4591| 1

0,8/0,1201 0,3024 |2,1194
1|0 |oz2998

rr=2

3 . | S
o, | Dy O | . T | 1.31:.? | t

o |o,4080]| uwauluzssulu 0,0178|
0,4 f.l*ill'iﬂ 0,4126 0 leuluu:.uﬂ 0,0525
ﬂ ﬂ' 0,3801 |0, 4272 0 ‘iﬁﬁg|ﬂ li‘illﬂ 1651
1,2(0,3275 0,452 0,7309 0,2027  0,3822
1,8]

0,2070 Mgu 1 1922!{: 5532 0,7544
2

0 0 5339 1 9383, 1

e

665 |—0,0718

Pripomniti je treba, da moramo, ¢e hofemo
dobiti prave rezultate, vrednosti iz tabel za o, og
a; in u pomnofiti fe 3 T cos z, vrednostl za 1. in w
pa s Tsinz Tz tega izhaja, kar je bilo tudi pri¢ako-
vali, da dobimo za prve &tiri kolidine maksimalne
vrednosti v sredini palice (z = 0), za drugi dve pa

. Oba pomika u in w je treba

V pri-

na konceh [z = =
é 1,3
povrh tega pomnofiti 5e s falatta:ujemE

meru, ¢ je najvedja strizna obremenitev T =
= 500 kp/cm?®, so poteki najvejih napetosti in naj-
vetjega pomika w narisani v naslednjih diagramih,
in to za vy = 1 in vy = 2. Pomik 4 pa je narisan po
vsej doliini valja.

Ze na prvi pogled je ofitno, da polekajo vse
napelosti in pomik w tako, kakor bi bilo prifakovati
pri taki obremenitvi. To pa ne velja za pomik u, ki
je v primeru r; = 2 skoraj ni¢en, medtem ko je pri
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ry= 1 Ze kar izrazit. Zato bomo raziskali Ze, kako
se obnafa ta pomik pri razlitnih razmerjih med de-
belino in dolfino valja, z drugimi besedami pri
kratkih in dolgih palicah.

w

Brezdimenzionalne koordinate

Da =i omogofimo neposredno primerjanje po-
sameznih primerov pri razlitnih razmerjih med de-
beline in dolfino valjev, bomo wvpeljali v rafun
brezdimenzionalno koordinato namesto dosedanje
koordinate r.

Vzemimo votel valj 5 srednjim polmerom a.

Vsak poljuben polmer lahko definiramo z iz-
TAZOIM

r=x.4

Ce oznadéimo zunanji premer z vr in notranjega

z 712, lahko pifemao
r=xa in Yp=mma
Najveéja vrednost x je lahko pri polnem wvalju
x =2, ker je v tem primeru r; = 24, najmanjia
vrednost pa je spet pri polnem valju x = 0 zaradi
rs = 0, Pri vsakem votlem valju pa bo r med tema
vrednostima. Torej
Isrs2

Tako smo dobili moZnost, da ne glede na srednji
polmer a & spreminjanjem x v omenjenih mejah
dobivamo valje z razliénimi debelinami stene,

Zdaj pifemo Ze funkeijo Z (z) v malo drugaéni
obliki
naTa

sin 4.2 P
Zm—mﬁﬂ.wﬂﬁi

Pri encstavni sinusni obremenitvi (n = 1) je

ma
l

A=
Ce izbesremo periodo [ = =. a4, je 1 = 1.

Jasno je, da so rezultati enaki za vsa razmerja
i

- == 51, ¢ 8¢ a poljubne spreminja, kajti vzdolini,
a

prerezi valja so podobni liki.

Koeficient i torej lahko rabi kot merilo za re-
lativno dolZino valja. Cim manj&i je 1, tem veéja
je dolfina I pri konstantnem o in obratno,

Radialni pomik pri polnem walju

' Raziskali bomo pomik u pri polnem valju. Za-
nima nas, ali obstaja pri prej suponirani obreme-
nitvi med firino valja in njegove dolfino razmerje,
pri katerem je pomik u po vsej dolZini ni¢en. Radun
je najenostavnej#i, e veamemo valj z @ = 1, V tem
primeru je zunanji polmer r1=2a = 2.

Prejinjim robnim pogojem (enafbi 15) se pri-
drufi e tretji, ki terja, da mora bhiti na robu
i =2 pomik u =0,
Pogojne enafbe o =0
T= Tenlz

T o= 0

lahko z vstavljanjem x; = 2 pifemo
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ol [[i @l —I gzz}] A+

3 [{h—ﬂh{ﬂ]—ﬂh{ﬂ}] B] e 1 e O

ta=2 {[;EDA+[211,(20) +
+2(1—») LEY]B ) .sinizm=Tsiniz

u;I+PA’{—I;{2J.]A—E.ll’,{ﬂ.l}ﬂ]mslz---ﬂ
(16)
Enafbe napifemo v skrajiani obliki
ar A+ b;B=20
a:A+bB=T (17)
—ﬂ&A—b&Buﬂ
kjer pomenijo (uvedemo Ze okrajfavo 21 = t)
m=%nm~um
3
a; — (;) 1 (1)
ay = I ()
by = 2r—1) I (t) — t I (©) (18)
t ]
= (E] [t 1o () + 21— Tr (8]
by =t 1o (2)

Enatbe 16 predstavljajo sistem treh enacb
s tremi neznankami A, B in i, iz katerih moramo
poiskati tisti i, pri katerem je o = 0. Telava je
v tem, da se pojavlja neznanka 4 tudi v argumentu
Besselovih funkeij, iz katerih se i ne da doloditi
eksplicitno, temved jih bo treba razviti v vrsie.

Iz tretje enatbe 17 dobimo
bs

A=sce— —RH8
: a3
To vatavljeno v prve in drugo enadbo d4
_Gbp  yB=0; B —“"”+b,-)=u
a3 a3

— D BT B(—--"-*E +b,] =T
as rE]
Iz zadnjega izraza izhaja, da B =0, ker T ==0.
Mora biti torej
Slbs Lo
as

Ce v tem izrazu zamenjamo vrednosti iz 18,
dobimo po ureditvi pogojno enatbo za 4

2v—D L) . L) +EtLEM—IF®] =0 (19

Da iz te enatbe lahko izrafunamo t, razvijemo
Besselove funkcije v viste [3]

= 1 t) e 1

T () s e e | e
& %r-(r+1} (2] 22"
el DRSSy
4.4.2¢

=, 1 ) I+l 1
L ="> L S B
A% rL;Jl"{r+1}.1"|[1r+2}(:z) J=+

1 1
+ =+ o
gray v TRy )

Z vstavljanjem teh izrazov v enatbo 19 in za-
nemaritvijo visjih &enov, dobimo pri » = 0,3 po-
gojno enalbo

0,1t 0588 4587 04t

O ==~ 3 sae 3.
1L 13

£ gk BTN 0 (20)
3!. EI! 3{_2]1‘

Ker je enatba 20 prekomplicirana za analitiéno
reditev, jo predstavimo grafifno Iskana vrednost
t==0, pri kateri je enaéba 20 zadovoljena, bo v pre-
sediitu krivulje z abscisno osjo.

LI

]

o S LN !

i \

=1

S slike je razvidno, da je to pri ¢ = 2,3 oziroma,
ker je t = 21, je pomik u = 0 pri i = 1,15, se pravi
pri razmerju

= 15 _ 0368

¥ i
i T F

Pripomniti je treba, da funkeija na sliki n.unn
posebnega fizikalnega pomena, ker v enacbi 20 ni
bil upodtevan faktor A% iz tretje enacbe 16. 'I:a naﬂrz
refevanja je samo omogodil, da smo mmdl prece]
strme krivulje dolofili presetisfe z absciso &m
natanéneje.



Iz tega rafuna izhaja zakljuéek: pri 4 > 1,15, tj.
pri & = 0,368 se zunanji obod polnega valja, ki je
]

obremenjen s tangencialno obremenitvije Tsinl =
a

izbofi (navzven), pri 4<C1156 (?{ﬂ,aﬂﬁ) pa se

vzbodi (navenoter),

Za ilustracijo je narisana Ze krivulja najvedjih
pomikov u v odvisnosti od relativie dolZine valja.
Za jizratun konstant 4 in B sta uporabljeni enadbi 15
Zri=2(pria=1In xy = 2).

Pomik » je rafunan po tretji enacbi 16 pri
e )

®
s

Da s slike dobimo prave velikosti pomikov, jih

je treba pomnofiti Se 2 1—;-—"

Zanimdiva ‘bi bila Se primerjava tako dobljenih
pomikov s pomiki, ki bl nastali pri encstavni na-
tezni obremenitvi, &e bi bil valj obremenjen na &el-
nih ploskvah.

Sili, s katerima je valj obremenjen v obeh pri-
merih, morata biti enaki.

Strifna sila, ki izhaja iz cbremenitve 1, =

Fl
= Tsin — z, je
a
1
z
Fom j Tre dF ; AF = 2rmxdz; (ry=2a)
- dF = 4andz
i
T
i
F=JTsin 2% danmdz
a
B

anx & .
kerpa jel = e je zgornja meja integrala

1 asT
L]

2 21
Tako dobimo strifne slo

nt 2

i
F-4unTI=in —zdz
[
]
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2,
F=4EAET=-4GIT

Natezna sila mora biti enaka tej strizni sili.
Ce predpostavimo, da je palica zadosti dolga in
je zaradi tega napetost o; konstantna po prerezu, je

A o B R

0 = — = :

S=rfax=4a"n)
by 4datn ax " A

Radialni pomik na zunanjem robu pa izhaja iz

Ti

du O,.¥7
grm — Uy m (g dr =Ty = ——
e E

.20
L]
Z vstavljanjem napetosti a, v ta izraz dobimo sled-
njic
2T rva
1E

iy =

To je enadba krivulje, ki je tudi narizana na prejs-
nji sliki, seveda v istern merilu, v kakrinem so
narisane vrednosti .

Napetosti in pomiki pri votlem valju

Podobno kakor pri polnem se tudi pri votlem
valju pokaZe (glej primere na koncu), da je pred-

znak pomika u odvisen od razmerja f-, Postopek
I

iskanja relativne doline, pri kateri je na zunanjem
robu u = 0, je podoben kakor pri polnem walju,
samo da je nekoliko bolj zamuden, ker imamo
opravka z ve¢jim Stevilom bolj kompliciranih enadb.

Predpostavimo zopet osno simetritno tangen-
cialno obremenitev po zunanjem obodu 7. =

Z
= Tsini 4
a
ru"rl“lﬂ-;
o N
:."‘I om0
. ; naa
"y v - s T r - L]
S T 1 i o
fp=1X.4

Robni pogoji:
na zunanjem robu x = x; mora biti o, = 0

Trs = ‘3"=sln.ﬁi

a
% =0

Na notranjem robu x = x; mora biti o, = 0
Tz = 0

Z uporabo enafh 8, 11 in 13 v brezdimenzio-
nalni obliki lahko za a = 1 napifemo robne pogoje.
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o il {[—1- PR {1.:,)] A+
Axy
o [@pme )Ty (L) — 22 I ur,ns_[rcﬂu ) +
+ -1 Kaz)]| c—rev—1K, Gz +
A2y
+ ix K [.lzr}]ﬂ‘] cosiz=10

O = 3 { EL I,[ix;-}l—lﬂ{.!rg‘_i] A

L3

+ [@v— 1)1, (zs) — 4 29 Iy ()] B—[m{m} +
RO -:m}] C[(2r— 1) K, () —
A xq
— 1 x3 K (1 29)] D] cosdlz=0

=0 h(dxp A+ [iaL@x) +
+ 2(1—¥) Iy (lzn)] B—Kj (Axy) C — [4 wp Ko (4 w1) —
—2(1—»)K;(iz))D | sindz = Tainiz
ta= A { Ii(Axs) A+ Razl, (Azs) +
T 2(1—» I; (Axp)] B—K; (Axy) C — [dxz Ko (A xs) —
—2(1— ) K;(Axs)] D | sinlz =0

L e iz A il G2y B

=

T Eilx)C+ixsKs(ix)D]cosdz=10

Imamo pet enath s petimi neznankami 4, B, C,
D in A, zadnja pa se pojavlja v argumentu Besselovih
funkcij. £ eliminacijo prvih #irih neznank ostane
samo ena enafba v obliki f (i) = 0. Ves postopek
je tu samo nakazan, ker so podrobna izvajanja silno
dolga in zamudna.

Enaébe pifemo v skrajSani obliki

A+ B+ C+diDm=0

aA+bbBteCt+d:D=0

ﬂgA -+ El_'_rB + -l'_‘_-;C + dﬂD = T

aAtbBtelCtdD=0

as A+ bsB+esC+dsD=10

(21)

kjer p-on:enjju ai, bi, ¢ in d;i koeficiente ob integra-
cijskih konstaniah v robnih pogojih.
Iz prvih &tirih enath 21 izrazime konstante

'- D D
8 pomodjo Cramerjevih obrazcev A = -DA Bi= ﬂﬂ
- 4 £
D Dy i : :
C=—in D =—", v katerih pomeni D; determi-

D, n,

nanto sistema, izrazi v &teveih pa ustrezne determi-
nante neznank.

ar by of dg 0 by ecr dj
a: bz ¢z ds 0 ba ca ds

D, = Dy =
g3 by ca ds T by ey ds
ag by oy dy 0 by oy dy
ar 0 ey d a; by D dy
az 0 C2 dg az bz 0 dg
D5 = ar T o3 dj DC:‘ ay bl; «T d;
ag 0 o4 d.i! ag by 0 dy

ar br e O

a bz cz O

Dp = az by e T

ag by g O

Izraze za konstante vstavimo v peto enatbo 21

D¢ Dy
E'—+b ..-_+c_+d _.._=|]
’D 1 !D g

£ f ] 8 £l

oziroma
fil) =asDy+bsDpt+cesDe+dsDp=10

Enatba 22 vsebuje samo neznanko 1.

(22)

Besselove funkcije razvijemo v vrste in se ome-
jimo samo na prve tri &ene.

To(Azy) =1+ 0,25 (Axp® + 0,00156 (4 x7)*
In (4 &) = 0,54 xp + 0,0625 (4 x7)® + 0,0026 (1 x)*

Za razvijanje funkcij K, (1 ) uporabimo asim-
ptotski izraz [5], ki daje zadosti natanine vrednosti,

3
&8 je argument i T { - m, kar velja za nas primer

H'mw]/ 1181t

+{4:ﬂ'—1']{41" 3%) .1.]
21 (8 1)t

AT ey
[4;-’1+

V nafem primerua je

2—_"‘— e i [1 08—

F&- dxr

K. {1 xy) =

+ 0,0703 —1—]
{4 x2)?

Ki(Ax) = V—“— e iz [1 +0375 — —
2l L Xy

—0,1172 —-—-1— -]
(s



"STROIMISKI VESTNIK 1964 — 1/2

Enake izraze dobimo za druge funkcije, samo
da je argument i x; zamenjan z 4 Tz

Tako dobljene Besselove funkcije v obliki tri-
nomov vatavimo v izraze za a;, by, o in di, ki jih
zamenjamo v razvitih determinantah D4, Dp, De
in Dp. Determinante sistema D, ni treba razvijati,
ker je v enadbl 22 tako odvelna.

Dokonéne oblike enafbe 22 tu zaradi znaine
dol#ine ne navajamo. V njej se pojavlja namref
118 élenov, ki vsebujejo razen razlitnih kombinacij
potene z; in x; %e neznanko i v potencah od 1—*
do A9

Iz te enatbe lahko izrafunamo tisto vrednost i,
pri kateri je pomik u = 0. Enatba velja za votel
valj srednjega polmera ¢ = 1 in poljubne debeline
stene,

Vzemimo za primer debelo cev z x; = 1,2 in
oy = 0,8, Pri a = 1 je debelina stene ry—rs -
= xy—xy = 04

Z vstavitvijo vrednosti za x; in x: v enafbo
f (4), se ta poenocstavi in dobimo

1 1
f(2) = me~15% (0,2330 + 0,3691 - + 10,2311 o
—0,0174 4 + 0,0526 4* + 0,0004 7% + 0,0225 14 —

— 0,0008 i° + 0,0013 %) + i e 241(—0,0514 +

1
=+ 0,0007 3 — 00,0034 £ + 0,0047 l — 0,0578 — 4
At A AL rl

+ 0,0388 1 + 0,0301 A* + 0,0078'4% + 0,0059 ¢ +

+ 0,0007 15 + 0,0006 16) + 1_:E e 21(—0,8591 +

¥

1 1 1 1
+ 0,0314 — + 0,0492 — —0,1907 — —0,2111 — —
is it i3 it

— 0,2699 i — 0,6504 4 — 0,5065 i* —0,3120 A7 —

— 0,0016 2 — 0,0357 45 + 0,0032 A — 0,0038 27 —
— 0,0004 1% — 0,0001 %) = 0

To enatbo predstavimo grafi®no, in sicer izra-
cunamo vrednost za 4= 0,1; 0,5; 0,8; 1,0; 1,2; 14
in 1,8,

Rezultati so

i = | 0,1 0,5 0,8 1,0
f(d) = |+ 4590,0 | + 1,7928 | + 0,1540 | — 0,0567

1= 12 7 e

s l},lﬁsa|— 0,1636

f() = |—0,1057

krivulja narisana v merilu 1:

fril

| L
ug 47

Slika kaZe, da je iskana vrednost 4 = 0,97, Pri
vrednostih 1 <20,87 se cev vzboll (navznoter), pri
vedjih pa izbodi (navezven).

Mejno razmerje srednjega polmera proH dol-
#ini valja je -

0,97

Fr

e

= 0,3087

H | >

a
1

Dokontno krivuljo najvedjih pomikov u (pri
zm () v odvisnosti od relativne dolf¥ine walja do-
bimo 5 tem, da Se sestavimo izraz

U= IE-]-
D,

Na naslednji sliki je prikazana ta krivulja.
Zaradi krajSega rafuna je determinanta D, izralu-
nana samo za ustrezne todke, ni pa razvita v vrsto
kakor je f ().

Kakor pri polnem walju je tudi na tej slikd
14++»

| Lo

=¥

Za ilustracijo vseh napetosti in pomikov sta
prikazana v diagramih %e dva primera. ;

V prvem primeru je votel valj dol¥ine [ = =
Z zunanjim premerom vy = 1 in notranjim rs = 0,5,
kar daje 4 =075 V rafunu je predpostavljeno
Te=1.

Napetosti or, 0, in o; 30 narisane v diagramih
v prerezu 2z =0, tangencialna napetost 1, in

aksialni pomik w v pm'ﬂxuzz-gr, radialni pomik

% pa je podan po vsej dolZini valja. Posameme
vrednosti so podane v naslednji tabeli
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r _l R L S
| i g o e 1ty | 14w

05 0 [+0,5650+2,4883 0  |+1,7827—0,0609

0,6 (40,0750 +0,4788| + 2,5021 |+ 0,2284 |+ 1,7958
0,7 |+0,0081(+0,4208 -+ 2,5586| +0,4305|+1,8453|
0,8 +u.ua-'r-§ +0,4000| -+ 2,8538|+0,6209| +1,9277
0,9 | 40,0538+ 10,3808 +n.1352!+n,an34 +2,0412

10| ©

+0,3676 +n,nzsut+ 1 +2,1 mul —0,3987

e

Eo

JLL T
]

V drugem primeru je pri isti dolfini valja
= 7 zunanji premer r; = 2 in notranji rz = 1, kar
daje 4 = 1,5. Za ta primer dobimo vrednosti, ki so
podane v naslednji tabeli oziroma prikazane gra-
ficno v diagramu.

| ] e E
T a, Oy Oy l B [H*r e
1,0/ 0 0,778610,6919/0  |0,3463 |+ 0,4329|
1,2/0,1324|0,7285|0,8353 | 0,1402 | 0,4548
1,4/0,1703 | 0,6974 |1,0380|0,2051 | 0,6116
1,6/0,1595 | 0,6953 | 1,3088|0,4794 | 0,8184
1,8/0,1025|0,7000 | 1,6604|0,7076 | 1,1065
2,00 0,7146|2,1108(1  |1,4722|40,0703
Ter W
L I red
S = = 7 ]
. HIT Eala — i
3 — Heenz
L r‘rm
" ‘” i
P

e v ]

L el _'_I—g e ———— e

: i

© S [=x Al
Lakljutek

Omeniti je treba Ze tu, da dobljene enatbe
kljub wveliki natanénosti vendar ne dajejo popol-
noma eksakinih refitev. Pri izvajanju enadb smo
namre¢ predpostavili, da sta oba Gelna robova valja
brez napetosti. Pe pravilu o enakosti strifnih na-
petosti na dveh pravokotnih ravninah pa bi morali
v nafem primeru imeld na #felnih ploskvah tangen-
cialne obremenitve ts = tr.. Tem robnim pogojem
pa z uporabljenimi enatbami ni mogote zadostiti,
Tako nastala napaka je pri daljtih valjih nedvomno
zanemarljiva, medtem ko bi bila pri zelo kratkih
lahko Ze znatna.

Ze v uvodu je bilo redeno, da Se ni raziskana
porazdelitev tornih sil v aksialndi smerl. Zato bodo
nada izvajanja dobila prakticen pomen Zele, ko bo
z eksperimentalnimi meritvamd ugotovljena po-
razdelitev tangencialnih oziroma tornih sil

S primerjanjem diagramov pri izrafunanih
primerih prihajamo do zakljudka, da napetosti a.
in o, za trdnost tako obremenjenega valja nista
pomembni. Pri neki predpostavljeni dopustni na-
petostl v (v mejah katere mora seveda biH zu-
nanja obremenitev) je za dimenzioniranje odlodu-
jofa napetost s, ki dosega npr. v predzadnjem pri-
meru skoraj trikratne vrednost najvedje tangen-
clalne napetosti. Aksialni pomik w v vedini prak-
tiénih primerov nima nobene posebne vloge, paé pa
radialni pomik u. Pri betonskem Zeléezu npr. je od
tega pomika odvisno, ali je Zelezo z betonom zlep-
ljeno po wvsej dolfini ali ne. Iz primerov za poln
valj je razvidno, da je pomik pri tangencialni
obremenitvi v obmoéju i >0,1 veliko manj&i od
pomika pri enostavni natezni cobremenitvi.
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