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Porazdelitev napetosti v gredeh pri grednih vezeli 
z obročnimi vzmetmi

M I L A N  M U R S l C

1. Uvod in opis dela

V zadnjih letih so se obročne vzmeti s pridom 
uveljavile tudi kot vezni elementi med gredjo in 
pestom. S primerno vgraditvijo in vpetjem parov 
obročnih vzmeti med vezana dela se namreč do  ̂
sega tako veliko trenje, da zadostuje za prenos sta­
tičnih in dinamičnih vrtilnih momentov. Opis. to­
vrstnih grednih vezi in analiza sil, ki se pojavljajo 
med posameznimi pari obročnih vzmeti ter gredjo 
in pestom, so bili dani že pred leti v članku 
»Obročna vzmet —■ vez med gredjo in pestom« [1], 
Vendar potrebujemo za pravilno dimenzioniranje 
posameznih elementov tudi podatke o poteku na­
petosti znotraj njih. Iz izkušenj tudi vemo, da so 
mesta vpetja vedno kritična glede nosilnosti. Tam 
se pojavljajo zaradi hitrih prehodov v obliki se­
stavnih delov ali poteku obremenitve koncentracije 
napetosti. Te lahko kaj hitro povzročajo* porušitev 
materiala, posebno še pri dinamičnih obremenitvah, 
ki so pri grednih vezeh vedno možne. Gredne vezi 
z obročnimi vzmetmi šele uvajamo v konstrukcije. 
Zanesljivih podatkov v tehnični literaturi še ni na 
voljo, pa tudi potrebnih izkušenj iz prakse še 
manjka. V tem članku bomo prikazali potek izra­
čuna napetostnega stanja v votli in polni gredi, ki 
je obremenjena z obročnimi vzmetmi in prenaša 
vrtilni moment. Izhajali bomo iz eksaktnih enačb 
elastomehanike. Zaradi skokovite (nezvezne) raz­
poreditve .obremenitev po zunanji površini gredi 
bomo postopek izvedli z neskončnimi vrstami. Na­
tančnost rezultatov je odvisna od števila členov, 
ki jih pri numeričnem reševanju enačb upoštevamo 
v neskončnih vrstah. V času, ko smo izdelali ra­
čunski primer, ki je podan v tem članku, še nismo 
imeli na voljo digitalnega računalnika, s katerim 
bi mogli zdaj v  kratkem času najti poljubno na­
tančne rezultate. V računskem primeru smo upot- 
števali le prvih šest členov neskončnih vrst, kar pri 
roičnem delu terja že mnogo dela. Rezultati so pri­
bližni. Vendar je spričo zgoraj omenjene možnosti 
računanja na digitalnem računalniku bistvenega 
pomena samo*, da prikažemo metodo dela, ki bo 
dala eksaktno sliko napetostnega stanja v polni in 
votli gredi. Z izdelano metodo pa lahko tehnična 
operativa raziskuje vse za prakso važne primere 
obremenitve vatlih in polnih gredi, jih sistema­
tično zbira in priobčuje v obliki tabel ali dia,gramov.

2. Porazdelitev zunanjih obremenitev na gredi

V članku [1] smo analizirali sisteme sil. pri pô - 
ljubnih kombinacijah in številih parov obročnih 
vzmeti v  grednih vezeh pri raznih načinih vpetja. 
Ugotovili smo tudi, da trije ali štirje pari obročnih 
vzmeti pri pravilni vgraditvi in zadostni vpenjalni 
sili Fi že zadostujejo in omogočajo statično in di­
namično prenašanje takega torzijskega. momenta, 
ki dosega ali celo presega nasilnost gredi na torzijo.

Slika 2.1

V računskem primeru bomo obravnavali naj- 
pogostnejšo izvedbo gredne vezi s tremi pari obroč­
nih vzmeti, razporejenih kakor kaže slika 2.1. 
Vendar si bomo zaradi možnosti posplošitve pri­
mera izdelali sliko obremenitve gredi za poljubno 
število parov obročnih vzmeti m. Iz splošnih izra­
zov bomo nato z vstavljanjem m =  3 poiskali po  ̂
trebne podatke za obravnavani računski primer.

Iz analize sil [1] je razvidno, da tvorijo nor­
malni pritiski Ngi notranjih vzmetnih obročev na 
gred geometrično zaporedje s količnikom

q -  -1- (2-1 )
2

Z R označimo zunanji radij gredi, z a pa, širino 
vzmetnega obroča (glej sliko 2.1). Zaradi simetrič­
nega vpetja gredne vezi je tlak po obodu gredi kon­
stanten. Ker širina vzmetnega obroča v primerjavi 
z radijem gredi ni velika, smemo še predpostaviti, 
da je tlak konstanten tudi po njegovi širini. Zato 
najdemo velikost radialnega tlaka i-tega vzmetnega
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Stične površine pa so pri vsakem vzmetnem obroču 
enake. Zato tvorijo' tudi tlaki na gred geometrično 
zaporedje z istim količnikom q. Ce vzamemo za tlak 
na prvem vzmetnem obroču

je zaporedje 
obročih in q =

Pl =  1

tlakov pri m 
= 1/2 takšno

(2.3)

zaporednih vzmetnih

1 1  1Pl =' 1, p2 =  , P 3 =  -  ,2 4 Pi
1

2i-i

■ • ■ Pm
1

(2.4)

2m~1

Na sliki 2.2 je na obodu gredi (šrafirani del gredi 
med točkama O in 12 a) prikazana tipična stopniča­
sta razporeditev radialnih 'tlakov zaradi vpet j a 
vzmetnih obročev pri m — 3. Za poljubni m si 
lahko brez težav zamislimo nadaljevanje stopniča­
stega poteka v smislu' zaporedja (2.4). Analitični 
izraz za radialne tlake je, če vzamemo os z v  smeri 
osi gredi in če vzamemo za osnovo dolžino' gredi l, 
ki je enaka dvanajstkratni širini a enega vzmet­
nega obroča (glej sliko 2.2) ter za radialni tlak na 
mestu prvega obroča velikost p.
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Slika 2.2

obroča na gred tako, da tamkajšnji pritisk delimo 
s pripadajočo stično površino

Ta velja za vse gredne vezi, kjer je število parov 
obročev

m <  11 (2.6)

kar v vseh praktičnih primerih več ko zadostuje, 
saj smo že zgoraj omenili, da so štirje pari obročev 
že vedno zadostni.

Za eksaktno reševanje elastostatičnih enačb pa 
funkcija (2.5) ni uporabna, ker je v m +  1 točkah 
nezvezna in ima'končne skoke (stopnice!). Moramo 
jo nadomestiti z zvezno funkcijo, ki se s poljubno 
natančnostjo približuje stopničasti funkciji (2.5). 
V ta namen bomo razvili stopničasti potek radial­
nih tlačnih napetosti pz, ki je dan z enačbo (2.5), 
v Fourierovo vrsto'. Ta je sestavljena iz neskončne 
vsote periodičnih funkcij, zato je tudi sama perio­
dična funkcija. V splošni obliki jo zapišemo takole

P (z) = 1  °°+ T
n — l

co

^  bn

2 n n zan c o s ----------_j_

(2.7)

srn 2 n л z

П = 1

Koeficienti a0, an in bn se dajo izračunati pri znani 
funkciji pz po enačbah

L.

Pz dz
2 Г

a„ =  —
L J

L

72 Г 2 n л z ,Pz cos --------  dz
L J L

o

, 2 C 2 n л z
bn =  — I Pz s r n ------- dz

L J L

(2.8)

(2.9)

( 2 . 10)

V enačbah (2.7) do (2.10) pomeni L periodo funk­
cije pz, ki jo razvijamo v Fourierovo vrsto. Njeno 
dolžino izberemo tako, da zajema vsaj tako dolg 
del gredi, da so zunanje obremenitve v ravnotežju. 
Zaradi ravnotežja torzijskih momentov na gredi je 
potrebno, da vzamemo za periodo dolžino gredi 
(glej sliko 2.2)



in razporedimo (umišljeno) obremenitev na odseku 
od 12 o do 24 a antisimetrično. S tem je postala 
funkcija Pz znotraj periode L antisimetrična. Za­
radi te njene lastnosti so koeficienti v  enačbi (2.7)

a0 =  0 in an =  0 (n =  1, 2, 3 . . .) (2.12)

in koeficiente bn lahko' izrazimo še takole, upošte­
vajoč antisimetrijo in dejstvo, da je L =  2 Z

i
, 2 C . n л z ,
b„ =   ̂ I Pz sin  ̂ - dz (n =  1 ,2 ,3 . . . )  (2.13)
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Z upoštevanjem adicijskega teorema za trigonome­
trične funkcije dobimo slednjič za i-ti podinterval

b (i> =°  n
4p  (2i +  l)r u i пл---------  s i n ----------  sin

2i_1 n. л 24 2 4
(i =  1, 2, 3 . . .  m) (2.14)

Sedaj je treba še sešteti vrednost integralov po 
vseh p od in tervalih. Ce je število parov vzmetnih 
obročev m, so koeficienti bn po enačbah (2.13) in 
(2.14)

4 p n л----  sin
n л 24

n i

>„ =  Y  b (P =

t = i
m
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771
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. (2 i +  1) n л s in --------------- (2.16)

Določenega integrala v izrazu (2.13) pa ne moremo 
integrirati hkrati v  celotnem intervalu od 0 do Z, 
ker je v njem funkcija pz (m +  l)-krat nezvezna 
in ima končno velike skoke. Zato ga bomo razdelili 
na posamezne podintervale v  smislu enačbe (2.5), 
integrirali v  pripadajočih mejah in vse dobljene 
delne rezultate sešteli. Na mestu i-tega obroča do­
bimo z integracijo (2.13) upoštevajoč (2.5)

24

Za naš računski primer potrebujemo Fourierovo 
vrsto za radialne tlake pri. gredni vezi s tremi 
pari obročnih vzmeti. V ta namen je treba samo 
v splošno obliko za koeficiente b„ (enačba 2.15) ozi­
roma v splošno obliko Fourierove vrste (enačba 
2.16) vstaviti m =  3. Tako dobimo za koeficiente

4 p / 3 п л  1 5 плbn =  ----  I sin —h — s in --------- |-
п л \  24 2 24

1 7 n л\ плH---- sin -----I sin
4 24 / 24

(2.17)

in za Fourierovo vrsto

, , 4 pp (z) =  —™
71

)
3 n л 

24
1 5 n л— s in ------
2 24
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4 24 / 24 Z

Slednjo lahko pišemo s pomočjo (2.17) še takole
co

P  (z) =  ' b„ sin n y Z  (2.19)
71 = 1

Fourierovo1 vrsto za radialne tlake pri m parih 
vzmetnih obročev dobimo tako, da v njeno splošno 
obliko (2.7) vstavimo (2.12) in (2.15). Po ureditvi je

Tako smo dobili iz nezvezne stopničaste kri­
vulje radialne obremenitve (enačba 2.5) zvezno 
funkcijo (enačbi 2.18 in 2.19) v  obliki neskončne



vrste, ki jo bomo1 potrebovali pri upoštevanju rob­
nih pogojev v splošnih elastoslatičnih enačbah. Na­
tančnost rešitev je odvisna od števila n členov, ki 
jih vzamemo v račun pri neskončnih vrstah. Pri 
novejših možnostih za računanje na digitalnih ra­
čunalnikih jse da natančnost računa vnaprej pred­
pisati. Na sliki (2.3) smo prikazali, kako se z na­
raščajočim številom členov n funkcija (2.18) vedno 
bolj približuje stopničasti krivulji obremenitve v 
smislu enačbe (2.5). 'Pri šestih členih (n =  6) je 
odstopanje še znatno, vendar krivulja le do neke 
mere ponazarja stopničasti potek. V računskem pri­
meru, ki je bil izveden z ročnim računanjem, smo 
se omejili na prvih šest členov v neskončnih vrstah, 
ker bi sicer obšimost dela prerasla praktične mož­
nosti. Pri štiriindvajsetih členih (n =  24) pa funk­
cija (2.18) že zelo vemo ponazarja stopničasti po~ 
tek, posebno če pomislimo, da radialne obremenitve 
tudi v resnici ne morejo potekati strogo po stopni­
časti krivulji v smislu enačbe (2.5). Zato bi se 
smeli pri natančnejšem izračunu v  digitalnem ra­
čunalniku omejiti na n =  24.

Ko obremenimo' vpeto gredno vez, ki obreme­
njuje gred z radialnimi tlaki po enačbi (2.18) s tor­
zij skim momentom, se zaradi trenja pojavljajo na 
obodu gredi še tangencialne napetosti, ki jih bomo 
označili s t. Z upoštevanjem torne enačbe iz statike 
za torno silo'

T =  f .N  (2.20)

pri čemer pomeni N normalno silo in f  koeficient 
drsnega trenja, lahko zlahka določimo tudi funk­
cijo za potek tangencialnih napetosti t (z) vzdolž 
gredi (osi z). Zaradi osne simetrije radialnih tlakov 
so tudi tangencialne napetosti razporejene osno 
simetrično. V skladu z enačbo (2.20) pomnožimo 
radialne tlake (enačbi 2.18 oziroma 2.19) s koefi­
cientom drsnega trenja in dobimo

t (z) =  f P (z)

oziroma
co

t (z) =  f bn sin (2.21)
П = 1

kjer so koeficienti bn dani z enačbo (2.17).
V [1] smo ugotovili, da znaša pri standardnih 

vzmetnih obročih in gredeh iz jekla koeficient 
drsnega trenja

f =  0,175 (2.22)

Potek funkcije t (z) (enačba 2.21) je podoben 
poteku funkcije p (z) (enačba 2.19), ki je prikazan 
na sliki 2.3, le da je treba na vsakem mestu vzeti 
le 17,5 % tlačne napetosti.

3. Osno sim etrično stan je  n apetosti

Splošne enačbe
V prejšnjem poglavju smo spoznali, da so 

tlačne in tangencialne obremenitve razporejene 
osno simetrično po površini gredi. Simetrij ska os z 
sovpada z osjo. votle ali polne gredi s krožnim 
prerezom. Zaradi osne simetrije oblike gredi in 
razporeditve obremenitev na njej bo iskano stanje 
napetosti osno simetrično. To pomeni, da niti kom­
ponente napetosti niti komponente pomikov ne 
bodo odvisne od kota rp (glej sliko 3.1). Zadana na­
loga terja vpeljavo cilindričnih koordinat r, cp in z, 
katerih pozitivne smeri smo označili na sliki 3.1. 
Na njej so označene tudi pozitivne smeri kompo­
nent napetostnega tenzorja na elementarnem delcu 
elastičnega telesa z dimenzijami dr, dq? in dz.

V literaturi [2] najdemo splosne enačbe elasto- 
statike, izražene v cilindričnih koordinatah. Tako 
se ravnotežni pogoji glasijo

()or 1 dr rtp drrz or Ofp-------- 1---- ----------1----------- 1----------------- A r =
d r  r d cp d z r

() TTcp + 1 ()ov -j- + 2 T ri: + X.p =  0
0 r r d cp () z r

Ö T +
1 d r,fZ , d°z , T v?, 0— +  + —  +

d r r d <p d z r

(31)

V njih pomenijo Xr, Xv in Xz komponente vo­
lumenske sile v smereh izbranih koordinatnih osi. 
Zveze med deformacijami in pomiki v  cilindričnih 
koordinatah pa so iz istega vira [2]

e,  =

()u _  1 d u , d v— ) У  rtf f ---------
d r r  d <P d r

Ü 1 d  v d v 1  d to
—  + - , 7<pz +r r  0 <p d z r  d cp

d w d u
+

d w— У  r z — ---
() Z d z d r

(3.2)



V njih pomenijo e; in уц komponente tenzorja de- 
formacije, u , v  in w  pa komponente vektorja po­
mika poljubne točke telesa v smereh koordinatnih 
osi r, ep in z.

V našem primeru obstaja že zgoraj opisana 
osna simetrija, zaradi katere so vse veličine ne­
odvisne od koordinate ep. To upoštevamo v enačbah 
(3.1) in (3.2), ki so sedaj veljavne samo za osno si­
metrična stanja. Obenem črtamo v enačbah (3.1) 
člene, ki upoštevajo volumenske sile, ker so v na­
šem primeru brez pomena. Tako dobimo' za ravno­
težne pogoje

d or d r r- ar —

d r  d z  1
=  0

d try 
d r

d r ,z  
d r

dr<pz g x_pyp 
d z  r

d o z

d z
=  0

(3.3)

in za zveze med deformacijami in napetostmi

d vd u  

d r

d w  

d z

v
r

У<P Z

d r

d v  

d z

d u  d w  

d z  d r

(3.4)

2 G ( g  -------- j
m  — 2 /

oM =  2 G ( e ,

o z — 2 G (ez +

m  — 2 

e
m  — 2

, rr(p .. G yr(p

> Г у г  ^  У  <pz

j Trz ~  G yrz

(3.5)

d u  u  d w
e = ------ 1-------h —

d r  r  d z

men vstavimo v Hoobov zakon (3.5) enačbe (3.4) 
in (3.7) ter ga primemo uredimo

2 G (m — 1) d u  

d r

u  d w '

r d z  _

m A
2 G 

m  —  2

d u

d r

~du

. d r

( m — 1 ) - +
d w '

d z  j

+  -  +  (m — 1)
dto" 
d z .

g P “  +
l i l

. - G  ( G -  
I d r

d w

d r

v
r

(3.8)

d «
, =  L r----

d z

(3.9)

Splošni Hoofcov zakon za prostorsko stanje na­
petosti prav tako prepišemo iz literature [2]

To so enačbe, ki dajejo zveze med komponentami 
napetosti in pomikov pri osno simetričnem stanju 
napetosti brez volumenskih sil. Na prvi pogled 
opazimo, da so prve štiri komponente napetosti 
(enačbe 3.8) odvisne samo od komponent pomikov 
u  in w , hkrati pa, da sta preostali dve komponenti 
napetosti (enačbi 3.9) odvisni samo od komponente 
pomika v . To razcepitev sistema šestih enačb na 
dva neodvisna dela bomo izrabili v  nadaljevanju 
dedukcije splošnih enačb in prikazali njen praktični 
pomen.

Naposled ostane še možnost, da vstavimo 
enačbe (3.8) in (3.9) v ravnotežne pogoje (3.3). Tako 
dobimo sistem treh enačb za vse tri komponente 
pomika, ki po pomenu ustrezajo tako imenovanim 
Lamejevim enačbam iz klasične elastostatike. Po­
navadi si pisavo poenostavimo z diferencialnim 
operatorjem

A = d2
d r 2

1 A
r  d r

d2 
d z2

(3.10)

V enačbah (3.5) pomenijo: G strižni modul ma­
teriala gredi in m njegovo Poissonovo konstanto, 
e pa volumensko dilatacijo. Slednja je dana z [2]

e =  Er +  £,, +  £z (3.6)

oziroma izražena s pomiki preko enačb (3.4)

(3.7)

ki je analogen Laplaceovemu diferencialnemu ope­
ratorju, če ga transformiramo v cilindrične koordi­
nate in upoštevamo osno simetrijo. Po kratkem 
računanju pridemo na enačbe

A u
m — 2 dr

d e - “  = 0

A w + m d e
m — 2 d z

A v ■ =  0

(3.11)

(3.12)

V naslednjem koraku želimo izraziti kompo­
nente napetosti s komponentami pomikov. V ta na-

Tudi ta sistem enačb razpade analogno kakor zgo­
raj na dva ločena, medsebojno neodvisna dela.



4. Prvi obremenitveni primer. Votla in polna gred

Slika 3.2

Sistem enačb (3.11) za komponenti pomika u in w 
in sistem enačb (3.8) za komponente napetosti

Gr> Oф, Oz in Xrz (3.13)

V prvem obremenitvenem primeru je treba v 
skladu z izvajanji v prejšnjem poglavju rešiti si­
stem dveh diferencialnih enačb (3.11)

/J u + m

A vo +

m — 2 d r  

m de

f ) e - - u = 0  
r 2

(4.1)

m 2 d z

pri čemer je treba upoštevati znane robne pogoje. 
Znano je [2,3], da obstaja neka funkcija F, ki se 
v literaturi imenuje funkcija pomikov, pa tudi 
Lovova funkcija. Ta identično zadosti enačbama 
(4.1), obenem pa tudi biharmonični diferencialni 
enačbi

A A F =  0 (4.2)

Slednja se v razviti obliki in v cilindričnih koordi­
natah ter ob upoštevanju osne simetrije zapiše še 
takole

sta samostojen elastomeihanski problem. Kompo­
nente napetosti (3.13) povzročajo samo komponenti 
pomika u in w  ter obratno. V ta okvir spada prvi 
del naše naloge — iskanje stanja napetosti v  votli 
ali polni gredi pri radialnih tlačnih obremenitvah 
po enačbi (2.18). To stanje bomo imenovali prvi 
obremenitveni primer.

Hkrati pa so enačba (3.12) za komponento po­
mika v in enačbi (3.9) za komponenti napetosti

/ d2 f  ■ 1 d d2 \ /d2/  + 1 dF ,
' d r2 r dr d z2/ \ d r 2 r d r

d2 F\
+ _ )  -  0 (4.3)

ali še, ko nakazano diferenciranje izvedemo

()4 F  +  2 d3F _  1 d2 F 1 d£  2 d3 F
d r 4 r d r 3 r2 d r 2 r3 d r  r d r  d z2

r  rip in X (p 2 (3.14)

prav tako samostojen elastomehanski problem. 
Komponenti napetosti (3.14) povzročata samo kom­
ponento pomika v (zasuk) in obratno. To pa po­
meni, da imamo opravka s torzijo gredi okroglega 
prereza. Takšno napetostno stanje pa nastaja v 
gredi pri obravnavani gredni vezi, kadar jo obre­
menimo s torzijskim momentom in se na obodu 
gredi pojavi tangencialna obremenitev po enačbi 
(2.21). Takšno torzijo gredi bomo imenovali drugi 
obremenitveni primer.

V nadaljnjem bomo ločeno obravnavali na­
petostni stanji zaradi prvega in drugega obreme­
nitvenega primera, vsako za votlo in polno gred. 
Ko bomo pa želeli imeti še celotno sliko o stanju 
napetosti v  gredi pri vpeti gredni vezi, ki prenaša 
torzijski moment, bomo obe stanji napetosti super- 
ponirali. Za votlo gred smo izbrali takšno, pri ka­
kršni je razmerje zunanjega in notranjega premera 
enako 2. Na sliki 3.2 smo prikazali obravnavam 
del gredi dolžine l =  L/2 =  12 a, kjer smo notranji 
radij votle gredi označili z R. Z diagrami sta pri­
kazana približna poteka obremenitvenih funkcij 
(2.18) in (2.21), ki smo ju uporabili v  številčnem 
primeru.

2 - - - - - -
d* F

d r 2 d z2 d z i =  0 (4.4)

Komponenti pomika u in w  se s to funkcijo izra­
žata takole [2]

m d2 F 
m — 2 dr dz

w  = 2 m — 1 m d2 Fzl F ----------- ------
m — 2 m — 2 d z2

volumenska dilatacija pa

(4.5)

(4.6)

Slednjič izrazimo s funkcijo pomikov še kompo­
nente napetosti. V enačbe (3.8) vstavimo' enačbe 
(4.5) in (4.6) in jih uredimo

or =
2 G d

m — 2 d z

2 G d 
m — 2 d z

(
(
A F — m d 2 F \

d r 2)

AF — m d F' 
r drl

(4.7)



2 G ()az  = ---------------
m  — 2 O z  

2 G d
Tvz =  ------------— '

m — 2 d r

(2 m -

(m ■

-  1) A.F — m 

1 )AF — m

O2 F 

d z2

O2 F

0 z2_

(4.7)

V literaturi [2] najdemo za biharmonično di­
ferencialno enačbo (4.2), (4.3) oziroma (4.4) celo 
vrsto elementarnih rešitev. Tudi vsaka linearna 
kombinacija elementarnih rešitev je spet nova re­
šitev biharmonične diferencialne enačbe. Izbira in 
kombinacija elementarnih rešitev pa je odvisna od 
vrste elastomehanskega problema in od oblike 
enačb, s katerimi so podani robni pogoji. V našem 
primeru so robni pogoji podani z enačbama (2.18) 
oziroma (2.21). To sta neskončni vrsti s trigonome­
tričnimi funkcijami. Zato bomo predpostavili, da 
tvori splošno obliko funkcije premikov produkt 
dveh funkcij, od katerih je prva samo funkcija 
koordinate r, druga pa samo funkcija aplikaite z

F =  Ft (r) • F2 (z) (4.8)

Zaradi zgoraj omenjenih robnih pogojev vpeljemo 
za funkcijo F2 (z) trigonometrične funkcije sinus 
ali cosinus

„ „ „ 4 smF =  Fi (r) . I z  cos (4.9)

pri čemer smo v njihovih argumentih z A označili 
veličino

пл
1  =

l
(4.10)

A,  B,  C in D  realne integracijske konstante.

Rešitev (4.12) vstavimo v enačbo (4.9) in dobimo 
končno obliko za funkcijo* pomikov

F  =  [  A lo (A r) +  B A r h  (Ar) +

+  CK„(Xr) +  D X r K 1(Xr)']&m Xz (4.13)J cos

Za rešitev naše naloge potrebujemo enačbe za vse 
štiri komponente napetosti (3.13), vtem ko se od­
slej za komponente pomikov ne bomo več zanimali. 
V ta namen je treba poiskati vse potrebne odvode 
funkcije pomikov (4.13), pa tudi njihove kombina­
cije, ki ustrezajo Laplaceovemu operatorju. Pri tem 
si porftagamo z rekurenenimi formulami za Besse- 
love funkcije [4], Vse te izraze posebej pripravimo 
in jih vstavimo v enačbe (4.7). Argumenti Be&selô - 
vih funkcij pa niso odvisni samo od koordinate r, 
temveč tudi od števila n, ki izvira iz Fourierove 
vrste. Zato bomo morali tudi končne izraze za na­
petosti zapisati v  obliki neskončnih vrst. Ko na­
kazani postopek izvedemo do kraja, dobimo

Or Io  (A r )------- i ,  n  r\
A r

n = 1

■ в„ I — 2 I0 (A r) +  A r I] (A r,
m

■ Cn Ko (Ar) +  — Ki (Ar) 
A r

Poiskati je treba še obliko funkcije Fi (r). V ta 
namen vstavimo enačbo (4.9) in njene ustrezne od­
vode v biharmonično diferencialno enačbo (4.4). Po 
krajšanju s sin A z in ureditvi dobimo

r4 F ”” +  2 r3 F /” — (2 A2 r4 +  r2) F f  +
+  (r — 2 A2 r3) F/ +  Xi ri F! =  0 (4.11)

V tej diferencialni enačbi Besselovega tipa smo 
s črticami označili odvode po koordinati r. Njeno 
splošno rešitev najdemo v  literaturi [2]

Fj (r) =  A I 0 (Ar) +  B X rh(X r )  +  C K 0 (Xr) +
+  D X r K j ( X r )  (4.12)

kjer pomenijo

I0 (A r) in I] (A r) Bessel-ovi funkciji prve vrste 
z imaginarnim argumentom, 
0-tega oziroma 1-ega reda

K0 (A r) in Ki  (A r) Bssselovi funkciji druge vrste 
z imaginarnim argumentom, 
0-tega oziroma 1-ega reda ter

D„ j m  2 K0 (A r) — A r Ki (A r) 
I m

cos A z
■ sm  

(4.14)

Z
I 1 m  —  2A * { - A n -  h (A r) -r- Bn ---------lo(Ar) +

A r m

+  Cn~ K i  (A r) +  Dn —---- - Ko (A r)! COS A z
A r m — sin

(4.15)

Oz

co

I A3 A  n I0 (A r) +  Bn
2 (2 m — 1)

+  A r h (A r) +  CnK 0 (Ar)— D n

In ( A r )

2 (2 m — 1)

K0 (A r) — Ar Ki  (A r) COS • ,04Az (4.16)■ sin



CO

Z
n = 1

43 J An h  (4 r) +  Bn [o m —  1 h  (4 r) +
ra

i m  —  1
K i  IX r) —(4r) —  Cn K i  (4 r) +  D n 9

J ra

— 4 r K0 (4 r) ) s in  i4 z (4.17)
J cos

Te rešitve veljajo za votlo gred; pa tudi za polno, 
če upoštevamo, da pri r =  0 nekateri členi rastejo 
nad vsako mejo. Ker pa vemo, da napetosti ostanejo 
končno velike, moraj o biti konstante pri prizadetih 
členih nične. Ko obravnavamo polno gred, moramo 
črtati vse člene, ki vsebujejo' Besselove funkcije 
druge vrste oziroma postaviti v  enačbah (4.14) do
(4.17)

CH =  D* =  0 (4.18)

Za polno gred ostaneta v njih samo dve zaporedji 
konstant pri Besselovih funkcijah prve vrste, ki 
jih bomo označili z An' in B„'. V enačbah (4.14) do
(4.17) je treba še določiti integracijske konstante. 
Te izračunamo iz podanih robnih pogojev. Ti se za 
prvi obremenitveni primer in votlo gred glasijo

Ostali podatki, ki smo jih upoštevali v  računskem 
primeru, so tile:
Radialni tlak na prvem paru vzmetnih obročev 

p — 1000 kp/cm2
Širina vzmetnega obroča a =  1 cm 
Notranji radij votle gredi R =  1 cm.

Preskočili smo obširno delo z računanjem inte­

n An Bn Ch Dn

1 — 29312,9 8560,8 737,7 565,5

2 — 5934,8 1673,8 545,5 510,6

3 — 1667,8 432,9 305,2 418,7

4 — 424,7 104,0 95,3 225,3
5 — 89,7 21,1 5,3 105,4

6 9,1 2,3 — 5,7 20,4

gracijskih konstant in navajamo samoi rezultate, 
zbrane v tabeli. Te sedaj vstavimo v enačbe (4.14) 
do (4.17), ki so sedaj pripravljene za določanje 
stanja napetosti v  votli gredi.

Za številčno določanje stanja napetosti v votli 
gredi smo si izbrali mrežo točk v cilindričnih ko­
ordinatah in za vsako točko izračunali iz zgoraj pri­
pravljenih enačb vse štiri komponente napetosti. 
Slika 4.1 prikazuje potek komponent napetosti v 
prerezu z =  2, ki je najbolj obremenjen.

Določimo še integracijske konstante A,'  in Bn' 
za polno gred. Robna pogoja za prvi obremenitveni 
primer sta sedaj

(o,)r = 2R =  —  P (z) ; (тГ2)г = 2R =  0 I
(4.19)

(or)r = R — 0 ; (trz)r = R =  0 J

Te štiri robne pogoje vstavimo v enačbi (4.14) in
(4.17) in dobimo štiri enačbe s štirimi neznankami 
An, Bn, C n in D n. Za p (z) maramo seveda vstaviti 
izraz (2.18).

Pri ročnem računanju številčnega primera smo 
se zaradi obširnosti dela odločili, da bomo v ne­
skončnih vrstah, ki se pojavljajo v enačbah (2.18) 
in (4.14) do (4.17) upoštevali le prvih šest členov

n =  1, 2 , . . .  6 (4.20)

Zaradi tega smo se zadovoljili s približnimi rezul­
tati, kar smo napovedali že v  uvodu. Zanimajo nas 
jeklene gredi, zato smo vzeli za Poisson ovo število

10
3

(4.21)

( o r ) r  =  2Д =  — P (z) ; brz)r = 2R =  0 (4.22)

Vstavimo ju v enačbi (4.14) in (4.17) in dobimo dve 
enačbi za dve neznanki A n' in B„' Za p (z) spet 
vstavimo izraz (2.18). Spet upoštevamo samo prvih 
šest členov enačb v smislu (4.20) in izračunamo 
integracijske konstante, ki so podane v  tabeli. Te 
podobno kakor pri votli gredi vstavimo- v enačbe

n An Bn'

1 —21108,1 6062,9

2 — 4023,0 1098,9
3 — 1086,8 274,2
4 — 286,4 96,0

5 — 60,8 12,8

6 — 7,3 1,4m



(4.14) do (4.17), le da sedaj upoštevamo pogoj (4.18). 
Pri obširnem računskem delu smo ravnali prav 
tako kakor pri votli gredi. Tudi tu je gred najbolj 
obremenjena v prerezu z =  2. Slika (4.2) prikazuje 
tamkajšnji potek komponent napetosti.

5. Drugi obremenitveni primer. Votla in polna gred
V drugem obremenitvenem primeru (torziji 

gredi) je treba v skladu z izvajanji v  tretjem po'- 
glavju rešiti diferencialno enačbo (3.12)

A v — V- =  0 (5.1)

in pri tem upoštevati robne pogoje. V skladu z 
enačbo (3.10) se zgornja diferencialna enačba za 
pomik v  glasi

d2v  1 d v  ^ d2v v
d r 2 r d r  d z2 r2

(5.2)

V literaturi [2] najdemo njene elementarne rešitve. 
Iz istih razlogov kakor pri prvem obremenitvenem 
primeru ravnamo tudi tu podobno', česar ne kaže 
ponavljati. Pomik v  dobi tole obliko'

Slika 4.2

veljata, ko črtamo tiste člene, ki pri r =  0 rastejo 
nad vsako mejo. Ko obravnavamo polno gred, ma­
ramo v enačbah (5.4) črtati člene, ki vsebujejo Bes- 
selove funkcije druge vrste, to se pravi postaviti

Bn" =  0 (5.5)

Tako ostane pri enačbah (5.4) za polno gred samo 
eno zaporedje konstant pri Besselovih funkcijah 
prve vrste, ki jih bomo označili z An"'.

Integracijske konstante v enačbah (5.4) zopet 
določimo z robnimi pogoji. Ti se za drugi obreme­
nitveni primer in votlo gred glasijo

A (2 r) +  B Kj  (2 r) sin
Л z (5.3)

pri čemer sta Ii (2 r) in K; (2 r) Besiselovi funkciji 
prve oziroma druge vrste in prvega reda, A in B 
pa realni integracijski konstanti.

Enačbo (5.3) vstavimo v enačbi (3.9), pri čemer 
si spet pomagamo z rekurenčnimi formulami za 
Besselove funkcije [4], Tudi v  tem primeru zapi­
šemo iz istih razlogov kakor prej enačbe v obliki 
neskončnih vrst. Po ureditvi se enačbi za obe kom­
ponenti napetosti pokažeta takile

co

= 2>- Io (2 r) — — h  (2 r) 
2 r

Bn I Ko (2 r) +  — Kj (2 r) 
2 r

2 zcos
(5.4)

ZrV2

n = 1

+ Bn K! (2 r)

A*” h  (kr)

cos 2 z

V njih smo izpostavili skupni faktor 2 G in ga pri- 
množili k prejšnjima konstantama, tako da imamo 
sedaj nove, označene z A," in Bn".

Splošni rešitvi (5.4) drugega obremenitvenega 
primera veljata za votlo gred. Za polno gred pa

(вД - = 2R =  t  (z );(тг<р)г = r  =  0 (5.6)

Ta dva robna pogoja vstavimo v enačbi (5.4), pri 
čemer vstavimo za t (z) enačbo (2.21). Dobimo dve 
enačbi z dvema neznankama A„" in B„". Tudi tu 
se omejimo v smislu (4.20) na prvih šest členov. 
Vse izhodne podatke vzamemo iste kakor pri prvem 
obremenitvenem primeru, dodatno pa še upošteva­
mo podatek (2.22). Po obširnem ročnem računanju 
najdemo za konstanti A ,"  in Bn" vrednosti, ki so

n A," Bn Aгл.п

1 672,8 0,3 615,2

2 293,8 1,8 276,2

3 116,4 . 3,6 111,5

4 41,4 4,2 40,2

5 11,6 3,4 11,3

6 1,8 1,3 1,7

podane v tabeli. Te vstavimo nazaj v  enačbi (5.4), 
ki sta sedaj dokončno pripravljeni za določanje 
stanja napetosti v votli gredi.

Zopet je potrebno' obširno ročno računanje 
obeh komponent napetosti v  točkah mreže, ki smo 
si jo izbrali že pri prvem obremenitvenem pri­
meru. Tu navajamo le diagrama poteka napetosti 
v najbolj obremenjenem prerezu votle gredi z =  2 
(slika 5.1)



Slika 5.1

Slednjič določimo še integracijske konstante 
An’” za polno gred. Robni pogoj se v  tem primeru 
glasi

{jrlp)r = 2R =  t (z) (5.7)

Vstavimo ga v enačbo (5.4), ki sedaj vsebuje edino 
neznanko An”\

V tabeli na strani 101 so izračunane A«’” v ena­
kih pogojih kakor pri votli gredi. Ko vstavimo A,,’” 
v  enačbi (5.4) (seveda smo že upoštevali pogoj 5.5!), 
sta ti sedaj nared za določanje komponent napetosti 
v polni gredi.

Cisto podobno smo z ročnim računanjem po­
iskali velikosti komponent napetosti v  točkah ko­
ordinatne mreže. Na sliki 5.2 je prikazan njun potek 
v prerezu z  =  2, ki smo ga v dosedanjih izvajanjih 
izbrali za prikazovanje.

6. Z a k lju č e k

Ko so vzmetni obroči vpeti in gredna vez pre­
naša vrtilni moment, se v  votli ali polni gredi v  
okolici vzmetnih obročev pojavlja čisto splošno 
stanje napetosti. Obe stanji zaradi prvega in dru­
gega obremenitvenega primera (poglavji 4 in 5) 
superponiramo. Prvi obremenitveni primer, to je 
radialna tlačna obremenitev gredi, prispeva štiri 
komponente napetosti. Te so za neki izbrani prerez 
gredi (z =  2) prikazane na sliki 4.1 za votlo gred 
in na sliki 4.2 za polno gred. Drugi obremenitveni 
primer, to je tangencialna obremenitev na zunanji 
površini gredi (torzija), pa prispeva dve kompo­
nenti napetosti. Na sliki 5.1 sta prikazani za votlo 
gred in na sliki 5.2 za polno gred — vsakič v  pre­
rezu gredi z  =  2. Rezultira joče stanje napetosti se­

stoji torej iz vseh šestih komponent tenzorja na­
petosti

o,-, o9, Oz, Trz, trq> in tzp (5*1)

Pri dimenzioniranju gredi si bomo morali pomagati 
z eno izmed porušitvenih hipotez, kakor je to na­
vadno v nauku o trdnosti. Kratek potek dela bi 
bil takle: najprej bi morali najti kritične točke 
v gredi, kjer je stanje napetosti za porušitev naj­
ugodnejše. Iz vseh šestih komponent tenzorja na­
petosti je treba potem po znanih enačbah poiskati 
tri glavne napetosti

oi, 02 in 03 (6.2)

Slednjič je treba s pomočjo ene od (primernih) 
porušitvenih hipotez poiskati primerjalno napetost 
Op, ki mora biti manjša od dopustne napetosti Odop 
pri enoosnem stanju napetosti za obravnavani ma­
terial

Op  ^  Odop  (6.3)

Ker je v poglavjih 4 in 5 poidani računski primer 
le približen, se ne bomo na tem mestu spuščali v 
iskanje primerjalnih napetosti. Poudariti pa je 
treba, da je kazno tej nalogi posvetiti vso pozor­
nost, kajti v območju vpetih vzmetnih obročev se 
pojavljajo komplicirana stanja napetosti, katerih 
rezultat so nevarne konice, tako imenovane kon­
centracije napetosti.

Če bi spremljali poteke posameznih komponent 
napetosti vzdolž gredi (v smeri osi z), bi ugotovili, 
da proti koncu intervala vse komponente razen ene 
hitro opada jo in postajajo nične. Ostane le kom­
ponenta

1<PZ (6.4)

ki izkazuje tipičen linearni potek po prerezu gredi. 
Ta ustreza čisti torziji okroglega prereza, znani iz 
nauka o trdnosti.

Iz tega dela izhaja nedvoumen zaključek. Me­
stom vpetja, kjer delujejo razmeroma velike sile, 
je treba posvetiti vso pozornost. Seveda nalaga 
dostikrat presega računski okvir vsakdanje kon- 
strukterske dejavnosti. V takih primerih je naj­
primernejše za problem zainteresirati širši krog 
tehnične operative in zaupati raziskavo primer­
nemu raziskovalnemu inštitutu.

Slika 5.2
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