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Porazdelitev napetosti v gredeh pri grednih vezeh
z obroénimi vzmetmi
MILAN MURSIC

1. Uvod in opis dela

V zadnjih letih so se obrofne vzmeti s pridom
uveljavile tudi kot vezni elementi med gredjo in
pestom, S primemmo vgraditvijo in vpetjem parov
obrofnih vzmeti med vezana dela se namred do-
sega tako veliko frenje, da zadostuje za prenos sta-
titnih in dinamiénih vrtilnih momentow, Opis to-
vrsinih grednih vezi in analiza sil, ki se pojavljajo
med posameznimi pari obrofnih vzmetli ter gredjo
in pestom, so bili dani #e pred leti v &anku
»Obrotna vemet — vez med gredjo in pestome [1].
Vendar potrebujemo za pravilne dimenzioniranje
posameznih elementov tudi podatke o poleku na-
petosti znotraj- njih. Iz izkufenj tudi vemo, da so
mesta vpetja vedno kritifna glede nosilnostl. Tam
se pojaviljajo zaradi hitrih prehodov v obliki se-
stavnih delov ali poleku obremenitve koncentracije
napetosti. Te lahko kaj hitro povzrotajo porulitev
maleriala, posebno e pri dinamidnih obremenitvah,
ki s0 pri grednih vezeh vedno moEne. Gredne vezi
z obrotnimi vametmi Scle uvajamo v kanstrukeije,
Zanesljivih podatkov v tehniéni literaturi Se ni na
voljo, pa tudi poirebnih izkulSenj iz prakse Se
manjka, V tem ¢lanku bomo prikazali potek izra-
funa napelostnega stanja v votli in polni gredi, ki
je obremenjena z obrofnimi vzmetmi in prenada
vrtilni- moment. Izhajali bomo iz elsakinih enacb
elastomehanike, Zaradi skokovite (nezvezne) raz-
poredilve obremenitev po zunanji povrsini gredi
bomo postopek izvedli z neskonénimi vrastami. Na-
tanénost rezultatov je odvisna od #tevila éenov,
ki jih pri numeriénem refevanju enatb upostevamo
v neskonémih vrstah. ¥V fasu, ke smo izdelali ra-
funski primer, ki je podan v tem danku, e nismo
imeli na voljo digitalnega ratunalnika, s katerim
bi mogli zdaj v kratkem d¢asu najti poljubno na-
tanéne rezultate. V rafunskem primeru smo upo-
stevali le prvih Zest élenov neskonénih vrst, kar pri
roénem delu lerja #e mnogo dela. Bezultali so pri-
blizni. Vendar je sprido zgoraj omenjene moénost
rafunanja na digitalnem radunalniku bistvenega
pomena samo, da prikafemo metodo dela, ki bo
dala eksakino sliko napetostnega stanja v polni in
votli gredi. Z izdelano metodo pa lahko tehnifna
operativa raziskuje vse za prakso vaine primere
obremenitve votlih in polnih gredi, jih sistema-
titno zbira in pricbéuje v obliki tabel ali diagramow.

2. Porazdelitev. zunanjih obremenitev na gredi

V élanku [1] smo analizirali sisteme sil pri po-
ljubnih kombinacijah in Stevilih parov obroénih
vameti v grednih vezeh pri raznih nadéinih vpetja.
Ugotovili smo tudi, da trije ali #tirje pari obroénih
vzmeti pri pravilni vgraditvi in zadostni vpenjalni
sili F; Ze zadostujejo in omogotajo statitno in di-
namiéno prenasanje takega torzijskega momenta,
ki dosega ali celo presega nosilnost gredi na torzijo.

Slika 2.1

V rattunskem primeru bomo ebravnavali naj-
pogostinejio izvedbo gredne vesi s tremi pari obrog-
nih  vzmeti, razporejenih kakor kaZe slika 2.1,
Vendar s bomo zaradi modgnosti posploditve pri-
mera izdelali sliko obremenitve gredi za poljubno
Stevilo parov obrofnih vemeti m. Iz splognih imra-
zov bomo nato z wvstavljanjem m = 3 poiskali po-
trebne podatke za obravnavani radunski primer.

Iz analize sil [1] je razvidno, da tvorijo nor-
malni pritiski N, notranjih vzmeinih obrotev na
gred geometritno zaporedje § kolifnikom

1

e (21)

Z R oznacimo zunanji radij gredi, z a pa Sirino
vzmeinega obrofa (glej sliko 2.1). Zaradi simetrié-
nega vpelja gredne vezi je tlak po obodu predi kon-
stanten. Ker firina vzmetnega obrofa v primerjavi
z radijem gredi ni velika, smemo e predpostaviti,
da je {lak konstanten tudi po njegovi Eirini. Zato
najdemo velikost radialnega tlaka i-tega vzmetnega
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Slika 2.2

obrofa na gred tako, da tamkajinji pritisk delimo
& pripadajofo stiétno povrEino

il 2.2

Pi™ 9aRa 22)

Stitne povriine pa so pri vsakem vzmeinem obrodu
enake. Zato tvorijo tudi tlaki na gred geometriéno
zaporedje z istim kolitnikom g. Ce vzamemo za tlak
na prvem vzmeinem obrofu

=1 (2.3)
je zaporedje llakov pri m zapnmdmh vzmetnih
chrotih in g = 1/2 takino

1 b 1 g 1
F * § man j
2 3

pr=1, E: 4 " gt

(2.4)

Na sliki 2.2 je na obodu gredi (Srafirani del gredi
med totkama 0 in 12 a) prikazana tipi¢na stopniga-
sta’ razporeditev radialnih tlakov zaradi vpetja
vzmeinih obrofev pri m = 3. Za poljubni m si
lahke brez tefav zamislimo nadaljevanje stopni¢a-
stega poteka v smislu’ zaporedja (2.4). Analitiéni
izraz za radialne tlake je, fe vzamemo os z v smeri
osi gredi in &¢ vzamemo za osnovo doliine gredi i,
ki je enaka dvanajstikratni Zirini ¢ enega vamet-
nega obrofa (glej sliko 2.2) ter za radialni tlak na
mestu prvega obroda velikost p.

0<=z< ]L p:=0

FoiS

: <ze ~i- r: = ;p (2.5)
: ~z% ; p,=—1—p
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i i+1 1
l<z= I Dy = p
12 12 g
m m1 1 (2.3)
E i_ z .._._i_ g = Sta
12 S A 12 5 2"'"p
udihagd 20 p: =0
12

Ta velja za wse gredne vezl, kjer je 5tevilo parov
obrodev

m = 11 (2.6)
kar v vseh prakliénih primerih ved¢ ko zadostuje,
saj smo Ze zgoraj omenili, da so EtHrje pari obrodev
#e vedno zadosini.

Za eksaktno reSevanje elastostatiénih enadb pa
funkeija (2.5) ni uporabna, ker je v m + 1 todkah
nezvezna in ima konéne skoke (stopnice!). Moramo
jo nadomestit z zvezno funkeijo, ki se s poljubno
natanénostje priblifuje stopnitasti funkciji (2.5).
V ta namen bomo razvili stopnicasti potek radial-
nih Uaénih napetosti p., ki je dan z enatbo (2.5),
v Fourierovo vrsto. Ta je sestavljena iz neskonéne
vsote periodiénih funkecij, zato je tudi sama perio-
difna funkeija. V sploni obliki jo zapifemo takole

1 = 2
pla)= 22T z ﬂ-'—'m-t‘-ﬁ‘i +
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=
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Koeficienti ao, as in by se dajo izrafunati pri znani
funkeiji p. po enadbah

L
2
g = — | p:dz 2.8
8 LI ] (2.8)
L]
- .
2naz
By == — cos —-.d b
fl-‘t L (2.9
(1]
L
b = i'fp;mnznnzdr (2.10)

V enafbah (2.7) de (2.10) pomeni L periodo funk-
cije p;, ki jo razvijamo v Fourierove wvrsto, Njeno
dolZzino izberemo tako, da zajema wvsaj tako dolg
del gredi, da so zunanje obremenitve v ravnoteZju,
Zaradi ravnoteZja torzijskih momentov na gredi je
potrebno, da vzamemo za periodo dol¥ino gredi
(glej sliko 2.2)

L 2] ==

24 (211)
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in razporedimo (umisljeno) obremenitev na odseku
od 12a do 24a antisimetriéno. S tem je postala
funkcija p: mnotraj periode L antisimetriéna. Za-
radi te njene lastnosti so koeficienti v enagbi (2.7)

g =0 in an=0(n=1,23...) {2.12)

in koeficiente b, lahko izrazimo 3e takole, upoite-

vajol antisimetrijo in dejstvo, da je L = 21
L

2 7
; j fixs “7:55 dz (n=1,23..) (213

&

Dolodenega integrala v izazu (2.13) pa ne moremo
integrirati hkrati v celotnem intervalu od 0 do 1,
ker je v njem funkcija p. (m -+ 1)-krat nezverna
in ima konéno velike skoke. Zato ga bomo razdelili
na posamezne podintervale v smislu enaébe (2.5),
integrirali v pripadajo¢ih mejah in vse dobljens
delne rezultate sedteli. Na mestu i-tega obrota do-
bimo z integracijo (2.13) upodtevajod (2.5)

b=

E+1
12 !
bttt = E—J‘ L H:'I'Zdz_
Lo 21 [
i
12t
i+l
2 !
2p | [ naz |
gl B na l
i
1!
B o s [m, | s t..f!_-TJ
Pl ¥ 12 12

Z upodtevanjem adicijskega teorema za frigonome-
tritne funkeije dobimo slednjié za i-ti podinterval

@i+ Dna nw
— R —- sin .
21 1y 7 24 21

(i=123...m)

g 4

(2.14)

Sedaj je treba Je sefteti vrednost integralov po
veeh podintervalih. Ce je #tevilo parov vzmetnih
obrotev m, so koeficienti by po enafbah (2.13) in

(2.14)
b ; bl =
i--l-‘l
m 94+ 1
H{p sin o E . sin {-—E--' }“1 (2.15)
n 24 -k %

Fourierovo vrsto za radialne tlake pri m parih
vezmeinih obrofev dobimo take, da v njeno splodno
obliko (2.7) vstavimo (2.12) in (2.15). Po ureditvi je

1
4p <1
piz) ="— E AT
g n 24
A=l
-~ 1
1 o2t 1) na
s TZE prani —24—1— (2.18)

L |

Za nag radunski primer potrebujemo Fourierovo
vrsio za radialne ilake pri.gredni vezi s tremi
pari obrofnih vzmeli, V ta namen je treba samo
v sploéno obliko za koeficiente b, {(enadba 2.15) ozi-
roma v splofno obliko Fourierove vrste (enatba
2.18) vstaviti m = 3. Tako dobimo za koeficiente

i 4E{5in3ﬂq+} Sna S
24 24
1. Tnx 7
+ = sin '”‘) =% (2.17)
4 24 24
in za Fourierovo vrsio
ap =— 1 3 Lot .08
P (@) = -—-EZ--(sln st
T n 24 b4 24
]
e s;tn?"”J sin " sin 272 (218)
4 24 24

Slednjo lahko pifemo s pomodjo (2.17) e takole

®

p(z) = S by 8N (2.19)
= sk al !

now=]
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Slika 2.3

Tako smo dobili iz nezverne stopnifaste kri-
vulje radialne obremenitve (enatba 2.5) =zverno
funkecijo (ena¢hi 2.18 in 2.19) v obliki neskonine
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vrsie, ki jo bomo potrebovali pri upoStevanju rob-
nih pogojev v splodnih elastostatiénih enatbah. Na-
tanénost refitev je odvisna od Stevila n ¢lenov, ki
jih vzamemo v rafun pri neskondnih vrstah. Pri
novejiih moZnostih za rafunanje na digitalnih ra-
funalnikih ze da natanénost rafuna vnaprej pred-
pisati. Na sliki (2.3) smo prikazali, kako se z na-
raffajotim Stevilom Senov n funkeija (2.18) vedno
bolj priblizuje stopnicasti krivuljl obrémenitve v
smizslu enadbe (2.5). Pri 3estih ¢lenih (n = 8) je
odstopanje fe snatno, vendar krivulja le do neke
mere ponazarja stopnidasti potek. V rdfunskem pri-
meru, ki je bil izveden z rofnim ratunanjem, smo
se omejili na prvih fest élenov v neskonénih vrstah,
ker bi sicer obfimost dela prerasla praktitne moé-
noati. Pri Etiriindvajsetih élenih (n = 24) pa funk-
cija (2.18) e zelo verno ponazarja stopniéasti po-
tek, posebno &e pomislimo, da radialne obremenitve
tudi v resnicl ne morejo potekati stroge po stopni-
¢asti krivulji v amislu enadbe (2.5). Zato bi se
smeli pri natanénejfem izrafunu v digitalnem ra-
Cunalniku omejiti na n = 24,

Ko obremenimo vpeto gredno vez, ki obreme-
njuje gred z radialnimi tlaki po enadbi (2.18) s lor-
zijgkim momentom, se zaradi trenja pojavljajo na
obodu gredi Se tangencialne napetosti, ki jih bomo
cznadili s t. £ upodtevanjem torne enalbe iz statike
za torno silo

T=f.N (2.20)

pri femer pomeni N normalno silo in f koeficient
drsnega trenja, lahko zlahka doloéimo tudi funk-
cijo za potek tangencialnih napetosti #(z) vzdolz
gredi (osi 2). Zaradi osne simetrije radialnih tlakov
so tudi tangencialne napetosti razporejene osno
simetriéno. V skladu z enadbo (2.20) pomnofimo
radialne tlake (enac¢bi 2.18 oziroma 2.19) s koefi-
cientom drsnega trenja in dobimo

L{z) =1Ip(z)

CEiroma

L=

t@) =1 Z By din ’-1--‘;‘—2

o= 1

kjer so koeficienti b, dani z enacbo (2.17).

V [1] smo ugotovili, da znafa pri standardnih
vzmeinih obrotih in gredeh iz jekla koeficient
drsnega trenja

(2.21)

f=017% (2.22)

Folek funkcije t({z) (enafba 2.21) je podoben
potelu funkeije p (2) (enacba 2.19), ki je prikazan
na sliki 2.3, le da je treba na vsakem mestu veeti
le 17,5 % tlaéne napetosti.

3. Osno simetrifno stanje napetosti

Sploine enatbe

V prejinjem poglaviu smo spoznali, da so
tlafne in tangencialne obremenitve  razporejenc
osno simetriétno po povriini gredi. Simetrijska os z
sovpada z osjo wvotle ali polne gredi 8 krodnim
prerezom. Zaradi osne simetrije oblike gredi in
razporeditve obremenitev na njej bo iskano stanje
napetostl cend simetriéno. To pomeni, da niti kom-
ponéente napetosti niti komponente pomikov ne
bodo odvisne od kota ¢ (glej sliko 3.1). Zadana na-
loga terja vpeljavo cilindriénih koordinat r, ¢ in z,
katerih pozitiviie smeri smo oznadili na shki 3.1
Na njej so omnadene tudi pozitivhe smeri kompo-
nent napetostnega tenzorja na elementarnem delcu
elastitnega telesa z dimenzijami dr, dg in dz.

V literaturi [2] najdemo splofne enaébe clasto-
slalike, izrafene v cilindritnih koordinatah. Tako
se ravnotefni pogoji plasijo

tla 1dz o — g

Lt CTr  Ir T X, =0

dr. ridg - Q= r l

Ty } l_ tha, S f]r.,.; L g Tty X, g 1)
or r odiq 0z h

ﬂf” 1| 1. f].'_'_r.‘ﬁ i E .r!u,_: ol .i..” 4 X D

ar r degp iz r ;

¥ njih pomenijo X, X, in X, komponente wvo-
lumenske sile v smereh izbranih koordinatnih osi.
Zveze med deformacijami in pomiki v cilindriénih
koordinatah pa so iz istega vira [2]

o u . 10u  dv
{r_= . :'"ﬂ' —— S - - it g
ar i 1 R & T l
tiri il A ov 10w
By = = e = —— (3.2)
rooroe {lz r t}r,.n I
ow {]u. w
P R e iy +d—
oz clz g
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V njih pomenijo & in 3y komponente tenzovia de-
formacije, u, v in w pa komponente vektorja po-
‘mika poljubne totke telesa v smerch koordinaimih
osi T, pin 2.

V nafem primeru obstaja Ze zgoraj opisana
osna simetrija, zaradi katere so vse wvelifine ne-
odvisne od koordinate . To upoStevamo v enadbah
(3.1) in (3.2), ki so sedaj veljavne samo za osno sl-
melriéna stanja. Obenem &értamo v enafbah (3.1)
&lene, ki upoitevajo volumenske sile, ker so v na-
fem primeru brez pomena. Tako dobime za ravno-
tefne pogoje

.ﬂ.“’ ol Ot it e s 0
or 0z r
OTre , O0Tez  pTe _ o | 3.3)
ir e T
ﬁ‘ o= ﬂ_gf L L 255 ]
dr iz T
in za zveze med deformacijami in napetostmi
e‘=E}u' s ={]_1f__1=_'
e T L
1 EY
& - ; [ [—
» = Ve a2 (3.4)
pip Dt 0
- e deis P

Sploéni Hookov zakon za prostorsko stanje na-
petosti prav tako prepifemo iz literature [2]

PR
£ : = T4
0,=2G ( m.—-2) Tre Vre
@ F

dg 2G ('Eﬂ el ") y Tz ™ G:“'qu' ( (3.5)

m—2

H 4

a, = 2G (5: —} — ') e - s G?'r:

m—2

V enatbah (3.5) pomenijo: G strifni modul ma-
teriala gredi in wm njegovo Poissonovo konstanto,
e pa volumensko dilatacijo. Slednja je dana z [2]

e=g+ie,t ta (3.6)
oziroma izrafena s pomiki preko enatb (3.4)
PR o ol A (3.7)
~dr 7 0z

V naslednjem koraku #elimo izraziti kompo-
nente napetosti 5 komponeniami pomikov. V ta na-

7

men vstavimo v Hookov zakon (3.5) enatbe (34)
in (3.7) ter ga primerno uredimo

-

2 1
o G {m_””u_|_u.+.'.'}w
m—2 | dr. r RES
2G [ou v dw]
Loy fo
L m—z_{]r}{m }rFt}z_
k, ; Poes)
O, = 2 G ?_'I.i. ':-u :.{,n_l}d_lu
m—2Lldr r iz
it o w
(e
i (:}z ;;-r)
r,,==G (du— u)
or T (39)
Ilﬂ.-=‘:;£‘f‘f
0z

To so enacbe, ki dajejo zvere med komponentami
napetosti in pomikov pri osno simetriénem stanju
napetosti brez wvolumenskih sil. Na prvi pogled
opazimo, da so prve Ziri komponente napetosti
(emadbe 3.8) odvisne samo od komponent pomikow
w in w, hkrati pa, da sta precstali dve komponenti
napetosti (enadbi 3.9) odvisni samo od komponente
pomika v, To razcepitev sistema Sestih enadh na
dva neodvisna dela bomo izrabili v nadaljevanju
dedukeije splofnih enafb in prikazali njen praktiéni
pomen.

Naposled ostane S mofnost, da  wvstavimo
enafbe (3.8) in (3.9) v ravnotefne pogoje (3.3). Tako
dobimo sistern lreh enacbh za vse i komponente
poemika, ki po pomenu ustrezajo tako imenovanim
Laméjevim enatbam iz klasitne elastostatike. Po-
navadi si pisavo poenostavimo z diferencialnim
operatorjem

o b (3.10)
rar . azt

ki je analogen Laplaceovernu diferencialnemu ope—
ratorju, ¢e ga transformiramo v cilindriéne koordi-
nate in upodtevamo osno simetrijo. Po kratkem
radunanju pridemo na enatbe

FeryToigpetdiconat bl
m—2=2 dr r:
(8.11)
F P Tt L L o
m—2 iz
i Ayl = (3.12)
ot

Tudi 1a sistem enatb razpade analogno kakor zgo-
raj na dva lofena, medsebojno neodvisna dela
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Slika 3.2

Sistemn enadéb (3.11) za komponenti pomika u in w
in sistem enach (3.8) za komponente napetosti

Or, Ogy Oz N Trs (3.13)
sta samostojen elastomehanski problem. Kompo-
nente napetosti (3.13) povareéajo samo komponenti
pomika « in w ter obratno. V ta okvir spada prvi
del nafe naloge — iskanje stanja napetosti v votli
ali polni gredi pri radialnih tlafnih obremenitvah
po enadbhi (2.18). To stanje bomo imenovali prvi
obremenitveni primer.

Hkrati pa so0 enafba (3.12) za komponento po-
mika v in enacbi (3.9) za komponent napetosti

T I Ty, (3.14)
prav tako samostojen elastomehanski problem.
Komponenti napetosti (3.14) povzroedata samo kom-
ponento pomika v (zasuk) in obratno. To pa po-
meni, da imamo opravka s torzijo gredi okroglega
prereza. Takfno napetostno stanje pa nastaja v
gredi pri obravnavani gredni wvezi, kadar jo obre-
menimo 8 torzjskim momeniom in se na obodu
gredi pojavi tangencialna obrememitev po enatbi
{2.21), Takino torzijo gredi bomo imenovall drugi
obremenitveni primer.

V nadaljnjem bomo lofeno ocbravnavali na-
petosini stanji zaradi prvega in drugega obreme-
nitvenega primera, vsako za wotle in polno gred.
Ko bomo pa Zeleli imeti e celotno sliko o stanju
napetosti v gredi pri vpeti gredni vezi, ki prenada
lorzijski moment, bomo obe stanji napetosti super-
ponirali. Za votlo gred smo izbrali takino, pri ka-
krini je razmerje zunanjega in notranjega premera
enako 2. Na sliki 3.2 smo prikazali obravnavani
del gredi dolfine | = L/2 = 12 a, kjer smo notranji
radij votle gredi cenadili z R. Z diagrami sta pri-
kazana priblifna poteka obremenitvenih funkeij
(2.18) in (2.21), ki smo ju uporabili v Hevilfnem
primeu.

4. Prvi obremenitveni primer. Voila in polna gred

YV prvem cobremenitvenem primeru je treba v
skladu z izvajanji v prejinjem poglavju refiti si-
stem dwveh diferencialnih enaéb (3.11)

b e ey
m—20r r?
(4.1)
Aw + - .".‘_.._F""-’ﬁﬂ
m—2dz

pri demer je treba upodtevati znanc robne pogoje.
Znano je [2,3], da obstaja neka funkeija F, ki se
v literaturi imenuje funkcija pomikov, pa tudi
Lovova funkcija. Ta identitno zadosti enacbama
(4.1), obenem pa tudi biharmoniéni diferencialni
enadbi ;
AAF =10 ©(4.2)
Slednja se v razviti obliki in v cilindriénih koordi-
natah ter ob upoitevanju osne simetrije zapiie Se
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Komponenti pomika u in w se s to funkecijo izra-
#ata takole [2]
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Slednji¢ izrazimo s funkcijo pomikov fe kompo-
nente napetosti. V enafbe (3.8) vstavimo enatbe
(45) in (4.6) in jih uredimo
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V literaturi [2] najdemo za biharmonifno di-
ferencialno enatbo (4.2), (4.3) ozdroma (4.4) celo
vrsto elementarnih reXitev. Tudi vsaka linearna
kombinacija elementamih reditev je spet nova re-
Zitev biharmoniéne diferencialne enacébe, Izhira in
kombinacija elementarnih refitev pa je odvisna od
viste elastornehanskega problema in od oblike
enathb, s katerimi so podani robni pogoji. V nafem
primeru so0 robni pogoji podani z enafbama (2.18)
oziroma (2.21). To sta neskonéni vrsti s trigonome-
tri¢nimi funkcijami. Zato bomo predpostavili, da
ivorl splodno oblike funkcije premikov produkt
dveh funkeij, od katerih je prva samo funkcija
koordinate r, druga pa samo funkecija aplikate =z

F=Fi(r:F:() (4.8)
Zaradi zgoraj omenjenih robnih pogojev vpeljemo
za funkcijo F;(z) trigonometriéne funkeije sinus
ali cosinus "

F—F, {r‘j.ﬂlz 4.9)

pri temer smo v njihovih argumentih z i oznadili
velidino
n
Vo o (4.10)
1

Poiskati je treba 3e obliko funkeije F;(r). V ta
namen vstavimo enadbo (4.9) in njene ustrezne od-
vode v biharmonifne diferencialnoe enafbo (4.4). Po
krajianju s sin i z in ureditvi dobimo

rMEM” + 2P Ff” — (240 + 1) Ff” +

+r—22F/+ 14 F; =10 {4.11)
V tej diferencialni enadbd Besselovega tipa smo
s ¢rticami oznadili odvode po koordinati r. Njeno
splogno reditev najdemo v literatur] [2]

Fiir)=AL (i +BirL(in +CK,(in) +
+DirK;(ir) (4.12)

kjer pomenijo

In{ir) in Iy (ir) DBesselovi funkciji prve wvrste
z imaginarnim argumentom,

O-tega oziroma l-ega reda

Ko(ir) in K;(1r) Besselovi funkeiji druge vrste
z imaginarnim argumentom,
O-tega oziroma l-ega reda ter

9

A B CinD realne integracijske konstante.

Resitev (4.12) vstavimo v enatbo (4.9) in dobimo
konino oblike za funkcijo pomikov

Fel[aLGn+BirLGn +

+CK, (in) + DirKiin)] :Z iz (413)

Za rofitey nade naloge polrebujemo enatbe za vse
iliri komponente napetosti (3.13), vtem ko se od-
slej z=n komponente pomikov ne bomo ved zanimali.
V ta namen je treba poiskati vse potrebne odvode
funkcije pomikov (4.13), pa tudi njihove kombina-
cije, ki ustrezajo Laplaceovemu operatorju. Pri iem
si pomiagamo z rekurenénimi formulami za Besse-
love funkcije [4]. Vse te izraze posebej pripravimo
in jih vstavimo v enafbe (4.7). Arpumenti Bessslo-
vih funkecij pa niso odvisni samo od koordinate T,
termved tudi od HMevila n, ki izvira iz Fourierove
vrste. Zato bomo morali tudi konéne izraze za na-
petosti zapisati v obliki neskonénih vrst. Ko na-
kazani postopek lzvedemo do kraja, dobimo
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Slika 4.1
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Te reditve veljajo za vollo gred; pa tudi za polno,
¢e upodtevamo, da pri r = 0 nekateri cleni rastejo
nad vsako mejo. Ker pa vemo, da napetosti ostanejo
konéno velike, morajo biti konstante pri prizadetih
¢lenih niféne. Ko obravnavamo polno gred, mofamo
crtati vse d&lene, ki wvsebujejo Besselove funkeije
druge vrste oziroma postaviti v enasbah (4.14) do
(4.17)

Cpe=Dg =i {4.18)
Za polno pred ostaneta v njih samo dve zaporedji
konstant pri Besselovih funkeijah prve vrste, ki
jih bomo oznadili z 4, in B,'. V enadbah (4.14) do
(4.17) je treba 3e doloditi integracijske konstante,
Te izratunamo iz podanih robnih pogojev. Ti se za
prvi obremenitveni primer in votlo gred glasijo

(e} - s =—0pI2) ; (v = iR = 0 l

(4.19)

{'Jr}r =g =10 : {rrr}r -R = o ]
Te Stiri robne pogoje vstavimo v enacbi (4.14) in
{4.17) in dobimo 3tiri enacbe s Stirimi neznankami
Ap, By, Cy in Dy Za p (z) moramo seveda vstaviti

izraz (2.18).

Pri rofnem rafunanju Stevilénega primera smo
s& zaradi obfimost dela odlodli, da bomo v ne-
skonénih vrsiah, ki se pojavijajo v enacébah (2.18)
in (4.14) do (4.17) upoédtevali le prvih 3est ¢&lenov
=120 {4.20)
Zaradi tega smo se zadovoljili s priblifnimi rezul-
tati, kar amo napovedali #e v uvodu, Zanimajo nas
jeklene gredi, zato smo vzeli za Polssonove Stevilo

(4.21)
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Ostali podathkd, ki smo jih upoStevali v radunskem
primeruy, so tile:
Radialni -tlak na prvem paru vzmetnih -obrolev
p = 1000 kp/em?
Sirina vzmetnega obrofa a = 1 cm
Notranji radij votle gredi R = 1 em,
Presko¢ili smo obSimo delo z radunanjem inte-

n| A, i B, Ca i D,
'll_—_*z_ﬁiiéngma_:;isu 8| 737,7|565,5
|— 5934,8 | 1673,8 | 510,6
3| — 1667,8) 432,9| 305,2|418,7
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gracijskih konstant in navajamo samo rezultate,
zbrane v tabeli. Te sedaj vstavimo v enatbe (4.14)
do (4.17), ki so sedaj pripravljene za dolodanje
stanja napetosti v votli gredi.

Za Steviléno dolofanje stanja napetosti v votll
gredi smo si izbrali mrefo totk v cilindrifnih ko-
ordinatah in za vsako tofko izradunali iz zgoraj pri-
pravljenih enafbh vse Stiri komponente napetosti.
Slika 4.1 prikazuje potek komponent napetosti v
prerezu z = 2, ki je najbolj obremenjen.

Doloéimo Ze integracijske konstante 4, in B,"
za polno gred. Robna pogoja za prvi obremenitveni
primer sta sedaj

Eﬂrjr— R = —:P {I} ; {fﬂ}r - R = {I {4-22}
Vslavimo ju v enalébd (4.14) in (4.17) in dobimo dve
enalthi za dve nemnanki 4, in B, Za p(z) spet
vstavimo izraz (2.18). Spel upodtevamo samo prvih
Sest &lenov enadb v smislu (4.20) in izradunamo
integracijske konslante, ki so podane v tabeli. Te
podobno kakor pri votli gredi wstavimo v enafbe

n ! Ay By

1 | —21108,1| 6062,9
T 4023,0 10989
3| — 1086,8| 2742
4 | — 2864 660
51— 608| 128
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(4.14) do (4.17), le da sedaj upoftevamo pogoj (4.18).
Pri obfirnem rafunskem delu smo ravnali prav
tako kakor pri votli gredi. Tudi tu je gred najbolj
obremenjena v prerezu 2 = 2. Slika (4.2) prikazuje
tamkajsnji potek komponent napetosti.

5. Drugi obremenitveni primer. Votla in polna gred

WV drugem obremenitvenem primeru (torziji
gredi) je treba v skladu z izvajanji v tretjem po-
glavju rediti diferencialno enatbo (3.12)

(5.1)

in pri tem upostevati robne pogoje. V skladu =z
enatho (3.10) se sgormnja diferencialna enadéba za
pomik » glasi -

(Ve
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(5.2)
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V literaturi [2] najdemo njene elementarne reditve.
Iz istih razlogov kakor pri prvem obremenitvenem
primeru ravnamo tudi tu podobno, &esar ne kale
ponavljati. Pomik v dobi tole obliko

e [Ai’;[ir} + BK; [lr}]zir; 15 Em

pri éemer sta I; (A7) in K;(17) Besselovi funkeiji
prve oziroma druge vrsle in prvega reda, A in B
pa realni integracijski konstanti,

Enacbo (5.3) vstavimo v enacbi (3.9), pri femer
sl spet pomagamo z rekurenénimi formulami za
Besselove funkeije [4]. Tudi v tem primeru zapi-
fgemo iz istih razlogov kakor prej enafbe v obliki
neskondénih vrst. Po ureditvi sc enadébi za obe kom-
ponentl napetosti pokaZeta takile

g = Z IA,,' lI.,{j;r}— 2 nan
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z (5.4)
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V njih smo izpostavili skupni faktor i G in ga pri-
mnodili k prejinjima konstantama, tako da imamo
sedaj nove, omadene .z A," in B,".

Splofni reSilvi (5.4) drugega obremenitvenega
primera veljata za votlo gred. Za polno gred pa

dr Ter

I
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Slika 4.2

veljata, ko értamo tiste flene, ki pri = 0 rastejo
nad vsako mejo. Ko obravnavamo polno gred, mo-
ramo v enacbah (5.4) frtati Elene, ki vsebujejo Bes-
selove funkeije druge vrste, to se pravi postaviti
By =10 {5.5)
Tako ostane pri enadbah {(54) za polno gred samo
eno zaporedje konstant pri Besselovih funkcijah
prve vrste, ki jih bomeo cenadili z A",
Integracijske konstante v enatbah (5.4) zopet
dolotimo z robnimi pogoji. Ti se za drugi obreme-
nitveni primer in votlo gred glasijo
(Trodr = ar = £ (2)i(Tp)r =g = 0 (5.6)
Ta dva robna pogoja vstavimo v enadbi (5.4), pri
temer vstavime za t (z) enadbo (2.21). Dobimo dve
enatbi z dvema neznankama A.” in B,". Tudi tu
se omejimo v smislu (4.20) na prvih Zest &lenov.
Vse izhodne podatke vzamemo iste kakor pri prvem
obremenitvenenr primeru, dodatne pa 3¢ upofteva-
mo podatek (2.22). Po obdirnem roénem rafunanju

najdemo za konstanti 4," in B,"” vrednosti, ki so

| 1 |

work ool | g ey Y (e

i 6728 | 03 | 6152

2 2988 i f- L8 ] 278,2

3 1164 .| | 111,5

d 41,4 4, b | 40,2

] 13,8, { 3.4 11,3
- I_ MRS | 4

Mok gl e 14 1,7

podane v iabeli. Te vstavimo nazaj v enatébi (5.4),
ki sta sedaj dokonfno pripravljeni za dolotanje
slanja napetosti v votli gredi.

Zopet je potrebno obdirmo rofne radunanje
obeh komponent napetosti v toékah mrefe, ki smo
sl jo izbrali Ze pri prvem obremenitvenem pri-
meru. Tu navajamo le diagrama poteka napetost
v najbolj obremenjenem prerezu votle gredi z = 2
(slika 5.1)
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Slednji¢ dolodimo 3¢ integracijske konstante
A, za polne gred. Robni pogoj se v tem primeru
glasi

[Tru}r = xR = t {z) {5~T}
Vetavimo ga v enaébo (5.4), ki sedaj vsebuje edino
neznanko A,

V tabeli na strani 101 so izrafunane A,"' v ena-
kih pogojih kakor pri votli gredi. Ko vstavimo 4.
v enacbi (5.4) (seveda smo Ze upodtevali pogoj 5.51),
sta Hi sedaj nared za dolotanje komponent napetosti
v polni gredi.

Cisto podobne smo z rofnim raéunanjem po-
iskali velikosti komponent napetosti v to¢kah ko-
ordinatne mrefe. Na sliki 5.2 je prikazan njun potek
v prerezu z = 2, ki smo ga v dosedanjih izvajanjih
izbrali za prikazovanje.

6. Zakljufek

Ko so vemetni obro®i vpeti in-gredna vez pre-
naga vriilni moment, =& v votli ali polni gredi v
okolici vzmetnih obrofev pojavlja d&sto sploéno
stanje napetosii. Obe stanji zaradi prvega in dru-
gega obremenitvenega primera (poglaviji 4 in 3)
superponiramo, Prvi obremenitveni primer, to je
" radialna tlafna obremenitev gredi, prispeva 5tiri
komponente napetosti, Te so za neki izbrani prerez
grodi (z = 2) prikazane na sliki 4.1 za votlo gred
in na sliki 4.2 za polno gred. Drugi obremenitveni
primer, io je taingencialna obremenitev na zmanji
povriini gredi (torzija), pa prispeva dve kompo-
nenti napetosti. Na slild 5.1 sta prikazani za votlo
gred in na sliki 5.2 za polno gred — wsalkié v pre-
rezu gredi z = 2, Rezultirajofe stanje napetosti so-

Slika 5.2
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stoji torej iz vseh Bestih komponent lenzorja na-
petosti

O, Og, Oz, Trx, Trg 1N Ty (6.1}
Pri dimenzioniranju gredi si bomo morali pomagati
# eno izmed porufitvenih hipotez, kakor je to na-
vadnoe v nauku o trdnosti. Kratek potek dela bi
bil takle: najprej bi morali najti kritidne totke
v gredi, kjer je stanje napetosti za porusitev naj-
ugodnejie. Iz veeh Zestih komponent tenzorja na-
petosti je treba potem po znanih enafbah poiskati
tri glavne napéetosti

a5, 0z in a3 (6.2)
Slednjié je ireba s pomoé&jo ene od (primernih)
poruditvenih hipotez poiskati primerjalno napetost
0g ki mora biti manjsa od dopustne napetosti o4,
pri encosnem slanju napetostl za obravnavani ma-
terial

Lo = Ddap {53}
Ker je v poglavjih 4 in 5 podani radunsld primer
le priblizen, se ne bomo na tem mestu spuféali v
iskanje primerjalnih napetosti. Poudariti pa je
treba, da je kazno tej nalogl posvetiti vso pozor-
nost, kajti v ovbmodju vpetih vzmetinih obrotev se
pojavljajo komplicirana stanja napetosti, katerih
rezultat so nevarne konice, tako imenovane kon-
centracije napetosti.

Ce bi spremljali poteke posameznih komponent
napetosti vzdol? gredi (v smerl osi z), bi ugotovili,
da proti konou intervala vse komponente razen ene
hitro opadajo in postajajo nidne, Ostane le kom-
ponenta

Tou (6.4)

ki izkazuje tipiten linearni potek po prerezu gredi.
Ta ustreza &sti torziji okroglega prereza, znani iz
nauka o trdnosti. 3

Iz tega dela izhaja nedvoumen zakljudek, Me-
stom vpetja, kjer delujejo razmeroma velike sile,
je treba posvetiti vso pozornost Seveda naloga
dostikrat presega radunski okvir wvsakdanje kon-
strukterske dejavnosti. V takih primerih je naj-
primernejde za problem zainteresirati Sir%i krog
tehni®ne operative in zaupati raziskavo primer-
nemu raziskovalnemu indtitutu,
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