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Reševanje skeletnih konstrukcij, ki imajo horizontalne 
in vertikalne pomike vozlišč

E R V I N  P R E L O G
Prikazan je iteracijski postopek za reševanje skeletnih konstrukcij, ki imajo 

horizontalne in vertikalne pomike vozlišč. Zaradi horizontalnih obremenitev nepo
polnih skeletov nastajajo težave pri reševanju skeletov po Crossovi metodi, zato 
je avtor dopolnil to metodo z dodatnimi ravnotežnimi enačbami, ki skupno s Cros- 
sovo iteracijo omogočajo reševanje poljubno oblikovanih in poljubno obremenjenih 
skeletnih sistemov dosti enostavno in še za prakso priročno.

UVOD
Pri reševanju skeletnih in podobnih statično' 

večkratno nedoločenih konstrukcij v  praksi prav 
radi uporabljamo približne iteracijske postopke. Te 
metode omogočajo hitro in pregledno reševanje sta
tično večkratno nedoločenih sistemov. Porabljeni 
čas za reševanje takšnih konstrukcij je po navadi 
nekajkrat krajši od klasičnih metod. Dandanes med 
iteracijskimi metodami pogosto uporabljamo Cros- 
sov postopek, ki je eden najbolj uspelih metod za 
reševanje tovrstnih sistemov. Žal pa ta postopek 
ni vedno tako uporaben pri sistemih, ki imajo 
horizontalne etažne pomike, posebno pa se pojav
ljajo še težave pri t. i. nepopolnih skeletih.

Za nepopolne skelete imamoi skelete, kjer so 
izpuščeni bodisi posamezni stebri ali nosilci (sl. 1 b) 
ali pa so etažne višine posameznih polj skeleta 
različno visoke (sl. lc). S posebnimi težavami pa 
imamo' še opra,viti, če so takšni skeleti obremenjeni 
s horizontalno obremenitvijo, kar pa se zdaj, 
koi moramoi upoštevati tudi potresne obremenitve, 
dogaja reidno.

Pri metodi, ki jo obravnavamo v tem delu, 
skušamo pomanjkljivosti Crossovega postopka za 
takšne skelete izboljšati in prikazati v praktično 
razmeroma enostavni, a pregledno zgrajeni metodi. 
Pokaže se, da Crossova iteracija v tem postopku v 
splošnem nekoliko počasneje konvergira, vendar je 
sama iteracija toliko enostavna, ko si poprej iz
delamo vse potrebne začetne priprave, da postopek 
n,e povzroča nobenih težav pri praktični uporabi.

Osnovna ideja te metode je kombinacija Cros- 
sove metode za nepomična vozlišča s sistemom 
ravnotežnih enačb, ki jih dobimo1 iz posameznih 
prerezov konstrukcije. Teh enačb, ki jih rešimo- 
za vse iteracije samo enkrat, je toliko, kolikor 
pomičnih prostostnih stopenj ima posamezen ob

al b ) c)

ravnavani skelet. Pogostoma so te enačbe zelo pre
proste oblike, takoi da je njihovo' reševanje eno
stavno-, posebno še, kadar razpadejo v med seboj 
neodvisne skupine enačb. Za popolne skelete 
(sl. la), kjer se da ta metoda tudi s pridom upo
rabljati, pa so te enačbe povsem odvečne, kar1 še 
nadalje poenostavlja postopek.

OSNOVNE ENAČBE ZA NEPOPOLNE SKELETE
Kadar je obremenjen skelet z zunanjimi silami 

(oz. momenti), nastopajo v vozliščih skeleta mo
menti, ki se pojavljajo, zaradi zasuka in pomika 
vozlišča. Pri Crossovem postopku jemljemo za za
četno stanje skelet z nepomičnimi vozlišči. Ce 
obremenimo' tako fiksiran skelet z zunanjo' obre
menitvijo,, dobimo v vozliščih vozliščne momente 
Mij, imenovane tudi gonilne momente. Le,-te mo
ramo' postopoma od vozlišča do' vozlišča izravna
vati, tj. uravnovešati. Kolikor dopuščamo' samo 
zavrtitev vozlišča, velja za ta Crossov postopek 
znana iteracija (glej npr. [1], [2]).

Ponovimo' na kratko — zaradi poznejših apli
kacij — ta postopek!

Gonilni moment razdeljujemo v vozlišču i 
po razdelilni enačbi

M i j '  =   f J i j M i j  ( 1 )

Tu je М ц  gonilni moment, ki pripada vozlišču i; 
koeficient џц pa je razdelilno število, ki ga dobimo 
iz togosti nosilcev' in je

к ц
pa  =  —  (2)

K i

V enačbi (2) je кц togost nosilca ij, ki je

kij —
aEI
U c

(3)

Slika 1

kjer je
a 4 za obojestransko vpeti nosilec, 
a = 3 za enostransko' vpeti, na drugi strani 

pa členkasto priključeni nosilec.
Dalje je še

I — vztrajnostni moment nosilca 
lc — poljubno izbran primerjalni vztrajnostni 

moment.



Koeficient K; pa je vozliščna togost in, je vsota 
togosti vseh nosilcev, ki se stikajo v obravnavanem 
vozlišču, torej

K, — 2  (4)
Hkrati Z, razdelitvijo1 momentov v vozlišču i  pa se 
pojavljajo  ̂ še v vseh sosednjih vozliščih, prenosni 
momenti, ki jih dobimo po prenosni enačbi

M a =  yM ;jr = уџц Мјј (5)

Koeficient y je prenosno število in je 
y — 0,5 za prenos v vpeto1 vozlišče,
7  =  0 za prenos v členkasto' vozlišče.

Ce skelet ni izpostavljen pomikom vozlišč, bi takš
na zaporedna iteracija, razdelitve in prenosa po 
nekaj krogih privedla do« izravnave vseh gonilnih 
momentov v vozliščih, s čimer1 bi bili momenti 
v skeletu znani. Končne momente dobimo namreč 
s seštevanjem vseh razdelilnih momentov na po~ 
sameznih krajiščih nosilcev.

Pri splošnih obremenitvah skeletov pa nasta
jajo razen vozliščnih momentov še dopolnilni mo
menti v stebrih zaradi horizontalnih pomikov in 
dopolnilni momenti v nosilcih zaradi morebitnih 
vertikalnih pomikov vozlišč. Ti momenti poveču
jejo (ali zmanjšujejo) vozliščne momente' in jih je 
treba upoštevati pri izravnavi gonilnih momentov.

Dopolnilne, momente dobimo takole: Naj ima 
poljuben skelet n  etaž in s polj. Naredimo prerez 
čez stebre v i-ti etaži (sl. 2).

Med zunanjo' obremenitvijo nad prerezom,
П

Qi° =  2  Si (6)
i = i

in prečnimi silami v stebrih T,-,- (j = 1,2 . . .  s) velja 
ravnotežna enačba

Qi° =  2  Tij, (7)
) =  i

ki sestavlja osnovno enačbo za izračun, dopolnilnih 
momentov.

Če je relativni premik i-te etaže Ai — A;—/, te
daj velja med prečno silo Ty stebra ij in pomikom 
Ai — Ai—i  znana enačba [1] 

bEIj --
Ta  = -----’- (A i  —  A i- j)  (8)

hi3

n

S i.i

S i  t

I 7 Т Г

2
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I 2 3 . . . .  J S

kjer je
b = 12 za, obojestransko vpeti steber 
b — 3 za enostransko' vpeti, na, drugi strani 

pa členkasto' priključeni steber.
Podobna enačba velja med momentom Мц v 

stebru in pomikom stebra
cFI- — —

Mtf« =  MifP =  — j  (Ai — Ai—/) (9)
h i

kjer je
c =  6 za, obojestransko' vpeti steber, 
c =  3 za enostransko' vpeti, na drugi strani pa 

členkasto priključeni steber1 (pri členku 
je tudi Mp = 0!).

Obe enačbi (8) in (9) zapišemo še nekoliko 
drugače v obliki

T/j =  — hIA (E lc (A, —  At-,)] 
K2 lula

ali
T a = —  (A, — A,—,)

hi2
(10)

kjer je
b ij

г ц  = ------
hi lc

(11)
in

Ai A i—j — E l c (Aj A,—,) (12)
Podobno dobimo za momente

Мц*д =  MifP =  ^  (Ai — A,-,)
hi

(13)

in je
C  Ij

Pii = w  hi Ic
(14)

Sedaj vstavimo' vrednosti iz enačbe (10) v ravno
težno enačbo (7). Tako je

s'

J =  1

ali še z upoštevanjem enačbe (6)
П S

Si =  rS. (Ai — A;-,) (16)
/  , h i 2 

i - i  3=1
V tej enačbi so neznanke A, — A,-—/; torej pomiki. 
Posebej poudarimo, da je potrebno levo stran 
enačbe razlagati smiselno: Vsota Si zajema vse sile 
v horizontalni smeri, ki jih zajame izbrani prerez. 
Tako' je npr. na sl. 3, za prerez I — I

2  Si = S g .
Na prerezu II — II pa je

2 S; = S j  +  iS-? S i  +  S o .

Podobno velja tudi za desno' stran, kjer je treba 
v vsoti upoštevati vse prerezane stebre. Kolikor bi 
izbirali zaradi potrebe vertikalne prereze, veljajoSlika 2
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enake ugotovitve za vertikalno obremenitev ozi
roma za prerezane nosilce (glej primer 2).

Enačb (16) za pomike je toliko, kolikor smo 
izbrali p re re zo v ,  teh pa moramo izbrati zopet toliko, 
kolikor p o m ič n ih  prostostnih stopenj ima skelet. Če 
zdaj iz enačb (16) izračunamo relativne pomike
A\ — /I*_/ in dobljene rezultate vstavimo' v enačbo
(13), dobimo že dopolnilne momente v vozliščih 
skeleta.

Zdaj izvedemo prvo Crossovo1 iteracijo s tem, 
da upoštevamo', da sestavljajo zdaj g o n iln e  m o 
m e n te :  z a č e tn i m o m e n ti  in pravkar izračunani do
p o ln iln i m o m e n ti.  Razdelitev po enačbi (1) in pre
nos po enačbi (5) dasta že prvo Crossovo iteracijo' 
(takoi bomo v prihodnje imenovali razdelitev in 
prenos). Grossova iteracija povzroča, v stebrih n o ve  
momente, ki pa nisoi v r a v n o te ž ju  z zunanjo' obre
menitvijo, kar ima za posledico' nov pomik vozlišča. 
Ta pomik je treba pred nadaljnjo' Crossovo1 itera
cijo' uravnovesiti z n a sp ro tn o  delujočo' etažno 
obremenitvijo (Q/»).

To obremenitev lahko določimo hitro. Za vsak 
prerez izračunamo po znani enačbi prečne sile v 
stebrih. Te dobimo po enačbi

Ti/b =  —  (Mif9 +  MifP) (17)
hi j

kjer sta M™ in M/  momenta, ki jih je dal prvi 
krog Crossove iteracije. Prečne sile, izračunane po 
enačbi (17), pa vstavimo v že znano enačbo (7), 
toda z nasprotnim predznakom, torej

Qf»  =  — T i/»  =  — “  {Mi/e +  Miff)  (18)

Zdaj izračunamo po enačbi (16) še relativne pomike

oziroma

(19)

(Ai —  zli-j) =
Z .  hi j

(M,fo +  Miff)  (20)

Izračunane pomike vstavimo v enačbo (13), pa 
že dobimo nove d o p o ln iln e  momente, ki jih zdaj 
skupno s še neizravnanimi momenti izravnamo. 
S tem je končan drugi krog Crossove iteracije. 
Zatem celotni potek ponovimo. Iteracijo ponavljamo 
tolikokrat, da dosežemo dovolj majhne ostanke. 
Rezultirajoče momente dobimo naposled s sešteva

njem vseh momentov, ki jih vsebuje pripadajoča 
kolona Crossove iteracije.

Iz opisanega postopka vidimo, da je potrebno 
v primeru pomičnih skeletov med vsak krog Cros
sove iteracije vključevati računanje d o p o ln iln ih  
momentov.

Podajmo zdaj še pregled operacij celotnega 
postopka.

1. Določanje konstant skeleta (tabela konstant).
a  E l k

h l c
9 K  = 2  к ц , Џ =

K

b h C l jTjj — P ij  —■
h i l e H} I c

2. Določanje začetnih momentov.
a) Momenti polne vpetosti — za nosilce in 

stebre, ki so obremenjeni v polju.
b) Dopolnilni momenti.
a) Izpisovanje ravnotežnih enačb, za vsak 

prerez (prerezov je toliko, kolikor je prostostnih 
stopenj)

2  Тц =  2  Si (A)
ß) Določanje pomikov iz enačb

2  (d; —  A i-{)  —  =  2  S; (B)
h ?

y) Določanje' dopolnilnih momentov po' enačbi

Mif f  =  Miff  =  — (Ai — di_;) (C)
hi

3. Prva Crossova iteracija.
a) Razdelitev po enačbi

M i/r\  = — џд Mg (D)
b) Prenos po enačbi

Mi/Pl =  y M i/»  (E)
4. Določanje dopolnilnih momentov.
a) Določanje prečnih sil

Ti/» =  — —  (Mi f f  +  Miff)  (F)
h g

b) Določanje premikov iz ravnotežnih enačb

Z  —  (M ifs  +
h i j

V  r j L  ( A / »  —  A ^ / » )  =
/ L h f

+  MifP) (G)
c) Določanje dopolnilnih momentov po enačbi

Miff  =  (A/» — A i-/» )  (H)
h i

5. Druga Crossova iteracija (kakor točka 3).
6. Določanje dopolnilnih momentov (kakor 

točka 4) itd.
7. Sumiranje momentov.
8. Kontrola.
9. Risanje diagramov upogibnih momentov.



Na naslednjih primerih si bomo ogledali nekaj 
značilnih primerov, ki bodo pokazali celoten teh
nični postopek. Ta naj bo čimbolj sistematičen z 
vmesnimi kontrolami ob vsaki pomembnejši fazi 
dela.

1. PRIMER
Na sl. 4 je  narisan enoetažni skelet, k i im a dve 

polji. Ta skelet im a eno samo pomično prostostno 
stopnjo, nam reč horizontalni pom ik Aj.

2 2 J  4 2  J  6

Slika 4

Tabela konstan t je  podana v  tabeli I. P rim erjaln i 
vztra jnostn i m om ent j e Ic =  I.

TABELA I. K onstante

E lem ent h,l I I  Ilc a K b C Г ј ј Pii

12 5 2 I 2 4 1,6 12 6 4,80 2,40
34 3 I 1 4 1,333 12 6 4,00 2,00
56 6 3 I 3 3 1,5 3 3 1,50 1,50
24 4 2 I 2 4 2,0 — — — —
46 5 21 2 4 1,6 — — — —

Razdelilne koeficiente, pomnožene s 1000, n a 
pišemo v shem i na sl. 5.

Sl. 5. Shem a џ  k  1. prim eru

Zdaj določimo še splošne izraze za m om ente v  stebrih . 
Te dobimo po enačbi (C). Tako je  npr.

M ,2 =  M 21 =  — . 1,475 S 2 =  0,709 S;
5

N adaljn ji m om enti so zaradi p regleda vneseni v ta 
belo II, k a jti ti obrazci bodo v rab i p ri vseh n ad a ljn jih  
iteracijah .

TABELA II

M om ent E načba
I t e r a c i j e

0 1 2

100 S; 360 37 — 3

M21 — M n 0,709 S; 258 26 — 2
M 34 — M 43 0,984 S; 354 36 — 3

M 65 0,369 S, 133 14 — 1

V tabeli smo še vzeli silo S ; v velikosti 100 S j  tako, 
da so m om enti p ri crossiran ju  cela števila in p rik azu 
jejo dobljene številke vrednosti m om entov v M p cm!

S tem i začetnim i p rip ravam i preidem o k  1. Cros- 
sovni iteraciji. To izvedemo v posebni delovni shem i 
(s l .  6).

Sl. 6.' Delovna shem a k  1. prim eru

V delovno shemo vnesem o začetne in p rav k ar dob
ljene dopolnilne m om ente. P ri tem  označimo m om ente, 
ki v rtijo  v  naspro tn i sm eri g iban ja  kazalca na uri, za 
pozitivne.

Ponovim o začetek crossiranja! Tako je npr. v vo
zlišču 2 gonilni m om ent

Določanje začetnih momentov. Sila F =  
povzroča vpetostna m om enta v vpetem  stebru

6M p

M ;2 =  6 .5  . -

M 21 — 6 . 5 , -

©
©

=  2,88 Mpm 

=  4,32 Mpm.

M2 =• — 432 +  256 =  — 176
Ta m om ent razdelim o po enačbi (D) na iz ravnalna  m o
m enta

M27 =  — 176 (— 0,445) — 78,
M 24 =  — 176 (— 0,555) =  98.

P renosna m om enta pa sta  po enačbi (E)

Določanje dopolnilnih momentov. H orizontalna 
sila F, reducirana v  vozlišči 1 in  2, da v  vozlišču 2 
horizontalno silo

R o
S f =  —— =  3,6 Mp 

5
Če prerežem o skelet s prerezom  I — I, dobimo ravno
težno enačbo za zgornji del prereza (enačba A)

T /2 +  T34 +  T56 =  S/
Enačba (B) se glasi

—  (Л , - 0 )  +  ^ ( ^ - 0 ) + ^ ( ^ - 0 )  =  S j  
52 32 62

ali po ureditv i
A j  =  1,475 S j

M l2 — 0 ,5 .78 =  39 ; M 24 =  0 ,5 .98 =  49 .
Podobno ravnam o v vozliščih 4 in  6. V znak izravnave 
m om entov za posam ezna vozlišča podčrtujem o iz rav 
nalne m om ente. Račun je  še preglednejši, če tu d i po
sebej označimo (npr. z drugačno barvo) začetne in do
polnilne m om ente; p ri naših  delovnih shem ah jih  
bomo označevali z debelo tiskan im i številkam i.

V vozliščih 1 do 6 so se pojavili po crossiran ju  
novi m om enti v stebrih, tako  n p r .: M 2I =  +  78 ; 
M ]2 —• 39 itd., ki niso v ravnotežju  z zunanjo  obre
m enitvijo. Zato preidem o v skladu z izvajan ji — k  do
ločanju ravnovesnih dopolnilnih m om entov.

Po enačbah (F) in  (A) je  dopolnilna obrem enitev

S;W =  — Г- (78+39) +  - ( — 109 — 54)+ -  33)1 =  +37
L5 3 6



D obljeno v rednost vnesem o v tabelo  II, kolono »1« 
in  izračunam o tud i še m om ente v  stebrih . R ezultati so 
podani tu d i v  te j tabeli.

Zdaj preidem o k drugi Crossovi iteraciji. D obljene 
m om ente v  stebrih  prenesem o v delovno shemo in jih  
izravnam o skupno z vsem i še neizravnanim i m om enti. 
Tako je  npr. v vozlišču 2 gonilni m om ent

M2(0 =  — 82 +  26 =  — 56 itd.
Po končani ite rac iji (izravnava in  prenos) določimo 
ponovno po enačbah (F) in  (A) dopolnilno obrem enitev. 
Tako je
S ,(2) — — [1(25 +  1 3 ) +  - ( — 9 — 4)+ - (—4)1 =  — 3 

L5 3 6 J
D obljeno vrednost vnesem o v tabelo II, kolono »2«, 

k je r zopet dobimo dopolnilne m om ente. Ponovna Cros- 
sova ite rac ija  da že zadovoljivo m ajhne ostanke, tako 
da niso po trebn i n ad a ljn ji • krogi iteracije. Seštevek 
m om entov v  posam eznih kolonah da že končne re 
zu lta te  za vozliščne m om ente.

K ontro la horizon taln ih  sil da po enačbi (F)

360 ä ; +  [ -  (— 45 +  622) +  -  (272 +  329) +  -. IO9I =  334 
L5 3 6 J

D obljeni rez u lta t se za 26 kp razliku je od n a tan č
ne vrednosti.

Izvedeni p rim er je  pokazal, da so že tr ije  koraki 
Crossove ite racije  dali povsem zadovoljive rezultate. 
Na sl. 7 so še narisan i d iagram i upogibnih m om entov.

2. PRIM ER
N a sl. 8 je  narisan  skelet, k i im a dve pom ični 

p rostostn i stopnji, eno v  sm eri nosilca 3, 5, 7 in  eno 
vertik a ln o  v  sm eri steb ra  5, 4.

TABELA III. K onstante

E lem ent h,l I I/Ic a k b C гц Pii

12 3 21 2 4 2,667 — — • — —

23 2 21 2 4 4,00 12 6 12,00 6,00
45 2 I 1 4 2,00 12 6 6,00 3,00
67 2 I 1 4 2,00 12 6 6,00 3,00
35 2 21 2 4 4,00 12 6 12,00 6,00
57 3 2 I 2 4 2,667 12 6 8.00 4,00
24 2 21 2 4 4,00 12 6 12,00 6,00
46 3 2 I 2 4 2,667 12 6 8,00 4,00

500
500

4.00 460 310 
230

2.667 570
430

230 2.667 *20
660 310 --------- ‘---- --------- 5 70

Sl. 9. Shem a [л k  2. prim eru  

a) a ,

T23 r<5

T35 * S2

b)
T261 I

A?j I

Тб7

Ir«

Slika 10

S lika 8

Ko si določimo tabelo  k o n stan t (tab. III) in  she
m o razdeliln ih  koeficientov (sl. 9), preidem o k  dolo
čan ju  dopolnilnih m om entov. Z ačetnih  m om entov ske
le t nim a, k e r  delu jejo  vse obrem enitve samo v voz
liščih  skeleta.

D oločanje dopolnilnih m om entov. K er im a skelet 
dve pom ični prostostn i stopnji, izberem o prerez I — I 
in II—II za zapis osnovnih ravnotežn ih  enačb (A) 
(sl. 10 a, b). Tako je

T 2 3  +  T 4 5  +  T t:7 —  s l

T35 + T24 — ти T5 7 = s2

Z izpisovanjem  enačb (B) pa je

(Z1 0) — + ( / j ; — 0) — + ( Л ј — 0) — =  S j
22 22 22

(A2 -  0) -  +  (A2 -  0) — - (0 -  A2) -  -  (0 -  a 2) ^ -  -  s 2
22 22 32 32

Rešitev obeh enačb da
A j  =  0,167 S j  
A2 — 0,129 S2

M om ente v steb rih  in  nosilcih dobimo zdaj po enačbi 
(C). Tako je

M 23 =  0,5 S j

M ,5 — M tf =  -  A j  — 0,25 S ,

M 35 — M  51 -  A2 =  0,385 S2 
2

M sr =  M 4e =  i  (0 — zl2) =  — 0,172 S2 

Te vrednosti vnesemo v  tabelo IV.



TABELA IV

Enačba
ITERACIJA

0 1 2 3 4

Si — 200 158 90 44 20

s 2 — 400 196 92 44 16

M  93 0,5 S; 100 79 45 22 10

M 45> Mf>7 0,25 Sj 50 40 23 11 8
M,V>> M24 0,386 S2 154 76 35 17 6
M.17, м 4в — 0,172 S2 —69 —34 —16 --8 —3

S temi začetnim i prip ravam i se oprimemo prve Cros- 
sove iteracije. M omente iz kolone 0 vnesemo v de
lovno shemo (sl. 11) (drugih začetnih m om entov na 
skeletu ni), tu  pa opravim o že znano iteracijo.

Sl. 11. Delovna shema k 2. prim eru

racijo  itd. Š tir je  krogi so potrebni, da so o stank i po 
zadnji ite rac iji dovolj m ajhni.

R ezultirajoči m om enti so podani v  shemi, n a r i
sani pa na sl. 12.

K ontrola prečn ih  sil je  naslednja. P rv a  ravno težna 
enačba da

2.00 ^  i  (— 0,37 +  0,02 +  0,70 +  0,64 +  1,45 +  1,50) =
=  1,97,

d ruga pa
4.00 ä ; i  (0,33 +  1,03 +0,95 +  1,19) — H — 1,72 — 1,45 —

— 1,83 — 1,52) =  3,92 
Oba rezultata, se zopet dobro u jem ata.

3. PRIM ER
N arisani skelet im a štiri horizontalne pom ične 

prostostne stopnje (sl. 13).

S lika 13

Novi krog računa pričnem o z določanjem  dopol
nilnih obrem enitev S rU) in S2P). Po enačbi (F) dobimo

S/O =  — [-(—  127 —  36 —  64 —  71) +  - (—  16 —  10 —  
L2 2

—  8 —  21) +  ̂  (13 +  6 +  7 +  11) J =  158

S2P) =  —  [i (—  127 —  16 —  64 —  33) +  -  (—  71 —  21 —  
L 2 2

—  36 —  42) —  i(—  22 +  9 —  11 +  17) — i (— 28 +
3 3

+  8 —  14 +  15) J =  196

Obe vrednosti vnesemo v tabelo IV, kolono »1« in 
določimo m om ente v steb rih  in nosilcih po enačbah, 
ki so podane v tej tabeli. D obljene m om ente vnesemo 
v delovno shemo, k je r opravim o drugo Crossovo ite-

TABELA V. K onstante

E lem ent l I I/Ic a k b C Г Ц V i j

12; 23 4,5 I 1 4 0,890 12 6 2,866 1,333
45;78;910 
1011;1112 3 I 1 4 1,333 12 6 4,000 2,000

56; 67 1,5 I 1 4 2,667 12 6 8,000 4,00
23 6 1,5 1 1,5 4 1,00
38 6 I 1 4 0,667

511; 711 5 1,5 Z 1,5 4 0,80
812 5 I 1 4 1,20

Začetnih m om entov polne vrednosti skelet nim a, saj 
delu je jo  vse obrem enitve sam o v vozliščih. Dopol
n ilne m om ente v steb rih  pa dobimo iz š tirih  ravno-
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težn ih  enačb, ki izhajajo  iz prerezov I — I do IV — IV 
na sl. 13.

T 23 +  T 78  +  T 1 1 I2  —  S 4

Tfi7 +  T i m  — T 78 — T i m  — s,
T 45 +  Tnro — Tm — T J01i  =  S; (a)

T j-2 +  T 45 +  Tnl0 — S j +  S-2 +  S-j +  S 4 

Z upoštevanjem  enačbe (B) dobim o

---- (A4 — A2) H----- 4 (A4 — A:l) — S4
4,52 32

—  (A3 — A2) +  — (A3 — A j) — — {A j — A ,5) 2 =  S2 
1,52 32 32

2 d j — ----- (d 2 — ^ 7) — * (A 2 — A j) - S j
32 1,52 32

2,666 . , „ 4,00 ,d2 +  2 —  4-1
4,52 32

S  i +  S-> -f- S j +  S.)

Po u red itv i izhaja
1,0204 d i —  0,8888 A 3  —  0,1316 A 2 =

— 0,8888 A4 +  4,887 A3 — 3,555 A2 —  0,4444 A j =  S3 
— 0,444 A3 —- 3,555 A2 +  4,887 Aj =  S t 

0,1316 A2 +  0,8888 A j =
=  S J +  S 2 +  S  2 +  S 4

R ešitev  teh  enačb v  odvisnosti od S r, S2, S :: in  S t 
je  podana v naslednji tabeli VI.

TABELA VI

s , S 2 S3 S*

Лг 0,984 0,952 0,956 0,956

A 2 0,952 1,167 1,144 1,147

A3 0,956 1,143 1,366 1,340
a 4 0,955 1,146 1,337 2,300

Z ačetne dopolnilne m om ente dobimo po enačbi (C). 
Tako je  npr.

M  2 2 —  IR ,7 2 —  ■
1,333 ( A 4 —  A 2) =  0,297 (A4  — A2)

TABELA V III

Cikel Sj [Mp]
M o m e n t i v s t e b r i h

23 78, 1112 67 56 1011 12 45,911

2,00 0 0 2 —17 —4 56 132
1,50 —1 0 —9 86 19 52 95

0 1,80 10 —3 107 90 50 62 115
0,50 17 32 26 25 13 17 32
2 27 29 126 184 78 H-1 co 374

—3,11 0 0 —3 +26 +  6 —98 —204
1,82 —1 0 —12 105 23 63 116

1 2,09 12 —4 124 105 58 71 133
0,73 25 47 38 37 19 25 47
2 36 43 147 273 106 62 92

—2,03 0 0 —2 +17 + 4 —57 —133
+  0,65 0 0 —4 37 8 23 41

2 1,61 9 —3 95 81 44 55 102
0,49 17 31 25 25 13 17 31
2 26 28 114 160 69 38 41

- 1 ,4 0 0 —1 12 3 —39 —92
0,25 0 0 — 1 14 3 9 . 16

3 1,19 7 —2 71 60 33 .41 76
0,33 11 21 17 17 8 11 21
2 18 19 86 103 47 22 21

—0,95 0 0 —1 +  8 +  2 —27 —62
0,09 0 0 —1 5 1 3 6

4 0,84 4 —2 50 42 23 28 54
0,24 8 15 12 12 6 8 15

2 12 13 60 67 32 12 13

—0,65 0 0 —1 5 1 —18 - ^ 3
0,06 0 0 0 3 1 2 4

5 0,58 3 —1 34 29 16 20 37
0,15 5 10 8 8 4 5 10

2 8 9 41 45 22 9 8

—0,44 0 0 0 4 1 —12 —29

0,05 0 0 0 3 0 2 3

6 0,39 2 —1 23 20 11 13 25

0,10 3 6 5 5 3 3 6

2 5 5 28 32 15 6 5

—0,31 0 0 0 3 0 —8 —20

0,04 0 0 0 2 0 1 2

7 0,27 1 0 17 14 8 10 18

0,06 2 4 3 , 3 2 2 4

2 3 4 20 22 10 5 4



Z vstav ljan jem  prem ikov iz tabele VI v to enačbo 
izhaja

М 2Л =  M32 =  0-297 (0,003 S , — 0,021 S2 +  0,1938 S3 +

+  1,153 St)

Podobno dobimo vrednosti še za druge mom ente. Re
zu ltati so zbrani v tabeli VII.

TABELA V II

M o m e n t i  v s t e b r u
23 78 67 56 1011 12 45

s , 0,1 0 1,0 —8,5 - 1 ,8 28,2 65,6
S2 —0,6 0 —6,4 57,5 12,7 34,6 63,5
S3 5,7 - 1 ,9 59,4 50,0 27,5 34,0 63,6
S4 34,2 64,0 51,5 50,9 25,6 34,0 63,6

S tem i začetnim i p rip ravam i preidem o zdaj k posam ez
nim  krogom Crossove iteracije. Za podano obrem enitev 
S  i  do S 4 izračunam o s pomočjo tabele V II začetne do
polnilne m om ente v stebrih. Te vrednosti so podane 
v tabeli V III (na str. 43) v vrsti, k i je  označena s 2.

Po prvi Crossovi iteraciji m oram o določiti po 
enačbi (F) prečne sile v stebrih . R ezultati so zbrani 
v tabeli IX  v koloni »1«. Iz teh  rezu ltatov  in  ravno
težnih enačb tega prim era pa dobimo nove dopolnilne 
obrem enitve S-r T e'so  zbrane v  tabeli X. v koloni »1«.

TABELA IX. Prečne dopolnilne sile

h 1 2 3 4 5 6 7

T Z3 4,5 27 9 6 6 3 2 1
T7S 3 24 21 12 8 5 3 2
T ttt2 3 22 19 15 10 7 5 3
Тв7 1,5 175 163 122 86 59 40 27
T,on 3 80 38 24 16 11 7 5
T56 1,5 362 229 149 99 67 46 31
TlZ 4,5 22 8 4 2 1 1 1
T45 3 65 33 18 11 7 5 3
Trno 3 66 31 15 9 6 4 ‘ 2

TABELA X. Dopolnilne sile  Sž

Si E n a č b a

Si
s 2

S,
s ,

T45 +  Tffjg — Tsr> — 
T 12 +  T56 — T23 —
Tß7 H' Tfiif; — T7fl- 
T» +  T 78 +  T Jtt2

■ Tm i
Тв7

— T rm

Si
I t e r a c i j a

1 2 3 4 5 6 7

Sl —311 —203 - -140 --95  —65 —44 —31
$2 182 65 25 9 6 5 4
s.i. 209 161 119 84 58 39 27
s 4 73 49 33 24 15 10 6

Sl. 15. Delovna shem a k 3. prim eru



D opolnilne vrednosti sil vstavim o po enačbah v ta 
beli V II v  tabelo  V III (cikel 1). S tem i m om enti prične
mo drugo Crossovo iteracijo . Zdaj se cikli ponavljajo  
v zapored ju

Z aradi posebno neugodnih togostn ih  razm er v stebru  
56 in 67 je po trebn ih  celo 7 iteracij, da dosegamo n a 
pake le okoli 5 odstotkov.

Na sl. 16 so n arisan i diagram i upogibnih m o
m entov.

NORMALNI SKELET

Pri normalnih skeletih s horizontalnimi pomiki 
se prikazani postopek še precej poenostavi. Med 
drugim ni pri tovrstnih skeletih potrebno niti iz
pisovati niti reševati nobenih sistemov enačb. Si
stem reševanja skrčimo na en sam vmesni dodatni 
postopek pri navadni Grossovi iteraciji.

Naj ima skelet n etaž in s polj (sl. 17). Zunanje 
obremenitve Si naj delujejo v vozliščih skeleta. 
Kolikor pa delujejo sile tudi v poljih stebrov, jih 
na znani način reduciramo v sosednji vozlišči.

Prerez I — I npr. na sl. 17 da enačbo
П  S

Qt°  =  2  =  2  Ta  , (21)
i = l  j = l

ki jo že poznamo. Če za Т ц  vstavljamo znano 
enačbo (15), dobimo

Qi°
bj E Ij 

h;3
(Ai — At-i)

oziroma iz te enačbe

Ai " Ai—1
hi3 „  1— Qi° . -------
E 2  bj Ij

Ker so momenti v stebrih podani z enačbo (9)

M az3 =  Mi f P =
c j E Ij

h?
(Ai — Ai-j),

izhajajo dopolnilni momenti v etaži i v obliki
C j  I j

Мц*9 =  M aw  =  hi Qi'
Z b j l j

(22)

ali če še označimo razmerje vztrajnostnih mo
mentov s

Cj Ij 
2  bj Ij

(23)

izhaja preprosta enačba za izračun začetnih dopol
nilnih momentov

Mifs = MijsP = hi Qi° sij (24)
Kadar so vsi stebri obojestransko vpeti, se enačba 
(23) še glasi

Sij
Ij

2 2  Ij
(23a)

Ko z začetnimi momenti, ki so podani z enačbo (24) 
in morebitnimi momenti polne vpetosti, opravimo 
prvo Crossovo iteracijo, dobimo dopolnilno obre
menitev Q;(J) z enačbo (18), torej

Qi«1) --------- 2  (Mi/ а  +  Mi/P) (25)
hi i

oziroma takoj dopolnilne momente po enačbi (24), 
ki se zdaj glasi

MijVM = Mij^sp = _  Sij 2  (Mi/9 + MijsP) (26)
3

Nadaljnji postopek je znan. Z vstavljanjem do
polnilnih momentov iz enačbe (26) v delovno 
shemo lahko opravimo drugo Crossovo iteracijo, 
nato ponovno izračunamo dopolnilne momente po 
enačbi (26) in izvedemo tretjo Crossovo iteracijo itd.

Ko so' ostanki itaracij e dovolj majhni, preidemo' 
k seštevanju momentov posameznih kolon. Ti se
števki pa daj O', kakor je že znano, končne momente 
v skeletu.



4. PRIMER.
Skelet, ki spada v skupino popolnih skeletov, im a 

dve pomični prostostni stopnji: horizontalni pomik, 
zgornje in  spodnje etaže (sl.18).

V tabeli XI so zbrane konstante. K er so vsi stebri 
obojestransko vpeti, smo upoštevali enačbo (23 a) za 
določanje koeficienta s;j-.

TABELA XI

Elem ent l I V h a K r SU

45 4 I 1 4 1,00
-1,51

0,333
78 4 0,5 I 0,5 4 0,5 0,167

58 5 21 2 4 1,6 — —

12 5 I 1 4 0,8 0,100
34 5 21 2 4 1,6 ■5,01 0,200
67 5 2 I 2 4 1,6 0,200

24 4 I 1 4 1,0 — —
47 5 I 1 4 0,8 — —

Shem a razdeliln ih  koeficientov pa je  podana na 
sl. 19. V to shemo vnesemo tud i koeficiente sy (vred
nosti v oklepajih).

Sl. 19. Shem a џ  k 4. prim eru

Začetni m om enti polne vpetosti so dani v ta 
beli XII.

TABELA X II

Elem ent O brem enitev M±ri. nr M L M D

58 q =  3 Mp/m 9,38 6,25 6,25
47 F  =  2 Mp 2,40 0,96 1,44
12 F  =  3M p 3,60 1,44 2,16

Začetni dopolnilni m om enti p a  so po enačbi 
(24) npr.:

M f 5 =  0,333.4.4 =  5,34 M pm 
M n  =  0 ,100 .5 .5 ,8  =  2,90 Mpm, itd.

Te vrednosti vnašam o d irek tno  v  delovno shemo 
(sl. 20) skupno z začetnim i m om enti polne vpetosti.

Sli. 20. Delovna shem a k 4. prim eru

Sedaj izvedemo prvo Crossovo iteracijo . Po konča
nem  krogu določimo z uporabo enačbe (26) takoj do
polnilne m om ente M i}V)za =  M y(i)sp, n a k a r  opravim o 
že drugo Crossovo iteracijo . N ato poslednji krog po
navljam o še tr ik ra t. V delovni shem i so podani rezu l- 
tira joči m om enti. Na sl. 21 pa so narisan i d iagram i 
upogibnih m om entov.

4,19

Slika 21

K ontrola v spodnji etaži da po enačbi (25)

5,8 s» -  (2,33 +  6,14 +  3,95 +  6,89 +2,49 +  6,20) =  
5



5. PRIM ER. TABELA XIV
S kelet na sl. 22 je  obrem enjen povrh  horizontal

nih sil S 7 do S5 še z vertikaln im i enakom ernim i obtež
bam i q T =  1,0 Mp/m, (J2 =  2,0 M p/m  in q3 =  3,0 Mp/m. 
K er so steb ri in  nosilci v  vsaki etaži enak ih  dim enzij, 
dobi tabela konstan t obliko (S-stebri, N-nosilci), k a 
kršno  kaže tabela X III.

Začetni m om enti polne vpetosti pa so podani v ta 
beli XIV.

Začetne dopolnilne m om ente dobimo po enačbi 
(24); tako je  npr. za steb re v 5. etaži

Mzg =  Msp =  3 .0 ,2 .0 ,1667 =  0,10 Mpm itd.
Če tud i te  v rednosti vnesem o v delovno tabelo, lahko 
pričnem o s prvo Crossovo, iteracijo . D opolnilne m o
m ente za drugo ite racijo  dobimo po enačbi (26). Ob 
s tran i delovne tabele si zarad i pregleda vpišem o v red 
nost 2  M s =  S  Mjj-sp) te r  izračunam o М ^ ) г д
— N ato izvedem o naslednjo  iteracijo  itd. Po
štirih  ite rac ijah  je  problem  rešen. P ovrh  različnih  
kontro l izvedemo še kontrole horizontalne obrem e
nitve. Tako je  npr. v  spodnji etaži
3,1 «s i  (0,40 +  1,54 +  2,65 +  2,63 +  2,49 +  2,55) =  3,07 

R ezultat se zelo dobro u jem a s prvo tn im i podatki.

q, = l0Mp/m
Ss=0,2Mp T T f T T T T T T T T T 1 1 1 M  1 1 I I  !

V

S4=0,3Mp

J

0,5J
q2=2,0 Mp/m

J

o
«n*

t t t t t t t t t t t t T T T T T T T T T T

JV

S 3=0,SMp

2J
OfiJ

2J

o
•n*

.....................
T T f T T T T T T n T I 1 M  1 I I  1 11

Ш

S2=0,SMpr

2J

OfiJ
42

2J

on

т т Г т г т т т т т т т Г П Т Т Т Т Г П '

1

S ;  =  ( 2 M p

2 J .

J
q3 = 3,0 Mp/m

2 J

I I I

I

3J

J

^ __________ M _________ „

3J

o
v

- M _______„

Tabela začetnih m om entov pri polni vpetosti

Elem ent l
m

O brem e
nitev

M pr M L 
v  Mpm

=  M D

NVl 5 1,0 3,14 2,12
NV, 4 1,0 2,00 1,33

Nii„ N un, Niv, 5 2,0 6,30 4,20
Np,, Nun, Niv, 4 2,0 4,00 2,66

N i, 5 3,0 9,44 6,30
N i, 4 3,0 6,00 4,00
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TABELA X III. K onstante

E lem ent l,h I l i h a k I sa

Si 4 I 1 4 1,000 3 I 0,167

S n 3 I 1 4 1,333 31 0,167

Sjii, SIV 3 0,8 I 0,8 4 1,070 2,41 0,167

Sv 3 0,5 1 0,5 4 0,667 1,5 I 0,167

N It 5 3 I 3 4 2,400 — —
N,, 4 3 I 3 4 3,000 — —

Nn i, Njm, N lv , 5 21 2 4 1,600 — —

Nm, N ju ,, Niv, 4 21- 2 4 2,000 — --- ;

N i , 5 I 1 4 0,800 — —

Nv, 4 I 1 4 1,000 — —
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2 : 
-  60
-  78
-  58
-  9

2  Ms :
-  150
-  150
-  101 
-  29

Z  Ms:
-  300
-  236
-  131
-  4Q

Z  M s'-
-  570
-  476
-  206 
-  58

2  Ms :
-  1240
-  224.
-  83
-  19

Prikazani p rim er im a zelo dobro konvergenco, to pa 
zato, k er so nosilci bolj togi kak o r stebri. V nasprotnem  
prim eru  bi tra ja la  ite rac ija  dalj časa.

Na sl. 25 so še podani d iagram i upogibnih mo
mentov.
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