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Koncentracije napetosti okoli lukenj
v debelih ploséah

MILAN MURSIC

Znana je fe vrsta naiandnih ali izbolyfanih teorij o debelih elastiénih izotropnih
plodéah, ki upoitevajo vpliv preénih tangencialnih napetosti na napetosino in defor-
macijsko stanje v plod&i. Vsaka od njik odpravlje pomanjkljivosti dosedaj na splokno
uporabljene klasitne Kirchhoffove teorije tenkih plodé, ki postajajo tem oditnejfe in
tembolj nedopustne z rastodim razmerjem debeline ploite masproti njenim ostalim
dimenzijam. Avtor [1, 2] je prikazal moinost =za wuporabs osnovnih elastostatiénih
enach za debele ploffe A. C. STEVENSONA [3] v N. 1. MUSKELISVILIJEVI metodi
[4] refevanje ravninskih problemov = poModjo funkeij kompleksne spremenljivke.
Tako je roazfiril uporabnost te zelo uéinfovite in razmeroma enostavne metode Je
ng debele plodte, Prikazana teorije je natanéng v polju ploife, medtem ko na njenih
robovih kafe enake pomanjkljivosti kakor Kirchhoffova teorija tenkih ploié — na
vsakem robu more zadoffati le dvema robnima pogojema. Vendar daje prikazana
teorija pravilnejfe rezultate kakor klasiéna, ker jo dopolnjuje z novimi ¢leni. Ti so
tipiéni za teorije debelih plodé, saj so odvisni od kvadrata razmerjo debeline plodée
nasproti njenim dimenzijom,

V tem dlanku se omejujemo le ne kralek opiz dedukcije nafe teorije in poda-
janje njenih najraZnefiih enafb. Omejujemo se na obravnavanje plosé z neskond-
nim, enostavno sovisnim obmodjem (neskondna plodda z eno luknjo) in podajomo
oba osnovna robnra probleme, ki sta izhodidée Muskelifvilijeve metode. Naposled pri-
kazujemo dva nafina refevanje drugega osnovnega robnega problema pri upogibu
in torziji ploife z vpetim EkroZnim ali eliptitnim robom: refevanje s pomodjo polend-
nih vrst in refevanje s pomodjo konformnega preslikevanjo in Cauchyjevih integra-
lov. Podajamo Steviline rezultate za nekaj znadilnih primerov in jih primerjamo z
znanimi rezultati iz Kirchhoffove teorije tenkih plod®,

1. OSNOVNE ENACBE

Slika 1 prikazuje oznatbe za komponente na-
petosti, napetostne rezultante in napetostne mo-
mente ter za komponente pomika v ploSti debeline
2 h. Prikazuje tudi nelinearen potek upogibnih na-
petostl A7 in torzijskih napetosti 78 po njeni debe-
Hni. Vse wveli®fine so0 definirane in oznatene po
A, C. STEVENSONU [3], Desnoroéni Karaezijev
koordinatni sistem je oznaten z x, ¥, Z. Crka z je
rezervirana za kompleksno spremenljivkoe =z =
w= 2 + iy, pa tudi za indeks pri nekaterih velidinah.
S prefno érto so oznafene konjugirano-kompleksne
vrednosti kompleksnih velidin, na primer: z =
= x—iy; F () = iAz*, (A realna konstanta), F (z) =
= {4z, F(3) = —idat

V tem &lanku se omejujemo na obravnavanje
neskonénih plodé 2 eno luknjo, ki so obremenjene
le na robu in v bliZini neskonéne todke. Zato plofta
v polju ne bo prefno obremenjena (p = 0) in nor-
malna komponenta napetosti 22 bo nifna povsod
v plodf. S pomodjo dveh analitifnih funkeij 2 (2},
w {z) oblikujemo v skladu z izvajanji v [3] kom-
pleksne sestave, ki so zelo prikladni za vse metode,
kolikor uporabljajo kompleksne spremenljivke, Iz
napetosti rezultant in momentov tvorimo
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kjer so s &rticami oznafeni odvedi funkeij po spre-
menljivkah z ali z, » pa predstavlja Poizssonovo Ste-
vilo. Izrazov za kemponente pomikov in ostale ve-
lid¢ine ne navajamo, ker jih v nadaljevanju ne bomo
obravnavali.

Konformne transformacijo problema ploiée »
obmoéjem § v ravnini kompleksne spremenljivke



z na plodfo = nbnméjmn = v ravnino kompleksne
spremenljivke { izvedemo s pomodjo podane pre-
sikowne funkcije z = f(£) [4). Spremenljiviki napi-
Zemo v polarnd obliki takole

(1.4)

Izrazi (1.1) do (1.3) veljajo za ravnino z. Smer
n je identiéna s smerjo v, smer s pa s smerjo a. Ko
jih transformiramo v ravnino £, so videti takole

[2.4].
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Zaradi krajie pisave smo uvedli pomoine

funkcije 2% (2), 2% (2}, 2** (£) in ©* (), ki se tvo-
rijo iz odvodov obeh analitiénih funkelj 2 ((), o (C)
in preslikovne funkeije £ () [2]).

Raziskava sploinih lastnosti analiti¢nih funkeij
12(z), wi(z) cb zahtevi, da morajo biti refitve za
napetostna in deformacijska stanja v plodfah, ki
zavzemajo konéna ali neskonéna obmodja enoli¢ne,
vodi do formulacije njunih splogénih oblik [1,4]. Ti
splofni obliki vsebujeta vaine fizikalne welitine, iz-
virajofe iz nafina obremenitve plof& na njihovih
robovih in v njihovih neskonénih totkah (¢e zavze-
majo neskondéne obmoje). Na posameznem robu L
plodfe definiramo rezultanto F. in moment
M + iMy zunanjih sil 5 pomoéjo obeh analitifnih
funkeij 2 (z), w(z) in ju postavimo kot koeficienta
k ustreznim ¢lenom v sploinih oblikah: Prav taku-
se¢ pojavljajo znane obremenitve :c-_t..lm y:: in yy,,
v neskonéni tofki plodfe kot koeficienti v #lenih
v obeh splofnih oblikah 2 (2), w (), [1].

N. I. Muskelifvilijeva metoda refevanja elasto-
statitnih problemov izhaja iz formulacdje robnih
pogojev na robu L obmodja, ki ga zavzema obrav-
navano elastiéno telo. Zato morame tudi v na%i me-
todi formulirati znane robne pogoje na robu L plo-
&fe in jih izraziti z analititnima funkcijama 2 (),
w (z). Razlikujemo tri vrste osnovnih robmih pro-
blemaov:

1. Prvi robni problem je podan, kadar ifte-
mo v felesu ravnoteine napetostno stanje pri po-
danih zunanjih obremenitvah na njegovem robu.

=. Drugi robni problem je podan, kadar i#éemo
v telesu ravnoteZno napetosmo stanje pri podanih
pomikih toék na njegavem robu.

3. Mefani robni problem je podan, kadar ifée-
mo v telesu ravnoteino napetostno stanje, fe so
na delu njegovega robu podane zunanje obreme-
nitve, na preostalem delu pa pomiki njegovih todk.
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Izhajajoé¢ iz znanih Kirchhoffovih robnih po-
gojev na tenkih ploftah za prvi in drugi robni
problem najdemo po primerni dedukeiji [1] konéni
formulaciji robnih pogojev. Za prvi robni problem
dobimo pogojno enaébo za rob L

nid (z) + 22 (&) + o' (2) + 007 () =
= F;+ iFs + iKz + K;,

za drugega pa podobno
Q@) +200@) +0' (2) +n0Q" (@) =G+ Gy, (1.9)

Kompleksni- funkeiji Fy + iF: in G; + iGz na
robu L sta znani, saj ju dolofajo podane obreme-
nitve oziroma podani pomiki na njem. 5 K smo
ornacili neko realno konstanto, s K; pa kompleks-
no. Koeficienti n, n; in ns pa so podani s Poisso-
novim Stevilom in debelino plofée takole [1].

(1.8)
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Potrebujeme S¢ konformno transformacijo robnih
pogojev ({1.8), (1.8) na enotin krog ¢ v { ravnini.
Njegove tofke oznatimo s o = e!® in po kraj#i de-
dukeiji [2] dobime za drugi robni problem

MHJ{T’]D @) + @ (@) +ns -
" (0) 2 (a)

{ 2" (a)
I (o))® If (o))2
Robni pogoji (1.8) do (1.11) so izhodne enadbe
za refevanje problemov, saj iz njih dolofimo anali-
titni funkeiji 2 (z), w (2) oziroma 2 (£), @ (). Ko ju
najdemo, je s pomodjo enafb (1.1) do (1.3) oziroma
(1.5) do (1.7T) popolnoma podanc napetostno stanje
v ploéti. V nadaljevanju bomo prikazali refitve po
dveh nadinih refevanja: refitve s pomod¢jo potend-
nih vrst in reditve 8 pomodjo konformne presli-
kave,

} = Gy + iGz. (1.11)

2. RESITVE S POMOCJO POTENCNIH VRST

Vzemimo za primer zmerno debelo plofto de-
beline 2 h, ki zavzema neskonéno, enostavno sovisno
cbmodje z okroglo luknjo radija R (slika 2). Ta
plodta naj bo obremenjena v neskonéni tocki = eno-
osnim upogibom (ry.=m,) ali pa s torzijo
(1¥oo = My), medtem ko naj bo rob okrogle luknje
vpet.

Na vpetem robu je funkclja Gr + iGe v (1.9)
ni¢na, saj na njem niso mo2ni niti pomiki niti
zasuki. Splofni obliki analitiénih funkcij 2 (2),
w (z) razvijemo v potenine vrste in ju vstavimo
v robni pogoj (1.9). S primerjanjem koeficientov
v nastali enac¢bi dobimo sistem pogojnih enath, ki
dajejo refitve za neznane koeficiente v potenénih
vrstah., Ko te vstavimo v splodni obliki analiti¢-
nih funkcij, dobimo zanju konéni obliki [1].
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Sl 2. Polek jaktorjo koncentracije napetosti zarodi ra-

diglnege uwpogibnega momenta vzdoli epetega roba

okrogle luknje. Zgornji del kafe njegov potek zaradi

enoosnega upogiba, spodnjfi del pa zaradi torzije ploéce
z razmerjem h'R = 1/5

Pri encosnem upogibu plosde (slika 2 zgo-

raj) dobimo takile funkciji

Mo 1—» 2Rt
@)=z _— 2.1
el a:1+,-‘_uh=(z 1+ z) &4
F 6 my, 1—#» Rt
o (Z) = e - e R e
fl-nrlh*[ 1+»iz2
K
—{R'——Emz—;] (2.2)

Ko ju vstavimo v izraze (1.1) do (1.3) in v njih
lod¥imo posamezne welidine, je napetostne stanje
v ploddéi popolnoma dolodenc. Najvedje koncentra-
cije napetosti se pojavijo na vpetem kroZnem robu
(r = R). Za faktor koncentracije napetosti zaradi
radialnega vpetostnega momenta dobimo tale izraz

[r_ﬂ' — E_-. -+ -.-—E- cos 2 a -
Myl r=mR L+ L
6 84 » R
e e LI e T (2.3)
5 1—» R*

Prva dva ¢lena na desni strani predstavljata
znani rezultat za tenke plofte po Kirchhoffovi teo-
riji [5], medtem ko predstavlja tretji clen prispe-
vek prikazane izboljSane teorije. Odvisen je od
kvadrata razmerja med debelino ploite in preme-
rom luknje in je tipifen za teorije debelih plost.
Faktorji koncentracije napetosti zaradi ostalih no-
tranjih obremenitev imajo podobno obliko, Na
gliki 1 zgoraj je prikazan potek (2.3) za » = 0,3 pri
razmerju h/R = 1/5. S prekinjeno érto je oznaden
potek faktorja koncentracije po Kirchhoffovi teori-
il, 3 celo &rto pa njegov potek po prikazani teoriji.
Razlika je ofitna, se pa hitro vefa z velanjem raz-
merja h/'R.

Pri torziji ploéfe (slika 2 spodaj) dobimo tilc
analitiéni funkeiji

Vstavimo ju v izraze (1.1) do (1.3) in v njih
lodimo posamezne veli¢ine, Tako je napetostno sta-
nje v plod& popolnoma dolodeno, Tudi v tem pri-
meru ge pojavljajo najvedje koncentracije napetosti
na vpetem krofnem robu (r = R). Za faktor kon-
centracije napetosti zaradi radialnega vpetostnega
momenta dobimo tale izraz
[E s e e SLSL W

Mol rer 1—» 1—» R*

Prvi ¢len na desni strani predstavija znani
rezultat za tenke plofée po Kirchhoffovi teoriji [5].
medtem ko predstavlja drugi élen prispevek pri-
kazane teorije. Slednji ima podobno oblike kakor
analogni &len v (2.3) in veljajo zanj vse tamkaj
nastete pripombe. Potek (2.8) je prikazan v spod-
njem delu slike 2.

3. RESITVE S POMOCJO KONFORMNE
PRESLIKAVE IN CAUCHYJEVIH INTEGRALOV

Za, primer vzemimo zmerne debelo plodéo de-
beline 2h, ki zavzema v ravnini z neskonéno, eno-
stavno sovisno obmodje z eliptifno luknjo (slika
3). To obmodje s pomodjo preslikovne funkeije

Z=X 'i-y = ft:} w (: it .'?:11]'
&

R>0, 0Emz1 (3.1

preslikamo v ravnine £, koder ploffa zavzema ne-
okrogio

skonéno, enostavno sovisno obmnodje 2

51, 3. Potek jaktorjo koncentracije napetosti vadoli vpe-
tega roba eliptitne lukaje z razmerjem a/b = 3. Zgor-
nii del slike kafe potek fakrorja zaradi radialnega
upogibnege momente pri encosnem upogibu, spodiji
del pa potek faktorje zaradi torzijskega momenta pri
torziji plofde z razmerjem h/R = I1/10. :
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luknjo, ki ima enotin radij. S primerno izbiro pa-
rametrov R in m lahko oblikujemo eliptitni rob
luknje poljubne oblike in velikosti. Za m = 0 dobi-
mo krofnico z radijem R, za m = 1 pa zarezo vzdoil
osi r med tofkama =+ 2R. Polosi eliptitnega robu
luknje sta (slika 3}

d¢=R(l+m), b=R(1—m). {3.2)

Prikazali bomo napetostna stanja v opisani
ploséi, & je ta v neskonéni toéki obremenjena z
encosnim upogibom ali pa s torzijo, medtem ko naj
bo rob njene elipticne luknje vpet.

Refevanje tede tako, da robni pogoj (1.11), v
katerem je seveda funkcija Gy + Gp nifna, redu-
ciramo na funkcionalne enadébo. V ta namen upo-
rabimo teoreme o robnih vrednostih holomorfnih
funkeij in formule za izradun Cauchyjevih integra-
lov [2, 4]. Naposled dobimeo sploini obliki funkeij
2 (L), w () za cbravnavane vbmodje.

Pri encosnem upogibu ploite (Ty.. = ms, sli-
ka 3 zgoraj) dobimo takile funkeiji

by 2 [:—(2'4'1‘-'+mt) '] (3.3)

Atk Foy t
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£ (L2 —m) R# 1+»

Vstavimo ju v izraze (1.5) do (1.7) in po obéir-
nem rafunanju lodimo posamezne velidine, Tako
popolnoma dolodimo napetostno stanje v ploddi
Tudi v tem primeru se najvedje konecentracije
napetosti pojavljajo na vpetem eliptitnem robu
{0 =1). Za faktor koncentracije napetosti zaradi
radialnega vpetostnega momenta dobimo tale do-
kaj dolg izraz [2].

ot
m gml

] . (34)
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_ m (3 + cosd #)—(3 + m?) cos2
2(1—2mcos2 ¢ +my:
=LA B e i e
SR*]1—»*
(1 —m?) [m{S—F_ins-iﬂj—{l + m¥ cos 2 9]
2(l—2mcos2 @+ mip

Prvi trije &leni na desni strani izhajajo iz
Kirchhoffove teorije tenkih plo&¢, medtem ko
predstavlja fetrti élen prispevek prikazane teorije.
Slednji je tipiden za teorije debelih plod¢, kakor
smo Ze pojasnili v poprejsnjih primerih. Na sliki 3

(3.5)

zgoraj je prikazan potek (3.5) za » = 0,3 pri raz-
merjih a/b = 3 in h/R = 1/10. S prekinjeno &rio je
omaten potek fakiorja koncentracije po Kirchhof-
fovi teoriji, 5 celo &rto pa njegov potek po prika-
zani teoriji. Razlika je mnogo wveija kakor pri
krofni luknji in %e hitreje raste z vedanjem raz-
merja h/R in ekscentrifnosti elipse m,

Pri torziji plodfe (yy~ = m,, slika 3 spodaj)
pa imata analitiéni funkeifi tole obliko

12iRm, 1
TRl 3.
@ (L—w) h? & o
; 12iRm,
= s
i (£) {l—l'lh'[
1+m§_’ 2n, o 37

LEE—m) R* ({2 —m)
Vstavimo ju v izraze (1.5) deo (1.7), lotimo po-
gamezne velidine v njih in tako popolnoma dolo-
¢imo napetostne stanje v plo$&. Na temn elip-
ticnem robu plosée (p = 1) se pojavljajo najvecje
koncentracije napetosti. Pri tej obremenitvi se po-
javlja precejfen faktor koncentracije napetosti
zaradi torzijskega vpetosinega momenta vzdol? ro-
bu in zna#a [2]

[ﬂ_ﬂ_ 12h=‘3‘1-rl
Mgl,=1 OHR* 1—»

(1—m?*) [m (3—cos4d)— (1 + m?) cos2 Il (3.5)

(1—2mcos2 ¢ + me)
Znano je, da je torzijski moment vedol? vpete-
ga robu v Kirchhoffovi teoriji tenkih plofé vedno
niden. V (3.8) res najdemo le prispevek prikazane
izboljfane teorije. Ta je zelo velik celo pri razmer-
ju k/R = 1/10, kakor kaZe spodnji del slike 3 in prav
gotovo ni zanemarljiv v primerjavi z vplivom osla-
lih notranjih obremenitev na robu, V tem primeru
prikazana teorija ne omogoda samo natandénejSe
rezultate, temved omogoda dolofanje takine obre-
menitve, kakrine pribli#na klasifna teorija ne more
prikazati.
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