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Raéunanje okvirnih konstrukcij in mreZastih nosilcev na digitalnih
raéunalnikih

FRANC CVETAS

Po geometrijski obliki lofimo okvirne kon-
strukeije v dve skupini:

— odprte okvirne konstrukeije,

— zaprie okvirne konstrukeije,

oboje pa so lahko premifne in nepremiéne.

1. ODPRTE OKVIRNE KONSTRUKCLIE

Na =l 1 je prikazana ena oblika sistema odprte
okvirne konstrukcije. To je sistem, ki ga z en-
kratnim prerezom glavne veje (nosilca) razde-
limo na dva dela,

veincHf LT
=

Slika 1

Nadaljnja obravnava tega poglavja bi terjala
za konkretno izrafunavanje posameznih primerov,
da bi se seznanili = obliko zapisov za poljsko in
skofno matriko ter z zafetnimi in robnimi pogoji.
Odgovor na to bomo dali s skupnim pojasnilom
obenem z zaprtimi okvirnimi konstrukeijami.

1.1. Vemeina mairika

Okvirne konstrukeije so sestavljene iz nosileev
in stebrov. V naslednji obravnavi si bomo ogledali
vpliv stebra na nosilec (glavno vejo).

V ta namen vzamemo npr. prikljudek stebra
na nosilec v todki =k« (sl 2), kjer se pod vplivom

obremenitve v splofnem primeru pojavljajo tri
deformacije:

ty — premik v smeri x

wir — premik v smeri y

gx — zasuk glede na smer x

Ce upodtevamo, da so stebri nestisljivi, tedaj
je wg = 0. Omenjene deformacije povzrotajo v voz-
IiHu skae t, l

M) — vozlid®ni moment in

Qp — prefno silo.

Iz splofne teorije statitno nedolofenih kon-
strukeij je znano, da povzrofajo deformacije voz-
liféne momente in prefne sile, ki so zbrane v
tabeli 1.

Skupni vozli3®ni moment in prefno silo zaradi
deformacij in zunanje obremenitve Mg, Qe zapi-
femo kot vsoto istlh velidin z enadbama

(1] 4
M; =i EJJ,- Up—— BJg.gr + My,
h® h
{2)
12 . G
Qi = e EJ;._uk—hE- EJr . ox + Qo

V praksi jemljemo najveékrat, da so slebri ne-
stisljivi, tj. ws = 0 —== Ni¥ = 0. Zato ostane Se med-
sebojni vpliv stebra in nosilea, dan v enaébi (2), ki
ga lahko zapiSemo v matriéni enaébi

i 4
My — EJ; — = EJ; My, s
h* h
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- EJ: - Eli | Qo 'k
“ h? he
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Slika 2 S B 2 A
Tabela 1 (o3
Wi Wy Tk
T Mt = _H EJy . uy M? = —4- EJ; . ke
ht k (1)
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it 5 Qkﬂ- = — ]2 EJA_ < UE QJ;‘ X EJ!' - Pk
h® ht
NV = EA, W ——= pana sila v stebru
h




STROJINISKI VESTNIK, LJUBLJANA 1971 — 1

V zapizani matriki (3) imenujemo

6 o]
C EJ H o i 4
el R (4)
n? nt

matriko (4) — vzmetno matriko.

Pojem vzmetne matrike izhaja od tod, ker go-
varimo o ovezmetenju nosileev (glavnih vej) & stebri,
ki predstavljajo vzmetne podpore (sl. 3), tj.

k ¥
Lt Chp)

Slika 3

V narisani simboliki pomeni pugtica za C (u, ),
da je steber obremenjen npr. s silo F.

Oblika zapiza za posamezne vzmetne matrike
je odvisna od pritrditve stebrov (vpeti ali &lenkasti
prikljuéek) in lege glede na glavno vejo. Zato bomo
te matrike pri nadaljnji obravnavi uporabljali iz
ustrezne literature.

V brezdimenzijski obliki je vzmetna matrika

A =k
C* (u®, ") = ¢ L] 4
— 132 & — B &
Pri tem pomeni ' (5)
1 £ o= g‘_r 2 - 0 = _s".
Jp h,"

2. ZAPRTE OKVIRNE KONSTRUKCIJE
Z zaprtimi okviri imamo opraviti takrat, kadar

moramo prerezati glavne veje (nosilee) vsaj dvakrat
ali vefkrat, da sistem razpade na dva dela.

£
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Slika 4

S 5l 4 je razvidno, da se lahko v praksi pojav-
liajo najrazlitnejde oblike zaprtih okvirov. Zato jih
razdelimo v glavnem v dve skupini, tj.:

a) repgularne (pravilne) okvirne konstrukeije.

Pri teh je sistem popolnoma izpolnjen z glav-
nimi vejami {nosilel) in stebri (sl. 4a).

b) Iregularne (nepravilne) okvirne konstrukeije,

To so sistemi okvirov nepopolne oblike (npr.
sl.4b, ¢), pri katerih manjkajo posamezni stebri
ali nosilei.

2.1. Spojna vemeina matrika

a) Pod spojno vzmetno matriko razumemo ma-
triko, ki jo dobimo iz ovzmetenja glavnih vej s
stebri, Tako si ponazorimo stebre kot nekakine
vimeti, Obremenjeni deli okvira povzrofajo v po-
sameznih wvozliséih wvpetosine momente, prefne in
osne sile. Oglejmo si, kolikine so te statidne ve-
litine v vozlis¢ih i in k obojestransko vpetega
nosilea dolZine g (sl 5)! Podobno kakor pri odprtih
okvirnith konstrukcijah, kjer smo obravnavali ob-
liko vzmetne matrike, lahko tudi v tem primeru
dobimo ustrezen zapis za spojno vzmetno matrike,
fe upoflevamo, da povzrotajo deformacije v voz-
lis¢ih %e omenjene vpetosine momente, prefne in
osne sile.

l*‘:

Slika &

Z upobtevanjem, da se pojavljajo vse defor-
macijske in obremenilne veliéine hkrati, dobimo za

(i 2 (1]
Mi=EJ(+—wi+ —gp— —wy+ 4 o) + M,
gt S 5t 5

(8)

Ng= EA(—E ug + ! ug) + Ngo
& 5

Napisane statiéne velig&ine za nosilec s kraji-
ffema i in k lahko uporabljano tudi za steber
5 prikljuéki na glavno vejo v vozliZéu i in k. Iz
tega izhaja, da predstavlja enatba (6) spojno
vimetno matriko za povezavo dveh glavnih
vej, zapisano v obliki:
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Brezdimenzijska oblika matrike Ci pa je pri
upoitevanju po enadbi (5) za
£ = J—ﬂ - ||’,|. = L A 5 == h"
Jr hll
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Enatbi (7) in (8) podajata sploéno obliko spojne
vimetne matrike. Toda v praksi se lahko pojav-
liajo primeri, da je

b) w; = wg = u; = ug = 0... nepremiéni akviri
Tako vsebuje spojna vzmetna matrika samo ¢, M

c) =ty =10 okviri za EA-— o0
Pri tem ima spojna vemetna matrika Se ¢, M in
w, . .

d) M; = M, = 0 in w = uz = 0... vozliste kot
Elenek.

MNadaljnje prakti¢ne posebnosti okvirov so raz-
loZene pri zapisu redukcijske enatbe, zatetnih, rob-

nih in vmesnih pogojih. To je ugbdno zaradi tega,

ker izhajanje iz splofnega primera lahko omogoda
obravnavoe poljubnih posebnih primerov.

LY

L]

wy

L4

wy

(7

(8)

3. REDUKCIJSKA ENACBA

Za odprte in zaprte okvirne konstrukeije, ki so”
lahko premiéne ali nepremifne, lahko zapifemo
skupno splofno redukeijsko enafbo v obliki

PRt (1) [ TR I B S S iy S bR

Pri tem pomenijo:

nr (0)
Fy

U

i 1 (0)

'

Lo (0)
(9)

— zatetni vektor stanja v 1. polju, |
— poljske matrike (i =1,2,3,...,n),
— skofne (prenosne) matrike,
— zadetni vektor stanja v n + 1. poelju.
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Slika 10

Tudi v tem primeru (kakor pri kontinuirnih
nosileih) radunamo v brezdimenzijski obliki in Zele
na koncu premnofevanja matrik pomnofimo izra-
funane neznanke s primerjalnimi veli¢inami.

Iz tega izhajajo:

a) Zapic zadetnega vektorja stanja za d-etaini
okvirni sistem kaZe slika 6.

b) V skoéni (prenosni) matriki se pojavlja Ci'",
ki jo zapifemo za 4 etae v obliki po sliki 7.

Slika & prikazuje pomen My, M;" in N/, N7

v posameznih vozliiéih,

Torej je spojna vemetna matrika za 4 etale z
uporabo enaébe (8) enaka obliki, ki jo kaZe slika 9.

¢) Enatbe obremenilnih elementov v vozliZéih
zaradi obremenitve stebrov, ki se pojavljajo v za-
feinem vektorju in skofnih (prenosnih) matrikah,
so prikazane na sl 10 in 11. V ta namen upoSle-
vamo nekaj najznatilnejiih primerov obremenitev
v posameznih poljih stebrov.

i Fbat
Mo, i = — daie
h‘l
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Slika 11

S slik 10 in 11 je razvidno, da zo velitine
M. " in My 14— vpetostni momenti,

Nea"i in Ngsi+s — osne sile v glavni vejt .

ozir, pretne sile v stebru.

Predznake je treba upoStevati za pozitiv-
ne, & je steber obremenjen s silo ali momentom
z leve proti desni strani in nasprotno!

3.1. Zafeini, robni in vmesni pogoji

Povrh obvladanja, kako zapisati splofno obliko
poljskih in skoénih (prenosnih) matrik, je pri rede-
vanju okvirnih konstrukeij najbolj zahtevno pra-
vilno postavljanje zafetnih, robnih in vmesnih po-
gojev, V ta namen si oglejmo posamezne primere:



a) Premiéni odprti okviri (sl. 12)
Zadetni (pogoj) vektor

: [t ]
L—H]l||n|||r||||n||||4||ﬁ, o
B 0t (0) =| M@ | 12)
a h N;'-_{;:l]_
Slika 12 1

Robna pogoja: Ms"(0) = 0, N5 (0) = 0; ws (D) = 0
Vmesni pogaj: ws” (0) = 0

b) Nepremidni odprti okeviri (sl 13)
Zatetni vektor

1] Fa
T I

: p: &
;—l “ nr (0)

g (0)
M (0) = —H.Q"‘;’

{

il i 1
r
Slika 13 (13)

Robna pogoja; ws" (0) = 0, M;* (0) =0

Vmesni pogoj: we (0) = 0

c) Premifni zaprti okviri (sl. 14)

Zafetni vektor
ws

L
A (19

Slika 14

Robni pogoji: ws" (0) = 0
Mjr" (0) = 0, Ns/* (0) = 0
M;s:"(0) = 0, N3°" = 0
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d) Nepremifni zaprii okviri (sl. 15)
Zadetni vektor

[ e (0)
o e
% 3 M/ (0)
e a;.«' (0 = | N/ (D) (15)
i L N ()
. L
Slika 15 81 o]

Robni pogoji: wi* () = 0
My (0) =0, Ng/" (0) = 0
Mz (0) = 0, Ns'(0) =0

Vmesni pogoj: ws" (0) =0

Po pripravljeni snovi v poglavjih od 1. do 3.1.
smo se oprijeli izdelave programa P!

3.2, Zgradba preograma

Program je izdelan tako, da si podatki na traku
sledijo v naslednjem vratnem redu:

a) robni pogoji (R),
b) zatetni vektor (n.),
¢) geometrijski in obremenitveni podatki,

Celotni program je razdeljen v dva dela. Prvi
del (oznafen z OKVIR—I1) kopira robne pogoje (R)
in zafetni vektor (5). Iz geometrijskih in obreme-
nitvenih podatkov izraduna poljske matriko (F) in
jo izpife na trak. Z ustreznimi podatki za stebre se-
stavi skoéno matriko (U), ki jo prav tako izpife na
trak. Na prvem traku dobimo torej po vrsli na-
slednje zapise:

< R! Flery Fh U.f: F'-’r Uﬂ‘l s ey F.‘i'1 U.\' <

Drugi del programa (oznafen z OKVIE—2) mnoZi
zacetni vektor (m.) zaporedoma z matrikami (F)),
(U1, .. 4 (Fu), (Uy) in izpisuje rezultate (tj. vektorje
stanja v vozlidtih) ponovno na trak. Obenem glede
na zapisane robne pogoje izpisuje sistem enaéb, ki
ga na koncu redi. Na tem traku dobimo naslednje
zapise:

o1 (90,2202 O, - @y 1 O)

Ratunalnik bere ta trak in mnoZi veklorje stanja
& ‘statistinimi velidinami, kakrine smo dobili kot
refitve sistema enalb. To so izrafunani rezultati,
I¥i jih tiska na trak ali pa neposredno na teleprin-
ter (zaradi pofasnosti to ni priporo#ljivo).
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3.3. Navodila za uporabo programa P, in primeri

T = 1" ali .2

' tip zafetka prikljuéenih glavnih vej

steber

r=y

Podatki
L | N.._ (N <20 stevilo polj
2. mi..ma M Etevilo et;ihl A &
3. 3 ET, 8 F. primerjalne velid¢ine
R ftevilo robnih pogojev
sl [ [m | raetek polia (ks), stat. vel. () in velikost (z)
6. W U g Uy Py .. Uppy My Ny . .My Ny M, N, Q zabetni vekb:-_r o o "l
Pri tet‘l_'l-;;i-ﬁemu 'il'i'_"li-l;l-].!il stat. vel. ;_-“E..,, kadar je nemnnk-:;- AT ot
1.

ot
glavne veje

r=2'

glavne veje

V primeru T = 1° navedemo za stebre cnake podatke kakor za skofno matrike, v primeru
T = 2° pa nilesar.

B Poljska matrika »Fj«

o " | ; stevilo etaz v doloéenem polju (M) in
.{. = e ———— —
‘ dolfina polja (=)
8b. EJ; aF == aM; > a b ga qs > N = “
E Mo il
EN = En_y Sl "?ﬂ‘l N_ _
e [ S L L) AET
| SR IR (o ) o i i e S0
9. Skofna (prenosna) matrika Ui«
9a. M’ | t" | Etevilo etaZ (na levi strani) in tip podpore "l
Ii..ll'!blr J.
Lateber
et te2’ frnd o e
Pri tipu t' = 3’ navedemo Q, N, M ... velikosti oziroma E. ... ¢e je neznanka
b, EJ; hi = aF q > aMy»=(i= T2 M) I"

1z tabele je razvidno, da j¢ treba lzplsovati samo tiste podatke. katerih vrste se konfujelo  cznacbo treéh vertikalnih értl

Slika 16
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Slika 19
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Potek ratunanja je prikazan z redukcijsko enatbo,
in sicer za vzdolini nosilec v obliki:

Ny 0) = F"U* P.r' He )

Prikazani mrefasti nosilec (npr. avtomobilsko podvozje)
smo ratunali s programom P;.
Podatki za izratun
. S i
Nato sledijo matrike »;* (), F° U,* in Fa'

Zatem pa robni pogoll
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Dobljeni rezultati so v brezdimenzijski oblikl. Prave
velikosti dobimo s premnofevanjem s primerjalnimi
velitinami (glej diagrame na sl 20),

3.4. Povzeiek izkuienj o redukeijski metodi

Z izdelanimi programi lahko izradunamo vse na
digitalnem rafunalniku. Tako je potrebno za po-
samezne statitne probleme (nosilce, okvire) izpi-
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sati le podatke (geometrijske in obremenitvene) po

navodilih za uporabo programov Py, Pog, Pus. Pri

tem pomenijo:

Py — program za kontinuirne nosilee,

P, — program za okvirne konstrukeije,

P, — program za premnofevanje sistemov  ma-
trik pri opisu dolofenih pogojev (s tem je
ratunan 4. primer).

Iz tega izhaja, da zadoB&a, e narofnik za iz-
raftun statike dolofenega problema sporofi samo
pgeometrijo in obremenitve konstrukeije. Nadalinje
delo opravi statik-operater z izpisom podatkov za
izradun in rafunanjem ter izpisovanjem rezultatov.

Irkuinje, ki smo jih dobili pri programiranju
‘matematitnih zapisov redukeijske metode na upo-
rabljenem digitalnem rafunalniku Z-23, pa so po-
kazale marsikaj zanimivega, Ne glede na to ali ono
gmo se pri nafem delu zavedali zatetnih teZav, ki
smo jih v mejah dosegljive mofnosti sproti odstra-
njevali z matemati®nimi in aplikativnimi prijemi.

a) Izrafunavanje statifnih wvelidin pri konti-
nuirnih nosileth je pokazalo na Stevilnih primerih
(nd katerih smo tu prileZili dva najznatilnejia), da
dobima fe precej zanesljive rezultate na nosileih
z 10 polji. Pri vefjem Etevilu polj pa se zmanjiuje
natanénost ratunanja. Iz tega lahko sklepamo, da
ratunska metoda ni dovoelj stabilna, vendar z njo
lahko izradunamo precejinje Stevilo praktinih pri-
merov. Na vpraganje, kako izratunavamo stati®ne
velitine, smo v &lanku Ze nekaj omenili. Osnovno
je, da imamo na voljo toliko robnih in vmesnih
pogojev, kolikor je zadetnih in skoénih velidin, V ta
namen mora biti program izdelan take, da se pri
pozivu Etevilke ki vstavi statidna velidina I weli-
kosti ay in vse to shrani v spominu stroja kot vek-
tor vrstice, nakar z izpisom enafb, kjer se pojav-
ljajo nmeznanke X, izrafunamo z Gaussovim algo-
ritmom ustrezne neznanke. Vse vmesno pozivanje
pogajev shranjujemo v stroju, dokler se ne pojavi
tas lzrafunavanja stati®nih veli®in na zatetku in
koncu polja.

Kontrola ratunske natanénosti je obsefena v
predpisanih robnih in vmesnih pogojih, katerim
moramo zadostiti. Nadaljnja kontrola je ravno-
teZje, tj. vsota vseh sil in vsota vseh momentov
glede na poljubno izbrano smer oziroma prijemali-
ife mora biti enaka nié.
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Glede Sleviléne stabilnosti izraduna lahko trdimo,
da jo do dolofene meje popravimo, &e vloZimo po-
datke s &tevili, ki zo0 &im manj zaockrodena, in ra-
funamo s &imved decimalnimi mesti. Z rastofim
indeksom postajajo torej vektorji (neznanke) ved-
no bolj linearno odvisni. To se pravi: determinanta
sistema postaja vedno manjSa, kar otefuje izradun

vektorja X; in s tem tudi konéni izradun. Steviléna
stabilnost upada torej z nara3%ajofim Stevilom
polj. Hkratl so pokazali rafunski primeri, da je sta-
bilnost ratunanja vedja pri togo podprtih nosilcih
(k; =0, K;==) kakor pri elasti®no podprtih. Li-
nearno odvisnost vektorjev, ki tako zmanjfuje Ste-
viléno stabilnost, bi lahko zmanjgali 5 postopkom
ortogonalizacije osnovnih vektorjev (v nekako raz-
girjenem smislu). 5 tem so je ukvarjal H. Rieche
leta 1862, ko je obravnaval kontinuirni nosilec =
10 polji,

b) Pri obravnavanju okvirnih konstrukcij =z
izdelanim programom Pgr za okvire z N° 5 20 polj
in m" < 7 etal smo naleteli na podobne probleme
kakor pri kontinuirnih nosileih. Z omenjenim pro-
gramom lahko izrafunamo statiéne velifine v okvi-
rih, ki 20 popolnoma izpolnjeni z nosilei in stebri
ali pa pri eokvirth z manjkajo¢imi nosilei ozirema
stebri. Seveda pri tem obstajajo dolofene omejitve,
Tzrafunani primeri kaZejo moZnost za uporabo iz-
delanega programa. Zaradi skopo odmerjenega
prostora smo priloZili nekaj preprostih primerov, ki
smo jlh wvzeli iz Stevilnih izratunanih najrazlic-
nejiih okvirov,

Iz matri®nega zapisa zafetnega vektorja, polj-
ske in skofne (prencsne) matrike za okvire je raz-
vidno, da je njihova oblika precej splogna. To je
bilo potrebno izdelati zato, da lahko =z njimi
cbravnavamo premiéne in nepremiéne odprie in za-
prie okvire. Oblike obremenilnih elementov v ko-
loni zafetnega vektorja, poljske in prengsne ma-
trike so prirejene tako, da siroj avtomatidno iz-
rafuna ustrezno velikost glede na dano obremeni-
tev v polju nosilea ali stebra in vozlistu,

Ratunske izkuinje so pokazale, da dobimo 3e
dobre rezultate pri okvirih = 6 polji in 7 staZami.
Pri obsefnejsih sistemih pa se zafenjajo pojavljati
odstopki zaradi Steviléne nestabilnosti racunske me-
tode. Pritakujemo, da bomo z rafunalnikom IBM
1130 lahko refevali obsefnejie primere z izdelano
ratunsko metodo ali pa z uporabo drugih metod.
Vsekakor bomo pri nadaljnjih raziskavah te#ili za
iskanjem najbolj racionalnih raéunskih metod in
izdelavo ustreznih programov.
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