
STROJNIŠKI VESTNIK
LETNIK 19 LJUBLJANA, V MARCU 1973 ŠTEVILKA 2

UDK 512.2:624.07

R eševanje enačbe za prenos toplote z metodo končnih elem entov
E R V I N  P R E L O G

1. UVOD

K a d a r raz isku jem o  te rm oelastične  po jave na 
s tro jn ih  delih  ozirom a n ap rav ah , m oram o' poznati 
porazdelitev  tem pera tu re  po posam eznih  elem entih . 
B rž ko  po razdelitev  poznam o, lahko’ z e lastostatič- 
n im i enačbam i izračunam o' še n ap e to stn o  in  defor
m acijsko  s ta n je  telesa. T akšna  po t je  vedno mogoča 
v p rim erih , k a d a r  p o tek a jo  te rm ičn i procesi re la tiv 
no  počasi, tako' da n i po trebno  u p o rab lja ti vezane 
te rm oelastične  teo rije , tem več je  m ogoče opisati vse 
procese s t. im. k v az ista tično  teo rijo  [1], [2],

V tem  delu  hočem o p rik aza ti le  re šev an je  prvega 
dela te rm oelastičn ih  problem ov, tj. re šev an je  pre
nosne enačbe. K e r  im ajo  s tro jn i deli raz lične  oblike, 
je  re šev an je  p ren o sn e  enačbe za tak šn e  ob like teles 
v sk len jen i m atem atičn i obliki zelo' zam otano1 ali pa 
sploh n i rešljivo1, ta k o  da je  tre b a  posegati po n u 
m eričn ih  m etodah . T u  s ta  d ife ren čn a  m etoda fl] 
in m etoda končn ih  e lem en tov  posebno' up o rab n i [3]. 
P o sled n ja  m etoda, ki se je  razv ila  z u v e ljav ljan jem  
elek tro n sk ih  raču n a ln ik o v  v e lik ih  zm ogljivosti, da je  
p redvsem  dve p red n o sti n asp ro ti k lasičn i d iferenčni 
m etodi. Z m etodo končn ih  elem entov  se je  mogoče 
s p rim erno1 izb iro  ob like končn ih  elem entov  zelo 
dobro  p rilag o d iti po ljubno  izoblikovani površin i 
telesa. P r i raču n a ln ik ih  velik ih  zm ogljivosti p a  je  
m ogoče izoblikovati p ro g ram e tako , da op rav lja  p re 
težn i del operacij stro j sam osto jno  z m in im aln im i 
vhodnim i podatk i.

2. OSNOVNE ENAČBE

E načba za prenos to p lo te  za  izo tropno te lo  je  
podana v  obliki

J c J T  +  Q =  c —  (2.1)
Ot

V tej enačbi je  T te m p e ra tu ra  telesa, ki je  funkc ija  
k ra ja  na  te lesu  in  časa, to rej

T =  T (X, y , z, t) (2.2)

Q je  ko ličina n o tra n je  gen erac ije  to p lo te  n a  enoto 
volum na. L ahko  pa  je  ta  velič ina odvisna tu d i od 
tem p era tu re  telesa. T akšne  p renosne  po jave  bom o 
p rikazali v  posebnem  poglavju . K oeficient k  je  ko

eficient konduk tivnosti. Če označim o z g gostoto 
te lesa  in  s cv specifično toploto1, je

c =  gcv (2.3)

E načba (2.1) v e lja  za nestac ionam o  s tan je  telesa. Za 
stac ionarne  po jave  dobim o

k  A T  +  Q =  0 (2.4)

Tu pa je  tem p era tu ra  T  le  fu n k c ija  k ra ja .
P renosno  enačbo (2.1) je  tre b a  reš iti z upošte

van jem  začetnega s ta n ja  in  robn ih  pogojev. Za 
p rak so  so pom em bni nasledn ji t r i je  rob n i pogoji:

a) na  površin i te lesa  je  p redp isana  tem p era tu ra

T  =  T (x k, y k, zk, t) (2.5)

b) na  površin i je  p redp isan  fluks top lo te

, ÖT
k  —  =  q (x k, yk, Zk, t) (2.6)

on

Tu je  q fluks toplote, n  pa no rm ala  na  površino te 
lesa, u sm erjen a  od površine  navzven.

Poseben p rim er robnega pogoja (2.6) je  popolna 
izolacija površine, tedaj je

ÖT
k —  =  0 (2.7)

dn

c) n a  površin i je  p redp isana linearna  konvek- 
cija, to rej

k —  = h ( T  —  T 0) (2.8)
dn

V tej enačbi je  T 0 tem p era tu ra  okolice, T tem p era
tu ra  n a  površin i telesa, h  p a  re la tiv n i (površinski) 
koeficient prevodnosti. K ad a r g re  re la tiv n i koefi
cien t p ro ti nič, dobim o enačbo (2.7), tj. popolno 
izolacijo, k a d a r  pa se ta  koeficient p rib ližu je  ne
skončnosti, pa  im am o rob n i problem  (2.5), torej 
p redp isano  tem p era tu ro  n a  površini.

3. V A R IA C IJSK I PROBLEM

Enačbo (2.1) bom o lahko  obravnavali z m etodo 
končnih  elem entov, če prevedem o prenosno enačbo 
n a  variac ijsk i problem  [3], [4].



Znano je, da  je  m ogoče k  d iferencialn i enačbi in 
(2.1) p rired iti funkcional, k a terega  m inim um  je  re 
šitev istega problem a [4],

Če uporabim o E u le r jev  teorem , k i pove, da za
došča m in im um  funkcionala  oblike

z,
m дт дт дт\ , ,
Т , — , —  J da; dy  d z

Ox d y  o z  J (3.1)

diferencialn i enačbi

(3.2)

tedaj izberem o funkcional k  enačbi (2.1) v  obliki

I  = JJJ{iN3,+4š),+4(dr
Kdz

—  c ^ )  d y d z (3.4)

Če izvedem o operacije, k i so podane v  enačbi (3.2), 
dobim o za funkcional (3.4)

K o vstavim o te  v rednosti v  enačbo (3.2), izha ja

(3.5)
T a enačba se u jem a z enačbo (2.1). D opo ln jena je  
le  toliko, da  smo upoštevali tu d i sp rem in jan je  koe
fic ien ta  k  v  sm eri x ,  y , z  in  s tem  posplošili enačbo 
(2.1) tu d i n a  an izo tropn i m ateria l.

K a d a r je  (izotropni m ateria l)

k  —— k% == ky  == kg

dobim o popolno u jem an je  enačbe (3.5) z enačbo  (2.1). 
Funkcional (3.4) bo p o treb n o  dopoln iti n a  tis tih  
m estih  površine  telesa, k je r  so p redp isan i ro b n i po
goji (2.6) oz. (2.8). T a  postopek  bom o p rik aza li po
zneje  [4].

M inim um  funkcionala , to re j

d l

d T
(3.6)

pom eni slednjič re š itev  p ro b lem a  (2.1) — seveda, 
če upoštevam o še robne pogoje  (2.6) oz. (2.8).

4. K O NČNI ELEM ENTI, IN T E R PO L A C IJSK A  
M A TRIK A

K ak o r sm o naglasili že v uvodu, bom o reševali 
p renosni problem , k i je  p ostav ljen  z enačbo  (3.6), 
z m etodo  končnih  elem entov. K a d a r  izb iram o to 
num erično  m etodo, razdelim o  te lo  n a  končne 
elem ente. Ti so' p ri l in i js k ih  n a p ra v a h  ra v n e  črte  
z vozlišči i, j , k . . .  p r i p lo s k o v n ih  te lesih  tr ik o t
n ik i in  pravoko tn ik i, p r i ro ta c ijsk o  s im e tr ič n ih  t e 
lesih  ro tira jo č i tr ik o tn ik  in  p ravoko tn ik i, p r i te le s ih  
sp lo šn ih  o b lik  pa prizm e, k v ad ri (sl. 4.1). Za končne

Slika 4.1



elem ente bom o navadno  izbirali čim  enostavnejše  
geom etrijske like  oz. telesa.

V sak končni elem ent sesto ji iz vozlišč (i, j, k , . .  .) 
in p o lja , ki zavzam e p ro sto r zno traj končnega ele
m enta. O snovna zam isel m etode končnih  elem en
tov  je, da  izrazim o s t. im. in te rp o la c ijsk o  m a tr ik o  
fu n k c ijsk o  v rednost polja , v  našem  p rim eru  tem pe
ra tu ro  T  po lja  z v o z liš č n im i  tem p era tu ram i cp-„ cpj,. . .  
elem enta. N ato  nastavim o' z uporabo  enačbe (3.6) si
stem  enačb, v  k a te rih  se p o jav lja jo  neznane vozlišč- 
ne  te m p e ra tu re  v s e h  elem entov  konstrukcije . Ko 
n as ta li sistem  enačb rešim o z znanim i m etodam i, 
dobim o vse vozliščne tem p e ra tu re  cp-h cpj,. . . ,  iz teh  
pa te m p e ra tu ro  v  po ljubn i točki elem enta.

Ko izbiram o oblike končn ih  elem entov, k i im ajo  
m ajhne, v en d a r še vedno končne dim enzije, sm em o 
p re d p o s ta v iti,  da se  te m p e ra tu ra  sp rem in ja  po po lju  
e lem enta  linearno . S eveda je  m ogoča tu d i d rugačna 
p red p o stav k a  (kvad ra tna , k ub ična  parabola), k i bi 
m orda  bo lje  ustreza la  rea ln em u  sp rem in jan ju  tem 
p e ra tu re  po elem entu . V en d ar nas že ta k šn a  p r i
b ližna p red p o stav k a  p rivede  do rezu lta tov , k i so za 
š tev ilne  p rim ere  povsem  uporabn i, postopek sam  
pa  se zarad i tega  b istveno  poenostavi.

P r i lin earn em  sp rem in jan ju  tem p e ra tu re  po 
e lem entu  (v prostoru), bom o p isali

ali splošno
M e  =  [afe]{e} (4.5)

Z indeksom  e bom o opozorili, da upoštevam o vsa  
vozlišča poljubnega elem enta e. P rim e r (4.4) kaže, 
da je  m a trik a  [afc] k v ad ra tn a  m atrika , tak o  da sm e
m o enačbo (4.5) in v e rtira ti, k a r  da  že iskane  kon
stan te , to rej

{c} =  [a*]-* M e  (4.6)

T akšna operacija  je  vedno izvedljiva, k a d a r  izbi
ram o  enačbo (4.3) tako, da je  število elem entov 
m a trik e  {c} enako štev ilu  vozliščnih elem entov m a
tr ik e  {qp}e. Takšne elem ente im enujem o' kom pati
bilne. V nad a ljev an ju  bomo' im eli p r i izbiri elem en
to v  v m islih  le  tak šn e  prim ere. Število kom ponent 
m a trik e  {<p}e bom o včasih  im enovali tu d i število 
p ro s to s tn ih  s to p e n j  končnega elem enta.

Sedaj vstav ljam o  enačbo (4.6) v  (4.3) pa  do
bim o

T =  [a] [afc]- 1 . M e  (4.7)

ali k ra jše

T =  [h] M e  (4.8)
M atriko

[b] =  [a] [a*]-1 (4.9)

T  =  ci +  C2 X  +  с з у  +  C iZ  (4.1)

Sedaj m oram o  k o n stan te  c; izb ra ti tako, da  zavzam e 
te m p e ra tu ra  T  v  vozliščih i, j, k . . .  e lem enta voz
liščne  v red n o sti te m p e ra tu re  epi, cpj, cpk ■ • ■ T akšno 
p rila g a ja n je  enačbe (4.1) v o z lišč n im  pogojem  po teka  
takole:

Enačbo (4.1) zapišem o v  m atričnem  zapisu, 
pa  je

T =  [1, X, y , z]

ali splošno

T =  [a] {c}

(4.2)

(4.3)

M atrik o  [a] bom o im enovali po ljska  m atrik a . Sedaj 
v stav ljam o  v  enačbo  (4.3) po v rs ti tem p era tu re  
vozlišč epi, cpj, za m a trik o  [a] p a  ustrezn e  koord inate  
vozlišč. T ako  je  npr. za elem ent, ki bi im el vozlišča 
i, j, k , l

epi' ' 1 Xi yi Zi ( 0 1

cpj L 1 Хј Уј Zj J C2

Cpk r 1 Xk yic Zk C3
cpl , _ 1 XI yi Zi , ° 4

(4.4)

im enujem o in te rp o la c ijsk o  m a tr ik o  končnega ele
m enta. E lem enti te  m atrike , k i je  po  redu  1 X p, 
k a d a r  im a  elem ent p  p rosto rsk ih  stopenj, so zaradi 
supozicije (4.1) lin e a rn e  funkc ije  k ra ja  (x , y , z ) in  
fu n k c ije  vozliščnih koo rd ina t (x t , yi, z%,. . . ) .

In terpo lac ijska  m a trik a  je  osnovnega pom ena 
za n ad a ljn ji postopek. K o nam reč to  vrednost po
znamo, je  n ad a ljn ji računsk i postopek za vse v rste  
elem entov enak. V p rak si izbiram o za celotno kon
strukcijo , k je r  je  to  le  mogoče, isti tip  končnega 
elem enta, čeprav  to  n i neogibno potrebno, ker- 
ta k šn a  o b ravnava  poenostav lja  računsk i postopek.

Z enačbo (4.8) je  podana porazdelitev  tem p era
tu re  po  e lem entu  v  odvisnosti od vozliščnih tem 
p era tu r.

In terpo lac ijsko  m atriko , k i je  po red u  1 X p, 
lah k o  pišemo' še v  obliki

[£»] =  [bij bj, bk ■ ■ -b/J 

Z ato  je  širši zapis za enačbo (4.8) tu d i

T  — [bi, bj, bk, ■ ■ ■ bp]

epi 
<Pi 
cpk

<Pp .

(4.10)

(4.11)



5. ENAČBA ELEM ENTA

K akor sm o že povedali, rešujem o prenosni p ro 
blem  z enačbo (3.6). Zapišim o to  enačbo za po ljubn i 
elem ent e. Tako je  enačba (3.6)

d l
dcpi

d l

d<Pi = 0  (5.1)

d l

dcpp

za končni elem ent, k i im a p  vozlišč.

Izračunajm o' sedaj posam ezne odvode enačbe 
(5.1). Za vrsto  i, ko  enačbo (3.4) odvajam o, dobim o

- =  f f f  * , - - ( - )
dcpi J  J  J  L d x  dcpi \ d x j  d y  d c p t-d y)

+  k , —  —  ( — )  — ( q  —  c — I — 1 
d (p i\ d z /  \  d t j  dcp,\

+

dx  dp dz

Če upoštevam o enačbo (4.8) oz. (4.12), dobimo- sedaj

J -  =  7 “ [5 ]  =  °--—- . {<p}e +  [ b j  {<p}„ (5.3)
d x  d x  d x

ki e r  sm o označili odvod

d[b]
— =  [ b j  =  [bix, bjX, . . .  b,,r]
dx

(5.4)

dalje  je

d /d T \© dq>i
[bx] {93}e —

K o v stav ljam o  dobljene odvode v  enačbo (5.2), 
dobim o

d~- =  /  J J ^  ' h ‘X +  ky  ^  ^ e ' h>y +

+  K  [b2] {qp}e bfe) d x  dp dz —

-JJJ Q b-, d x  dy  dz +  j j j c m ^ } . b ‘ d x d v d z
(5.8)

P odobne izraze dobimo- za ostala  vozlišča.

Sedaj združim o vsa  vozlišča e lem en ta  e v  sk u p 
no  m atriko , posam ezni in teg ra li p a  dajo

/J/(l
дт\ d T '

dz dcp i\d z)  \  d t j  dcp,\ (5.2)

+  k ,

[bj;] bix
[ b j  bjx

. [ b j  bpx_

' [b*] biz
[ b2] bjz

.[b.d bvz

Ш

+  k,.

[bu] biV
[by] bjlt

+

[bj/] bpy. 

d x  dp dz . {99 }e —

Q

b,
bj

. d x  dp dz +

+ ///■

bi
bj

L bp

[b] d x  dy  dz I—-1 =  0 (5,9)
d t j e

K ra jše  bom o zapisali posam ezne in teg ra le  v  obliki

/ M  =  0 (5,10)[h]e [<p}e +  {/}e +  [p](
t o U

— \bix) b,y, . . . bpx] <
dcpi

Podobne izraze dobim o za ostala odvoda. 
D alje je  še

d T _ d _
d<pi dq>i

m

d_
dcpi

y  =  -|~[b] {<?}* =  [b] f t
dt dt [dt j  e

= bix (5.5) D obljena enačba se im en u je  enačba elem enta . In te 
g ra le  zgorn je  enačbe izračunam o  za vsak  tip  ele
m en ta  en k ra t za vselej. M atrik a  [h]e —  im enovana 
tu d i koordinatna m a trika  elem enta  —  je  vedno k v a
d ra tna , red a  p  X  p, k a r  im a  e lem ent p  vozlišč. 
Torej

(5.11)

hü, K ,  . ■ hip
1 <pi > =  bi (5.6) IMe =

hji, h j j, . ■ hjp

V cpv, . hpi, h p j,. ■ hpp _

(5.7)
Ta m a trik a  je  tu d i sim etrična, to re j je

кц  =  hji (5.12)



Podobno je g ra jen a  m a trik a  [p]e

[P]* = Ш  c [b]T [b] d x  dy  dz
pa, p :j . . . p ip ■
Pib Pii ■ ■ ■ Pip
Ppi> Ppi • ■ • P  p Ji

[ H ]

H » , Н ц ,  H ik ,  . . .  H  in
H j i ,  H j j ,  H j/C, . . . H jn  

H ni, H n j ,  H n k ,  . . . Hnn

P reo sta le  m a trik e  so red a  1 X p, in  je
(5.13)

Q . [b]T dx  dy  dz (5.14)

( 6.2)

(6.3)

M e  =  W b <Pi, • • • џ>р}т (5.15)

дср\ _  f дџч дсрј дср,Ат 
d t le  I d t ’ d t d t j

(5.16)

Posledn ji m a trik i sm o zarad i laž je  pisave p isali v 
tran sp o n iran i obliki.

Za s tac io n arn e  p rob lem e se enačba (5.10) po
enostav i v  obliko

M e W )e  +  {f}e =  0 (5.17)

P r i  p rob lem ih  brez n o tra n je  generacije  top lo te  pa 
celo v  obliko

M e W ) e  =  0 (5.18)

6. ENAČBA SISTEM A

K a d a r zapišem o enačbo (5.10) za vse elem ente 
sistem a in  jih  m ed seboj združim o tako , da super- 
pon iram o elem ente  posam eznih  m atrik , k i p rip ad a jo  
sku p n em u  vozlišču  (sl. 6.1), dobimo- enačbo- sistem a:

[ Н ] { Ф } + [ Р ] Ј ^ Ј + { Е }  =  0 (6.1)

( дФ)M atrike  {Ф }, { —  in  {F} so  zopet eno-kolonske.
I d t  j

K ad ar im a celotni sistem  n  vozlišč, so po  redu  1 X  n.

M atrik i [H] in  [P] pa s ta  zopet k v ad ra tn i m a
tr ik i red a  n  X n. Tako je  npr.

E načbe (6.1) pom enijo  sistem  n  linearn ih  d iferen
cialn ih  enačb, k i jih  je  treb a  rešiti z upoštevanjem  
začetnega in  robn ih  pogojev. P reden  bom o opisali 
numerično- rešitev  sistem a (6.1), si oglejm o še, kako  
upoštevam o ro b n e  pogoje.

7. ROBNI PO G O JI

P renosn i problem  (6.1) bo rešen  šele tedaj, ko 
bom o upoštevali ro b n e  pogo-je. P ri robn ih  pogojih 
bomo- m orah  posebej obravnavati pogoj (2.5), torej 
p rim er, ko  je  p redp isana  tem p era tu ra  od p rim era  
(2.6) in  (2.8), k i o b rav n av a ta  p redp isan i fluks na 
površin i ozirom a konve-kcijo.

7.1. Na površini je predpisana temperatura
U poštevanje  teg a  robnega pogoja v  enačbi (6.1) 

je  preprosto . K e r so p ri tem  pogoju predpisane  
tem p era tu re  v  določenih vozliščih elem entov na  po-- 
v ršin i telesa, so v  enačbi (6.1) vsi <pr, k i p ripadajo  
tem  točkam , znani. Zato- je  treb a  iz enačbe (5.1) 
izločiti vrstice, k i p rip ad a jo  tem  točkam . To n a 
red im o npr. tako-, da parcioniram o  m atrično enačbo 
(8.1). Če je  p ri n  vozliščih r  vozliščnih tem p era tu r 
znanih, m  pa še neznanih , to rej če je

m  =  n  — r

parcion iram o enačbo (6.1) po prav ilu

[^ш ] [Hmr] j { Фт } +
[P mn\ [Pmr]

\Hrm] [Hrr] _ I W J _ [-Prm\ [M ] .

(№ » }  
\ { F r }

=  0 (7.1)

P arc io n iran je  smo izvedli tako, da smo- združili vse 
neznane tem p era tu re  vozlišč v m atriko  {Фт}, vse 
znane pa  v  m atriko  { } .

Če upoštevamo-, da je

\дФг\
1 d t j

=  0 (7.2)



saj so navadno  tem p era tu re  v  p redp isan ih  točkah  
časovno nesprem enljive, dobim o iz enačbe (7.1)

[Hmm] {Фт} +  [Hmr] {Фг} +  [Pmm] J ^ j  +

+  { M  =  0 (7.2)

ozirom a ko  združim o znane v rednosti v  m a trik o

{Em} =  [Hmr] {Фг} +  {Fm} (7.3)

dobim o

[Hmm] {Фт} +  [Pmm] j ^ - j  +  {Em} =  0 (7.4)

E načba (7.4) je  povsem  podobna enačbi (6.1), le da 
je  n jen  red  za r  enačb nižji. R eševanje  enačbe (7.4) 
bo torej potekalo  povsem  enako- k ak o r reševan je  
enačbe (6.1), le  da je  število  neznank  še sam o m.  
K ad ar rešujem o celotni problem  z računaln ikom , se 
ta  izločitev ne  izplača, tem več uporabim o poseben 
num erični postopek, o ka te rem  bom o govorili p ri 
opisovanju program iran ja .

7.2. Na površini je predpisan fluks oziroma 
konvekcija

R obna pogoja (2.6) in  (2.8) bom o združili v 
skupno enačbo, tak o  dobim o

d T
k ~ ~ + q  + h ( T — T 0) =  0 (7.5)

on

V poglav ju  (3) sm o že opozorili, da je  tre b a  fu n k 
tio n a l (3.4) za robne- pogoje, k i jih  podaja  enačba 
(7.5), dopolniti z izrazom  [4]

Г =  И q T  dA +  JJ h h  (Г —  T 0)2 d A  (7.6)
A A

Z a točke na  površin i pišem o dodatno  k  enačbi (5.2) 
še izraz

dJ’

dcps
d A  + II dT

h (T  — T 0) -----d A
dcps

(7.7)

tako-, da je  za vsako točko- n a  površin i variac ija  
funkcionala

dJ  | dJ’

dq>s dcps
(7.8)

Za vse točke na  ko n tu ri celotnega sistem a bi dobili 
po združitv i vseh enačb (7.7) m atrik o

=  (7.9)

K o dodam o ta  del k  enačbi sistem a (5.1), dobim o 
enačbo

[H] {Ф} +  [ P j f f l  +  [G] {Ф} +  {1} +  {E} — 0

(7.10)

Ta enačba v k lju ču je  vse ro b n e  pogoje. M atrik i [G] 
in  {1} im a ta  enak  red  k a k o r m a tr ik a  [H] oz. {Ф }, le 
da  im ajo  e lem enti za tis te  točke, k i ležijo- zno tra j 
k o n tu re  ali — k je r  niso- p redp isan i zgorn ji robn i 
pogoji —  sam e ničle.

Če združim o

[H] +  [G] =  [H] (7.11)

(1} +  {F} =  {F} (7.12)

dobi enačba (7.10) zopet obliko

[H] {Ф} +  [P] j ^ j  +  {F} =  0 (7.13)

Ta enačba pom eni zopet sistem  lin e a rn ih  d ife ren 
cialn ih  enačb, k i so g ra jen e  povsem  analogno- k ak o r 
enačba (6.1), le  da so m a trik e  [H] in  {P} dopoln jene 
z elem enti, k i izhajajo- iz ro b n ih  pogojev.

K e r v sebu je  enačba (7.13) še m o reb itn e  točke 
n a  površin i kon tu re , k je r  je  p red p isan a  tem p era 
tu ra , lah k o  s p a rrio n iran jem  te  točke  izločimo, n a 
k a r  dobimo- podobno k ak o r p r i enačbi (7.4) enačbo

[Hmm] {Фш} +  [Pmm] l ~ ^  +  {Em} =  0 (7.14)

k je r  je  sedaj

{Em} =  [Hmr] {ф, } +  {Fm\ (7.15)

Z enačbo (7.14) to re j opišem o p redp isan i p renosn i 
problem  z upoštevan jem  vseh  ro b n ih  pogojev.

8. R EŠEV A N JE SISTEM A  ENAČB

Slednjič bomo p rikazali še pot, kako  je  m o
goče rešiti sistem  lin ea rn ih  p arc ia ln ih  enačb, k i ga 
pod a ja  enačba sistem a (7.14).

P r i num eričnem  rešev an ju  enačbe (7.14) lahko  
uporabimo- d iferenčno  m etodo  z upo rabo  t. im. 
desnih  d iferenc [5], lah k o  p a  uporab im o tu d i n a 
slednjo pot: suponirajmo-, da se  v  časovnem  inte-r- 

дФ
valu  At  sp rem in ja  —  linearno , pa  lahko- pišem o 

dt

m
2 \ \ dt  j  t -  л t

+ {£}.)■
At (8.1)



Iz te  enačbe izhaja

1()Ф1 _  ЈдФ1 
i ö t j t  [ d t  j t - A t

+ — a&h—
At

(8 .2)

V stavim o ta  izraz v  enačbo (7.14) in  opustim o pri 
p isan ju  m a trik  indeks to, p a  je

[ Н ] { Ф } , +  [ P ] ( - ( — ] +
\  ( Ot ) t - At

H------ ( {^}<— +  {E} - 0
At  j

P o  u red itv i je

(Гн] +  А [Р]){ ф } , — [ P ] / W  +
At  \ [ d t  )t~At

+  — {Ф}4_ ^ \  +  {E} =  0 (8.3)
At /

Če p išem o k ra jše

[L] =  [H] +  —  [P] (8.4)
At

{M}t̂ t[M\t-At =  ~ { Р ] ( ~ { Ф } , - А  t +  f f l  )
\z lt  \ d t j t - A t J

(8.5)
dobi enačba (8.3) obliko

[L] {Ф}( +  {M}t-At [M]t-At  +  {E} =  0 (8.6)

K er je  začetno sta n je  p redpisano , s ta  izraza

{ 0 } t -A t  in
t-A t

v času  t— A t znana, iz enačbe (8.6) pa  lahko  izraču 
nam o  s ta n je  v  času t, k i je  za d  t  poznejše. P o  inver- 
t i ra n ju  enačbe (8.6) je  nam reč

i ()Ф1 — —
~ [ P ]  —  =[H]{<P}t=o+{E}  (8.8)

{ dt  J t= o

k a r vstav ljam o  v  enačbo (8.3) oz. (8.6) in  izraču
nam o s tan je  v  nasledn jem  času.

9. REŠEV A N JE STACIONARNIH PROBLEM OV

Za stac ionarne  problem e dobi enačba (7.14) p re 
p roste jšo  obliko, nam reč

[Hmm] {Фт} + {Em} =  0 (9.1)

Iz te  enačbe izhajajo' takoj iskane tem p era tu re  v  
vseh vozliščih sistem a. P o  in v e rtira n ju  enačbe (9.1) 
je  to rej iskana  tem p era tu ra  vozlišč

{Ф} =  — {E m} (9.2)

z enačbo (4.8) pa  dobim o še tem p era tu ro  v  po ljubni 
točki posam eznega elem enta.

10. SK L E P

V zaje tih  pog lav jih  je  p rikazan  teo re tičn i del 
re šev an ja  prenosn ih  problem ov po m etodi končnih  
elem entov. Spoznali smo, da  je  m etoda zelo* splošna, 
saj om ogoča n e  sam o reševan je  p renosnih  problem 
m ov za splošne oblike teles, am pak  je  mogoče sp re 
m in ja ti tu d i vse po jav lja joče  se term oelastične kon
s tan te  (k, h) te r  upoštevati najsp lošnejše  robne 
pogoje.

V delu  [5], k i je  v  p rip rav i, bo p rikazana  tu d i 
upo rab a  te h  enačb za k o n k re tn e  ravninske, ro ta 
cijsko sim etrične  te r  p rosto rske  problem e. N a vpo
gled bodo tu d i reš itv e  za procese ogrevan ja  in  
oh la jevan ja  n a  p loskvah  in  podobni problem i, ki 
so vezani n a  prenosno enačbo1. T a čas je  v  p rip rav i 
tu d i n a  F ak u lte ti za stro jn ištvo  p rogram  za IBM 
1130, k i bo om ogočal reševan je  te h  problem ov z m i
n im aln im i vhodnim i podatki.

{Ф}( =  [L]-1 . (— { M } t-A t[M]t-At +  {E}) (8.7)

K o je  to  s ta n je  znano, iz računam o z isto  enačbo 
n asled n je  s ta n je  s tem , da  vstav ljam o za m a trik o  
[L\t—At p ra v k a r  iz računano  stan je . Ta postopek po
navljam o' do zah tevanega končnega stan ja .

P r i  ra č u n a n ju  p rak tičn ih  p rim ero v  je  navadno  
po razdelitev  te m p e ra tu re  v  času t  =  0 znana. V tem  
p rim eru  lahko  iz enačbe (7.14) (pišem o jo  brez in 
deksa ml), to re j iz enačbe

[Н]{Ф},=0 +  [P] + { E }  =  0
\ d t  j t-o

že izračunam o

LITERATURA

1. E. Prelog, Elasto- in  plastom ehanika, U niverzi
te tn a  založba, L jub ljana 1972.

2. B. A. Boley, J. H. W einer, Theory of T herm al 
Stresses, John  W iley & Sohns, New York 1960.

3. O. C. Zienkiewicz, Y. K. Cheung, The F inite 
E lem ent M ethod in  S truc tu ra l and C ontinuum  M e
chanics, 1968.

4. V. I. Sm irnov, K urs višei m atem atiki, tom  IV, 
G osudarstvenoe izdajateljstvo. M oskva 1958.

5. E. Prelog, R eševanje prenosnih problem ov z m e
todo končnih elem entov, U niverzitetna založba, v tisku.

A v to r je v  n as lo v :
p ro f. d r. Ing . E rv in  P re lo g , 
F a k u lte ta  za  s tro jn iš tv o  
U n iv erze  v  L ju b lja n i


