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Izračun kritične h itrosti sklopa vodna turbina in e lektričn i generator
z metodo prenosnih m atrik

A N T O N  K U H E L J  (ml)

Opisan je  izračun z elek tronsk im  računalnikom  prve upogibne kritične vrtilne  h itrosti 
gredi v sklopu vodna turb ina-električni generator. Na m etodi prenosnih  m a trik  zasnovan  
postopek omogoča izračun kritične h itrosti in  ustrezne deform acijske črte za  vse običajne  
dvoležajne in  troležajne izvedbe sklopa.

1. Uvod G, •  t

Za izračun prve upogibne k ritične v rtiln e  h itrosti 
gredi z več ro to rji poznam o več num eričnih  in  gra
fičnih metod. P ri prim erih , ki so običajni p r i sklopih 
vodne tu rb ine in  električnega generatorja , ko im am o 
dva a li tr i vodilne ležaje in  vsaj tr i  večje m ase te r  po
gosto sprem in jan je prem era  gredi, je  vsak natančnejši 
izračun brez računaln ika  precej zam uden. Da bi se 
izognili tem u delu, je  bil po naročilu  podjetja  TZ Lito
stroj iz L jub ljane izdelan program  za računaln ik , ki 
omogoča zelo h ite r in poceni izračun vseh veličin, ki so 
za naročnika zanimive. P rogram  je izdelan v jeziku 
FORTRAN IV in p rire jen  za računaln ik  IBM 1130.
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2 . Opis postopka

M etoda prenosnih m atrik  je  že dolgo znana, ven 
dar je  p rišla  do veljave šele p ri uporabi elek tronsk ih  
računalnikov. Izkazalo se je, da je  ta  m etoda zelo p r i
m erna za statične in  dinam ične izračune predvsem  pri 
tak ih  sistem ih, ki so sestavljeni pretežno iz daljših  li
n ijsk ih  elem entov. Zato je  b ila  uporab ljena tud i v n a 
šem prim eru. Zaradi svoje uporabnosti je ta  m etoda 
v lite ra tu ri že dobro obdelana (glej [1], [2], [3]).

K er se v rtijo  sklopi vodnih tu rb in  z električnim i 
generatorji sorazm erno počasi, p rav ilom a vedno v pod- 
kritičnem  območju, je  izračun k ritične h itrosti precej 
poenostavljen. Zanem arili smo vpliv  v rtavkinega efek
ta  tekačev, vpliv  strižnih  deform acij gredi in  osne sile 
v gredi. P ra v  tako nism o upoštevali rad ia ln e  prožnosti 
vodilnih ležajev. Vplivi nekaterih  zanem arjenih  poja
vov n a  izračun k ritične h itrosti se do neke m ere m ed
sebojno izravnavajo. U poštevati bi jih  m orali le, če bi 
se ubežna v rtiln a  h itrost sklopa močno p rib ližala k r i
tični hitrosti, k a r navadno preprečim o s konstrukcij
skim i m eram i. Vse zgoraj navedene vplive p a  lahko 
brez težav upoštevam o p ri izračunu z m etodo prenos
n ih  m atrik , saj bi nam  izračun delom a še poenosta
vili.

V skladu z osnovami m etode prenosnih  m atrik  je 
na sliki 1 prikazan  diskreten  sistem  petih  m asnih  točk, 
ki so m edsebojno povezane z brezm asnim i, upogibno 
prožnim i odseki gredi. Sistem  je  radialno' u ležajen  v 
največ treh  ležajih, k a r  je  razvidno s slike 1. Z n ak a
zanim i sprem em bam i prem era  gredi je  mogoče dovolj 
natančno posneti dejanske sprem em be debeline gredi. 
N arisan  sistem  zajem a vse od naročnika navedene kon
strukcijske izvedbe uležajenja, razpored itve m as in  iz
m ere gredi.

P ri izračunu upogibnih n ihan j im a vektor s tan ja  
{V} štiri elem ente

i
{V} -  J  (1)
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Slika 1

P ri tem  označuje y  pom ik v  rad ia ln i sm eri, гр je  n a 
klonski kot deform acijske črte, M je  upogibni m om ent, 
ki povzroča nagib T  p a  je  p rečna sila. Sprem em be 
vseh š tirih  elem entov vek to rja  s ta n ja  zasledujem o od 
enega konca sistem a do drugega. V splošnem  p rim eru  
dobim o vrednosti v ek to rja  s ta n ja  v nasledn ji točki, če 
vek tor s ta n ja  v  poprejšn ji točki pomnožimo' z neko 
m atriko:

m i+1 =  [ p i i { v } i (2)

To m atriko  [P ], ki nam  omogoča izraziti vek tor s ta 
n ja  v naslednji točki z vek to rjem  stan ja  v poprejšn ji toč
ki, im enujem o prenosno m atriko, k er z n jeno  po
močjo prenesem o vektor s ta n ja  iz ene točke sistem a v 
sosedno. Te prenosne m atrike  določamo za posam ez
ne e lem en te sistem a z znanim i enačbam i iz teo rije  e la 
stičnosti in  dinam ike. V lite ra tu ri obsta ja jo  (glej na p r i
m er [2]) katalogi teh  m a tr ik  za vse ob ičajne elem ente, 
ki p rih a ja jo  v poštev.



V našem  prim eru  im am o le  dve osnovni v rsti ele
m entov: m asno točko in  brezm asno upogibno prožno 
gred. Znano je, da je  p renosna m a trik a  za m asno 
točko

p 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

- mco- 0 0 1 -

k je r je  m m asa točke in ш krožna frekvenca, s katero  
m asa niha. Za brezm asno elastično polje p a  je  p re 
nosna m atrika

1 l l2 l3
2 E l 6 E l

0 l l2
E l 2 E l

0 0 1 l
0 0 0 1

(4)

P ri tem  je  l dolžina gredi, E l pa n jena  upogibna 
togost.

U poštevati je  treb a  tud i robne in  vm esne pogoje. Za 
proste robove, kakršne im am o v  našem  prim eru, sta 
— kak o r vem o — nična p rečna sila  T  in  upogibni m o
m en t M. N a vsakem  neprožnem  ležaju se po jav lja  še 
ena neznana veličina in  to  je  velikost p rečne sile T 
v  ležaju. Zato m oram o vek to r s tan ja  povečati za vsak 
popolnom a tog ležaj še za en elem ent. Seveda pa se 
po jav lja  za vsak ležaj še tudi po en dodatni vm esni 
pogoj, d a  m ora b iti pom ik y  v  takem  ležaju  ničen.

P ri izračunu lastne  frekvence upoštevam o najprej 
robne pogoje na začetku, saj postaneta v  našem  p r i
m eru  dva elem enta vek to rja  s tan ja  na začetku nična, 
s tem  pa izpadeta v  vseh prenosn ih  m atrikah  sistem a 
dva ustrezna stolpca. Z atem  izberem o neko začetno 
vrednost krožne frekvence co in zmnožimo vse prenos
ne m a trik e  do prvega ležaja. Tam  se vek to r s tan ja  
poveča za en elem ent in ustrezno se poveča tudi število 
stolpcev prenosn ih  m a trik  za eno. Ko tako zmnožimo 
m atrike  za izbrano vrednost krožne frekvence co p rek  
vseh točk sistem a do konca, upoštevam o še vm esne in 
končne robne pogoje. Vsak ležaj da eno pogojno 
enačbo, robni pogoj na koncu pa še dve pogojni enačbi. 
V našem  p rim eru  najbo lj splošnega sistem a im am o 
to re j:

y r> =  0 M n  =  0
yn =  0 T 15 =  0 (5)

v  i3 =  0

Ta hom ogeni sistem  petih  a lgebraičn ih  enačb za pet 
neznank  y n, y r3, M 15 in T f6 im a netriv ia lne  rešitve 
le, če je  d e term in an ta  sistem a nična. Zato izračunam o 
vrednost de term inan te  za izbrano vrednost krožne frek 
vence co, ki seveda zelo verje tno  ne bo nič. S sp re
m in jan jem  krožne frekvence in  ponavljan jem  računa 
poiščem o tisto  vrednost krožne frekvence co, p ri kateri 
je  v rednost d eterm inan te  res nič. D obljena krožna frek 
venca je  la s tn a  frekvenca sistem a. P ri tej vrednosti 
k rožne frekvence izračunane vrednosti vek to rja  stan ja  
in  predvsem  poveša y  v posam eznih točkah sistem a 
nam  dajejo  lastno obliko sistem a pri tej lastn i frek 
venci.

S lika 2

Za podatke m oram o poznati dolžine odsekov gredi, 
zunanje in  no tran je  (pri votlih gredeh) prem ere gredi, 
m ase m asnih točk, m odul elastičnosti m a teria la  gredi 
in število vodilnih ležajev. Zatem  je  izveden prehod na 
brezdim enzijske veličine in  izračun vseh prenosnih 
m atrik  v brezdim enzijski obliki. V diagram u poteka 
je  podrobneje prikazan  način iskan ja  lastne frekvence.

Podprogram  vrste  subru tm e DETE izračuna vred
nost frekvenčne determ inan te  za dano brezdim enzijsko 
vrednost krožne frekvence co. N a koncu stroj izpiše vse 
podatke, kritično h itrost v v r tlja jih  na m inuto in veli
kost rela tivn ih  pom ikov vseh m asnih  točk p ri kritični 
hitrosti.

Za izračun k ritične h itrosti trileža jne izvedbe HC 
M ratin je  je  b il na s tro ju  IBM 1130 porab ljen  čas 12 
sto tink  ure.
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3. Opis program a

N a sliki 2 je p rikazan  delom a sk ra jšan  d iagram  po
tek a  g lavnega p rogram a P K R IT  za izračun  k ritične 
h itro sti in  ustrezne lastne  oblike sistema.

A v to rjev  n as lo v :
dr. ing . A n ton  K uhelj m l. 
d o cen t n a  F a k u lte ti  za s tro jn ištv o  
U n iverze  v  L ju b lja n i


