
UDK 532.528:621.224

Izračun odlepljanja toka v rotirajočem lopatičnem kanalu 
turbinskega stroja z uporabo Hamiltonovega principa

J O A C H I M  R A A B E  
* (Nadaljevanje in konec)

4.0 Določitev minimalnega števila lopat 
v radialno-aksialnem turbinskem stroju

4.1. Teoretične osnove
V zelo gosti kaskadi lopat je  število lopat z  ta 

kole povezano z geom etrično širino  kanala ageo

dgeo =  £ 2 л  ru sin /?D/z  (93)

t  je  zožitev kana la  zaradi končne debeline lopat. 
Če se hočem o izogniti od lep ljan ju  toka, m ora biti 
širina a, p ri k a te ri se pojavlja  ekstrem  akcije, večja 
od geom etrične širine kanala  ageo

Ctgeo n  (94)

Iz (87) in  (93) preberem o minimalno' število lopat 

z  >  C 2 n  sin ßojx*  (95)

Iščem o t i s t o  število lopat, ki ravno še zadr
žuje od lep ljan je tekočine. V enačbi (95) obvelja 
torej enačaj. Z uvedbo

/  =  2 n  sin ßv  (96)

dobimo zvezo

X* =  c Hz (97)

Tako izraženo število' lopat je  pravo m inim alno 
število lopat. Da im am o res opravka z m inim alnim  
številom  lopat, vidimo' iz naslednjega: vsakršno 
zm anjšanje z  poveča po  enačbi (93) geom etrično 
širino kanala  ageo. N aravna širina  a, k i se vzpo
stavi sam a zaradi ekstrem ne akcije, bi postala
lahko m anjša  od ageo in  pojavilo  bi se odlepljanje.

V stavim o (97) v  enačbo (92), preured im o člene 
in  napišim o naslednjo1 enačbo če trte  stopnje  za do
ločitev m inim alnega števila lopat z

Bi z4 +  2 B 2 C f  z3 +  3 B3r f  z' +
+  4 B4 Г  f  z  + 5 B5 C* f  =  0 (98)

V praksi je  število  lopat ponavadi tako  veliko, 
da so p ri običajnih vrednostih  B, zanim ivi le trije  
členi z najv išjim i potencam i z. Enačba (98) se po
enostavi, dobim o približno kvadratično  enačbo' za 
minimalno' število lopat z

z2 +  2 (Bg/Bi) C fz  +  3 (Вз/Bi) £2 f  =  0 (99)

Sledi približno- m inim alno število lopat

z  =  Cf [ —  (B2/B 1) ( ± ) |/(B2/B i /  — 3 (Ba/Bi)] (10°)

V naslednjih  prim erih  bom o pokazali, da je  p ri 
p rak tično  zanim ivih rešitvah  B2/B 1 <  0. T ak ra t je 
tud i izraz pod korenom  vedno- pozitiven.

M inus pred  korenom  da zelo- m ajhno  število 
lopat, k er je  drugi člen rad ikanda zelo m ajhen; to 
nasp ro tu je  naši predpostavki. Zato- je  m inus po
stavljen  v  oklepaj, k a r  pe lje  k naravni rešitvi enač
be (100).

Iz enačbe (100) izhaja tud i preprosta rešitev 
(58,2), če upoštevam o v  ravnem  kanalu  z vzpored
nim a stenam a: z->co , v -r 0 , x~>0 in  y -> 0.
Dokaz za to  najdem o v  dodatku 5.

4.2 Primeri

Podane so naslednje veličine ro torja  
v =  0,6616, cp =  0,3308, k  =  1,2, X = cp =  0,3308.

X =  0,9, y =  0,03 
R d/td =  16, Џ1) =  70°, ßn — 15°

P ri tem  л im a m eridianski prerez običajno obli
ko z br — const.

Podajmo- približno- odvisnost v in  cp od geome
tr ije  roto-rja

v = 2 cos ЏЂ cos ßn (101)

cp = cos /n) cos /?d  =  r /2 (102)

(Dokaz za to  najdem o v dodatku 1 in  2.)
V m eridianskem  prerezu z brm =  const., je  /  

odvisen od m  in cp
I  — m, cp (103)

(To je  dokazano- v  dodatku 3.) Običajni ro torji im a
jo m  =  1. Zožitev naj bo C =  1,0, pretočni koefi
cient pa c j u  — 0,5. Iz enačb (90,1) do (90,5) dobimo

Bi =  0,9659, B2 =  — 5,909, B3 =  1,64,
B4 =  —0,03946, B5 =  —0,009419 

iz enačbe (96) pa
f  =  1,624.

M inim alno število lopat je  po približni enačbi
( 100)
z =  1,624 (6,1 (+ )  5,67) =  19,2, k a r zaokrožimo na 20 
lopat.

Če rešim o natančno določilno enačbo (98), pa do
bimo- minimalno- število lopat

z =  19,2 in zaokroženo =  20.

Prib ližna rešitev  po enačbi (100) popolnoma za
došča, p revladujejo  le prvi tr ije  členi z najvišjim i 
potencam i števila lopat.

Vzemimo pri istem  ro to rju  pretočni koeficient 
c,Ju  =  0,7; po enačbi (100) izračunam o z =  6,33, na
tančna rešitev  enačbe (98) pa da z =  10,33, k a r za
okrožimo- na 11 lopat.



N ašli sm o velikostn i red  š tev ila  lopat, p ri k a te 
rem  odpove p rib ližno  reševanje . Spoznam o tudi, 
da se  m inim alno ' število  lopat m očno sp rem in ja  s 
p re točn im  koeficien tom  cm/u  (z o b ra to v an jem  stro ja). 
V stav im o re š itev  v n a tančno  enačbo (98) in  ugoto
vim o tu d i v  d rugem  p rim eru , da izstopajo  členi z 
n a jv iš jim i po tencam i štev ila  lopat in  d a  tu d i tu k a j 
v e lja  k v ad ra tičn i prib ližek .

Z zožitv ijo  f  =  0,8 b i v  drugem  p rim eru  dobili 
z =  0,8 . 10,33 =  8,27 ali okroglo' 9 lopat.

S končno' debelino' lo p a t se zm anjša m inim alno 
štev ilo  lopat, to  p a  v  p rak s i tu d i želimo. H ite r p re 
g led  p rak tičn o  u p o rab n ih  rešitev  n a tan čn e  enačbe 
(98) kaže, da se štev ilo  lopat m očno zm anjša z r a 
stočim  Cmju in  se zm anjša  z Rn/rn.

5. Sklep

O dgovorim o n azad n je  n a  v p rašan je , k je  se po
ja v i od lep ljan je  to k a  od lopate. P re jšn ji račun i dajo  
sam o širin o  zdravega toka, p r i k a te ri im a H am ilto
nova ak c ija  ekstrem , in  k i se ob liku je  nekako  sam a 
po  sebi. Iz raču n  je  ta k o  postav ljen , da m erim o ši
rin o  od tla čn e  s tra n i kanala . Zato je  razum ljiv  
sklep, d a  se ta  š irin a  sam a vzpostavi kot zgorn ja 
m e ja  a zd ravega to k a  v  kana lu , in  da p rid e  do 
o d lep ljan ja  to k a  n a  sesaln i s tran i kanala . K. F i
sch er [5] in  pozneje  še  d rug i av to rji [6] so z ro to - 
skopskim i opazovan ji re la tiv n eg a  to k a  v ro to rjih  
cen trifu g a ln ih  č rpa lk  ugotovili, da  se — v  n asp ro tju  
z en erg ijsk im  stavkom  za idealen  flu id  —  p re 
m ak n e  m aksim um  h itro sti blizu  izstopa iz ro to rja  
k  tlačn i s tra n i kanala . V p rim erjav i s p ričakovano 
debelino  m ejn e  p lasti se  po jav i izredno' veliko po
d roč je  m rtv e  vode ali m ejn e  p lasti ob sesalni s tra 
ni. Do ta k ih  po javov  p rid e  v  to k u  rea ln eg a  flu ida 
tu d i zarad i kop ičen ja  m a te ria la  m ejne  plasti, k i ga 
povzroča sek u n d arn i tok  v  m ejn ih  p lasteh  ob no
tra n je m  in  zunan jem  vencu  ro to rja . S ekundarn i 
to k  teče  od tla č n e  k  sesaln i s ten i k an a la  in  je  po
sledica v p liva  n a ra šč a n ja  tlak a  v  zdravem  to k u  m ed 
sesalno  in  tlačn o  s tran jo . Posebej bi b ilo  tre b a  raz
iskati, če se p o ja v lja  m rtv a  voda ob sesaln i s tran i 
k an a lo v  v  cen trifu g a ln ih  č rp a lk ah  res zarad i odlep
lja n ja  to k a  zarad i vz tra jnosti.

P ostopek  ve lja  tu d i p r i n ap re j zav itih  lopatah , 
le  za rad ij u k riv ljen o sti postav im o — Rn, p ri tu r 
b in a h  p a  upoštevam o' n asp ro tn o  sm er h itro s ti cm 
in r w.

DODATEK
1. Izpeljava izraza za cp v  enačbi (102)

Po enačbi (83) v e lja  za ro to r  s podanim i lopa
tam i

cp =  (rJrD — l)/(nV ageo) (1A)

S slike 3 razberem o  za k an a l z m ajh n o  geom e
tričn o  širino  ageo v  p rim erjav i z rn, da  je

r s =  rn +  ageo cos ßn cos u\) (2A)

V stavim o v enačbo (1A) in  dobimo

cp =  cos ßn cos //D (3 A)

2. Izpeljava izraza za v v  enačbi (101)
Za ro to r, podan z lopatam i vred, velja po enačbi 

(85)
v =  [(d s jd  sD)2 — 1] (rD/a geo) (4A)

R abim o analitičn i izraz za razm erje  razdalj d s  
m ed sosednjim a norm alam a ob tlačn i in  sesalni 
s tran i kanala . V zam em o neskončno tan k e  profile 
lcp a t n a  osno sim etričn i tokovni ploskvi po> sliki 6.

Sl. 6. Lega elementa lopate ds v prostoru

N alogo še  poenostavim o' tako, da  se ko ta  ß  in  pi v 
p rečni sm eri k  kan a lu  ne  sp rem in jata , podana sta 
k a r  z v rednostm a ßn in  pin n a  tlačn i s tran i. S sli
k e  6 dobimo' m erid iansko  p ro jekcijo  loka d s m

dsm/(rd<p*) =  tan  ßn (5A)

Iz m erid ianskega prereza  dobim o

d s m/d r  =  1/cos fin (6A)

Iz enačb (5A) in  (6A) izhaja d iferencialna enačba 
tan k e  lopate

d r / r  =  ta n  ßn cos f in d  cp (7 A)

Z in teg racijo  dobim o za prvo  lopato  p ri r =  n , 
ki g re  skozi točko Ai (rn, 0) po sliki 7, funkcijo

П  = m  e t a n A > c o s  " D '  v* ( 8 A )

N orm ala p rv e  lopate  n i v točki Aj (rn, 0) do
bim o iz zgornjega izraza z zam enjavo kota  ßn z
ßn +  n/2

tan  (ßn + л/2) =  — cot ßn (9A)

F u nkcija  norm ale n \ je  p ri r = r\ po' slik i 7

r„i = т  e -  cot /љ cos ■ v* (10A)

F u nkcija  sosednje »druge« lopate  v točki 
(r =  rn, cp* =  —2 n/z) je  p ri r  =  rž in po enačbi 
(8A)

r ., = m  e tan A> cos ^  + 2nlz* (HA)

F unkcija  druge norm ale skozi točko Bi (q>* =  
=  Acp*, r  =  r\> exp  ta n  ßn cos pin ■ Acp*) k  p rv i lopati 
pa je  z upoštevanjem  enačbe (10A) in  slike 7

=  r D  g— cot ßo  COS /ID (<!>* —  Aip*ICOS’- Po) ( 1 2 A )

K er pa  sm o vzeli k onstan ten  ko t ß  =  ßn, sta 
obe norm ali ni in  n-2 norm aln i tu d i k  drugi lopati.



Sl. 7. Projekcija medlopatičnega kanala na osno simetrično tokovno ploskev

Kot Aq>* naj bo infinitezimalno majhen, odseka 
Ai Bi in As B -2 na obeh lopatah sta zelo enaka ko
koma dsD in d ss na tlačni in sesalni strani. Vzemi
mo, da ustreza prva lopata tlačni in druga sesalni 
strani kanala. Radij rA2 presečišča As druge lopate 
in prve normale n\ oklepa po sliki 7 kot <p*\2 -

Iz enačb (10A) in (11A) izhaja

r,\> =  m  e - cot A > cos №  V * A 2  =

=  Г[) gtan /Id cos ud (o*A2 + 27t/z) (13A)

Izenačimo eksponenta in dobimo kot

q>*A2 =  — (2 л/z) sin2 /JD (14A)

in radij po enačbi (13A)

rA2 =  TD е(п/г) cos"D sin2/fD (15A)

Presečišče normale n? z drugo lopato1 leži po 
sliki 7 na radiju rB2 in oklepa kot (p*m Iz enačb 
(11 A) in (12 A) izhaja

— Td gtanft/ COS /2D (<P* B2 + 27I/Z) =
=  n, g -  cot to cos HO (p*B2 -40*/COS» to) (16A)

Izenačenje eksponentov da kot

ф*Ђ2 =  —(2 л/z) sin2 ßp +  Arp* (17A)

in radij po enačbi (16A)

ГВ2 =  П) e(n/z) cos sln 2to + 4 (H* cos /iD tan to (p8A)

Al, A2, B i, B-> so oglišča p lasti v kanalu  in  im ajo 
koordinate

Ai(rp, 0) B, (rD e J cos/id tan to ) Д ep*)
As (rp e ("/z) cos № sin 2 to ; — (2 л/z) sin2 /3d)

B2 (Tl) G cos D̂ Sin2yÖD + COS/4D tan^D?

— (2 л/z) sin2 ßp +  (19 A)

P ri infinitezim alno m ajhnem  Acp* dobimo kva
d ra ta  infinitezim alnih razdalj po Pitagorovem  iz
reku  Ai B i2 =  (d sd)2, (A2 B2)2 =  (d s s)2 in

(dsD)2 =  ru2[(e2l«’COS№tan/'D — l )2 +  A<p*2]
(20 A)

(,-[s ^ 2  __ r i) 2 e (2 n/z) cos/id sin  2to[(gil(’* cos/id ta n  t o  _  

— I)2 +  Acp**\ (21 A)
Z enačbo (4 A) in  z upoštevanjem

agf:0 =  (2 л/z) rp sin ßp (22 A)

dobimo1 iskano vrednost v v  (4 A) 

v =  (e<2",2) COS№ sin 2/?d — p) [z/(2 л sin /id)] (23 A)

Z aradi predpostavke o velikem  številu lopat z, 
lahko nadom estim o eksponencialno funkcijo  s p r
vim a členoma pripadajoče v rste  in  dobimo

v =  2 cos pip cos ßp (24 A)

3. Izpeljava izraza za A
Po enačbi (77) je  v ro to rju  s podanim i lopatam i 

X = (rp/ageo) (1 — b jbp )  (25 A)

V m eridianskem  toku naj velja relacija

bS/bp =  (rD/rA m (26 A)

k je r  je  m  poljubno1, ponavadi pozitivno število, p ri
bližno enako 1. Z enačbam a (2 A) in  (26 A) dobimo 
izraz za X po enačbi (25 A)

X =  {[1 +  (agoo/rn) cos ßp cos /iD]m —
— 1} (n ,/ageo)/[l +  (ageo/rp) cos ßp cos џр]т

(27 A)

P ri velikem  številu lopat je  kvocient aKeoIrp 
m ajhen, oba binom a s členom agao/rp v  zadnji



enačbi zapišemo' kot v rsti, k i se  končata  z lin ear
nim  členom . S to- poenostav itv ijo  dobim o za A 
izraz

A =  m cos ßu  cos џ Ђ (28 A)
in zarad i enačbe (3A) še

A =  m  cp

4. Linearizacija binomov s členom k a /R o

P ri re šev an ju  in teg ra lov  v enačbah  (75) in  (79) 
srečamo- člene nasled n jih  oblik

D =  [l/(m  — 1/fc)] [(Rd +  k a )m ~ llk — RDm-i/ic]

(29 A)

Izpostavimo- R d in  prekinemo- binom  z lin ear
nim  členom

D =  [RDm - 1/fc/(m — 1/fc)] [(1 +  k  a /R D)m ~ llk — 1]
D »  RDm “ 1 ~ 1/fc . k  a (30 A)

5. Dokaz za prehod splošnejše rešitve minimalnega 
števila lopat po enačbi (100) v posebno rešitev po 

enačbi (58,2)
P reh o d  od aksia lno  rad ia ln eg a  ro to rja  z zakriv 

ljen im i lopatam i k  rad ia ln em u  ro to rju  z ravn im i 
in  vzporednim i lopatam i je  m ogoč ko t poseben 
p rim er le  p ri neskončno velikem  štev ilu  lopat. V 
splošni re šitv i za m inim alno število lopat po- enačbi 
(98) upoštevam o zato  le  p rv a  dva člena na  desni 
stran i, z na jv iš jim a  potencam a z. T ako dobim o 
v  rav n em  k an a lu  z vzporednim a stenam a v  p rim eru  
C = 1  (tako  smo- ob ravnavali tu d i enačbo (58,2)) 
n asledn ji izraz za minimalno- število lopat (enačba 
98)

z =  —  2 f  (B2/B 1) (31 A)

V tak em  k an a lu  je  d s =  const in  za to  je  d  s s =
=  d sn  te r  po- enačbi (85)

v =  0 (32 A)
in tu d i

7 =  0 (33 A)

A =  0 (34 A)

Iz enačbe (90,2) izhaja
B-2 =  ---(1/2) (p COS ßl) (35 A)

Z /  po  enačbi (96) in  ß\ iz enačbe (90,1) dobim o 
z iz enačbe (31 A)

z =  2 . 2  л  sin /?d  џ> (cos /?d/ 2 ) /

/[CrJ(U sin  ßn) — cos ßu] (3 6 A)

U poštevajm o, da je  v  rad ia lnem  ro to rju  џт> =  0 
in še enačbo (ЗА)

cp =  cos ßD (37 A)

M inim alno število  lopat je  po tem takem
z =  ti sin 2 ßu/[2 (cm/U )/sin 2 ßv —  1] (38 A)

k a r u streza  neposredno  izračunanem u izrazu (58,2), 
če upoštevamo- enačaj in  postavim o ß = ßi>.

OZNAČBE Dimenzija

a — širina  toka v ro tira jočem  lopa- 
tičnem  kanalu , p ri k a te ri ima
akcija ekstrem no  vrednost L

& ge0 — geom etrična širina  lopatičnega
kanala L

A —- koeficient h itro sti po- enačbi (72) T -i
Bi — koeficient p ri x* v  polinom u 

brezdim enzijske akcije
B — koeficient h itro sti po enačbi (73)
b — višina kanala , razdalja  m ed no

tran jim  in zunanjim  vencem L
c — vek to r abso lu tne h itrosti LT^1
c — velikost abso lu tne h itro sti LT- 1
Cm — m erid ianska  kom ponenta abso

lu tn e  h itro sti LT“ 1
f — 2 n  sin /?d

F — sila M LT-2
i" — vektorska enota v aksialni sm eri

X L
j ° — vek to rska  enota v rad ia ln i sm eri 

r; v rti se s konstan tno  kotno
h itro stjo L

k° — vek to rska  enota v  tangencialn i 
sm eri ep, v r ti se s konstan tno
ko tno  h itro stjo L

K — koeficient h itro sti po enačbi (78) LT“1
L —  L agrangeva funkcija  v  absolut

nem  to-ku ML2T~2
n — ločna dolžina na  norm ali k  re la 

tiv n i tokovnici; leži na  osno- si
m etričn i tokovni ploskvi in  jo
m erim o od tlačne s tran i kanala L

m — m asa M
P — tlak M L r1T -2
AQ — volum enski tok, p retok  skozi

lopatični kanal L3T -1
r — osna razdalja L
R —  rad ij ukriv ljenosti re la tivne  to 

kovnice L
s — ločna dolžina re la tiv n e  tokovnice L
ds — vek to r loka na re la tivn i tokovnici L
d s — ločni elem ent re la tivne  tokovnice L
t — čas T
T — kinetična energ ija  absolutnega in

relativnega toka ML2T 2
V — prosto rn ina L3
w — vek to r re la tivne  h itro sti LT“ 1
w — velikost re la tivne  h itrosti LT“ 1
U —  velikost obodne h itrosti LT- 1
W — H am iltonova akcija ML2!*“1
w* — =  W /Q L5! 1- 1



X — krajevni vektor L
y  — brezdimenzijska akcija prečne

plasti v  lopatičnem kanalu 
X* —  =  а/гр, relativna širina toka 
z — število lopat, minimalno število 

lopat
ß — ostri ko t m ed relativno' tokovnico 

in obodno sm erjo
y — strmina cos ß  vzdolž normale n 
d — znak za variacijo 
d* debelina mrtve vode I,
C — zožitev kanala zaradi končne de

beline lopat
1 — strmina višine kanala vzdolž

normale
џ  — naklon m erid ianske tokovnice k 

rad iju
v — strmina kvadrata debeline ds 

prečne plasti v kanalu, ki seka 
tokovnice pravokotno

g — gostota fluida ML-3
<p — strmina osne razdalje vzdolž nor

male
cp* —  obodni kot
Ф — potencial sil ML2T2
xp — strm ina  cos pt vzdolž norm ale n
4' — potencialni del Lagrangeove fu n k 

cije v relativnem  sistem u ML2T-2
oj — kotna h itro st ro to rja  T-1

Indeksi
D — tlačna stran  kanala 
S — sesalna stran  kanala 
M — srednja  vrednost, poprečje
1 — pripada prvi lopati
2 — pripada drugi lopati
n i — prva norm ala
n j — druga norm ala 
Bi — pripada točki Bi 
r  — rad ialna sm er 
u — obodna sm er
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POPRAVEK
V članku F. Kosela »Reševanje stabilnosti sten z uporabo funkcij kompleksne spremenljivke«, ki smo ga objavili

v št. 1—2, se mora enačba (9) na strani 9 glasiti pravilno:___ ___ /
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O PROUČEVANJU ZMANJŠANJA NEZGOD 
PRI DELU V INDUSTRIJSKI PROIZVODNJI

Prispevek k razpravi
V zborniku »IX. savetovanje proizvodnog mašin- 

stva« (Niš, 1974) je objavljen tudi referat S. Kerkez: 
Neka razmatranja mogućnosti smanjenja povreda. V 
tem sestavku navaja avtor več statističnih rezultatov, 
iz katerih je razvidno, da je mogoče s primernimi 
ukrepi zmanjšati število in težo nezgod pri delu v in
dustrijskih podjetjih. Tako je tudi mnogo delovnih 
organizacij prispevalo svoj delež k zmanjšanju nesreč. 
V sklepih pa navaja avtor nekaj težko sprejemljivih 
zahtev, ki jih želimo razložiti.

V srednjih šolah namreč ni mogoče povsod vpeljati 
enotnega predmeta — zaščito pri delu. Le v strokovnih 
šolah je mogoče in potrebno poučevati dijake o var
nosti pri delu, predvsem v okviru njihove stroke.

Na višjih in visokih šolah novega predmeta prav 
tako ni mogoče vpeljati, bilo bi pa potrebno, da se pri 
vsakem strokovnem predmetu posveti pozornost tudi 
varnosti pri delu.

Pač pa bi uspešnejše objavljanje prispevkov s po
dročja zaščite lahko imelo poseben pomen. Treba bi 
bilo čimprej napisati ali prevesti primerne učbenike. 
Tako bi omogočili vsem delavcem v industriji strokov
no izpopolnjevanje z individualnim študijem, ki bi bilo 
lahko uspešnejše od čistega klasičnega šolanja. Seveda 
je treba upoštevati poprejšnjo izobrazbo posameznika 
in knjigo prilagoditi bralcu. Občasni seminarji in pre
verjanje znanja, pridobljenega tudi z individualnim 
študijem, bi takšno izobraževanje pospešili in ovred
notili. Za delavce z nizko kvalifikacijo bi bila potrebna 
zato tudi finančna spodbuda.

Za posamezne stroke bi bilo treba izobraziti ožje 
specialiste, ki bi lahko svetovali podjetjem pri reševa
nju problemov. Ker pa je za posamezno majhno pod
jetje večkrat težko redno namestiti takega specialista, 
bi lahko rešili to z združevanjem sredstev ali z name
stitvijo pri združenju podjetij enake stroke (morda tudi 
pri Gospodarski zbornici).

S temi pripombami sem želel samo dopolniti sklepe 
omenjenega referata tako, da bi bili njegovi predlogi 
lahko uresničeni v naših podjetjih in šolah.

F. Roethel


