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Prispevek k reševanju drugega robnega problema pri steni z luknjo
F R A N C  K O S E L  — M A R K O  Š K E R L J

Članek obravnava reševanje napetosti in deformacij v  okolici luknje poljubne 
oblike, s katero je  oslabljena neskončna stena, pri predpostavki, da so na robu 
lukn je vnaprej predpisane velikosti prem ikov (drugi robni problem). V  obeh tu  ob­
delanih prim erih je vzeto, da so prem iki na robu luknje proporcionalni koordinatam  
robnih točk. Za ilustracijo numeričnega računa sta narisana diagrama poteka nape­
tosti v  okolici eliptične in  pravokotne luknje.

1. Uvod
Doslej je  znanih že mnogo rešitev napetostnih 

in  deform acijskih stanj v  dvakrat povezani steni. 
Večina rešenih prim erov so rešitve prvega robnega 
problema, k je r so predpisane zunanje obremenitve 
na konturi lukn je  in v točkah, ki so od n je zelo od­
daljene. Mnogo m anj pa je  doslej znanih rešitev za 
napetosti in  deform acije v  steni z luknjo, k je r so na 
konturi luknje predpisani premiki. Takšni prim eri 
so v  praksi tud i pogosti. P reprost prim er takega 
stan ja  dobimo, če si zamislimo, da je  v  luknjo stene 
vtisnjeno togo telo.

M nogokrat je  v  praksi takšno togo telo pravo­
kotne ali okrogle oblike, zaradi česar obravnava 
članek eliptično luknjo, ki v  posebnem prim eru 
preide v krožnico in  lukn jo  pravokotne oblike. Za 
rešitev tega problem a uporabljam o M ushelišvili- 
jevo m etodo [1], ki obravnava elastostatično rav ­
ninsko napetostno stanje v steni z uporabo anali­
tičnih funkcij kom pleksne spremenljivke. To me­
todo lahko uporabim o, tako  da osrednjo ravnino 
stene položimo v kom pleksno ravnino (z) s koordi­
natnim  začetkom  v  težišču luknje. Tako izbrana 
lega kom pleksne ravnine (z) v  steni omogoča upo­
rabo konform ne in obratno enolične preslikave po­
ljubne sklenjene krivulje, ki pomeni presek kon­
tu re  luknje s kom pleksno ravnino (z), na enotski 
krog. Preostalo neskončno območje stene pa lahko 
preslikam o v no tran jost ali zunanjost enotskega 
kroga, tako  da osrednja ravnina stene leži zopet 
v novi kompleksni ravnini (;). V kompleksni rav­
nini (f) rešim o drugi robni problem  s Cauchyje- 
vimi integrali, ki omogočajo, da izračunam o funk­
cijske vrednosti analitičnih funkcij v območju 
stene, k ad a r so zvezne na  sklenjeni krivulji, ki 
steno omejuje.

2. Osnovne enačbe
V kom pleksno ravnino (z), ki jo  tvo rita  koordi­

natn i osi X in  y, položimo osrednjo ravnino stene, 
tre tja  koordinatna os Z desnoročnega kartezijevega

koordinatnega sistema pa leži pravokotno na steno. 
V izbranem  koordinatnem  sistemu lahko kompleks­
ne sestave kom ponent tenzorja ravninskega stanja 
napetosti (sl. 1) in vektorja pomika izrazimo z dve-

0

m a analitičnim a funkcijam a cp\ (z) in v i (z) v  skladu 
z izvajanji v [1]- ki sta zelo prikladni za reševanje 
v kompleksni ravnini (z).

ox +  oy — 2 [cp1 (z) +  qi1 (z)]
0y — ox +  2 i r xy =  2 [z cp1 (z) +  Vi' (z)] (1)

______________
------- (u +  i v) =  X  q>1 (z) —  z <pt ' (z) — Vi (2)
1 — v

kjer so s črtico označeni odvodi funkcij po spre­
m enljivkah z in ž, konstanta v je Poissonovo šte­
vilo, konstanta E Youngov modul elastičnosti, kon­
stan ta  ob analitični funkciji pa je  v prim eru rav­
ninskega stanja napetosti enaka

1 +  v
Z analitično funkcijo Vi (z) smo označili prvi od­

vod funkcije Xi (z) po kompleksni spremenljivki (z).
Reševanje elastostatičnih problemov sloni na 

form ulaciji osnovnih robnih problemov na robu



L območja S. Območje S je  presek osrednje rav­
nine stene s kompleksno ravnino (z). Na vsakem 
robu m orajo b iti kom ponente vektorja napetosti 
v  ravnotežju z zunanjim i obremenitvami, kompo­
nente vektorja  prem ika pa m orajo zadoščati rob­
nim  vrednostim.

K er se bomo v tem  članku omejili le na  obrav­
navanje sten z eno luknjo, ki im a na svojem robu 
predpisane kom ponente vektorja premika, izrazov 
za prvi robni problem  ne navajamo.

Kompleksni sestav komponent vektorja pre­
m ika na robu L območja S, ki predstavlja drugi 
robni problem, im a naslednjo obliko:

_____ _______ ß
X <Pi (i) — t  epi (t ) — v>i (t) = ------ [fifi (s) + i  g 2 (s)J

1  -----  V

(3)

kjer smo s t označili poljubno robno točko na robu 
L, s funkcijam a g1 (s) in g2 (s) pa prem ik robnih 
točk v smeri osi x  in  y.

Analitični funkciji <p\(z) in /i(z) in  funkcija ip\{z) 
m orajo biti takšne, da je napetostno in  deforma­
cijsko stanje enolično v celotnem območju S. Iz te 
zahteve sledijo analitične funkcije, ki so podrobno 
obravnavane v  [1].

3. Konform na upodobitev

Zaradi preprostejše izpolnitve robnih pogojev 
na enotskem krogu, izpeljemo konformno obratno 
enolično transform acijo neskončnega območja S iz 
kompleksne ravnine (z) v  končno območje 2  nove 
kompleksne ravnine (£). Preslikano območje 2  je 
določeno z neenačbo |£| 1. Poljubno točko na
enotskem krogu, omejenem s krožnico y, označimo 
s a. Konformno upodobitev izvedemo z uporabo 
preslikovne funkcije, s katero poljubnim a točkama 
£ in  £ v  kompleksni ravnini (£) obratno enolično 
priredim o točki z  in  ž v kompleksni ravnini (z).

mi
z =  X +  i y  — rela — ut (£) =  <x> [p eirf>] =  2 C*£fe

k=m
(4)

Kompleksni sestavi komponent tenzorja nape^ 
tosti (1), k i jih izrazimo v polarnih koordinatah 
(sl. 1), zapisanih v novi kompleksni ravnini (£), 
im ajo naslednjo obliko:

о 0 +  о » = 2 [ Ф  (£) + Ф  (£)]

o $ Oq 2, i т gft —

= - 2 : 2  [т(£Ј Ф ' (£) + a>' (f) • T  (£)]
p2 ш (£)

(5)

E
1 +

-  (U„ +  lUg) =
V _______

= q>' (£) £ 
\<x>' (£)| g

\x  <p (£) — -==
L «

«(£)_ 
(£)

<p' (C) — v  (£)

P ri tem  pomenijo:

<Pi (z) = 4> (£) V i  (z) = V  (£) (6 )

K(£)| = (£) o/ (£)
ф (£) =  v  (£) -

® (£)
v ' (£)
ft>' (f)

k jer so s črtico označeni odvodi funkcij po kom­
pleksnih sprem enljivkah £ in  £.

Ce označimo točke na konturi območja 2  v novi 
kompleksni ravnini (£) z oe y, oziroma v polarnih 
koordinatah o = e19, potem im a drugi robni pro­
blem (3) v tej ravnini naslednjo obliko:

a cp (a) + o  (a) 
(co)' (oj

4>’ (a) +  xp (a) = H (a) ( 7)

kjer smo vpeljali naslednji zamenjavi:

a =  —

H (o) =  ------ E -[g 1 (s) +  i 02 (s)] (8)
1 +  v

Robni pogoj (7) je izhodiščna enačba za reše­
vanje obravnavanega problema. Z rešitvijo robnega 
problem a določimo analitični funkciji cp (f) in  ip (£) 
in iz enačb (6) tud i analitični funkciji Ф (£) in T  (£)’ 
s tem  pa je popolnoma podano napetostno in de­
formacijsko stanje v steni. V nadaljevanju bomo 
rešitev drugega robnega problema iskali s Cauchy- 
jevimi integrali [1].

4. Rešitve stene z eliptično luknjo

Obravnavajm o prim er stene’ katere osrednja rav­
nina je dvakrat povezano neskončno območje. Vze­
mimo notranjo konturo eliptično (sl. 2), na kateri 
predpišimo komponenti vektorja prem ika v  odvis­
nosti od kompleksne spremenljivke z na naslednji 
način:

(s) +  ig„ (s) =  e t ; t e L  (9)

K onstanta e pomeni proporcionalnostni faktor, 
ki določa velikostni red premikov. Komponente 
vektorja prem ika v  neskončni točki so enake nič.

Neskončno območje stene S z eliptično luknjo 
komformno preslikamo s presiikavno funkcijo

R =

z — x  -f i y  == ft) (£) 

a + b

= R +  m £^
( 10)

- >  0 in 0 ^  m <  1

v kompleksno ravnino (£), k jer osrednja ravnina 
stene zavzame preprosto enkrat povezano končno 
območje 2 ,  definirano z neenačbo |£| <i 1, ki ga 
omejuje krožnica z enotskim radijem. S primerno 
izbiro param etrov R  in m, ki sta odvisna od polosi, 
lahko poljubno oblikujemo eliptično konturo luknje 
od krožnice, k jer prejm e param eter m  vrednost nič



1

in je  polmer kroga enak R, do zareze vzdolž osi x  
velikosti 2 R, param eter m pa prejm e naj večjo 
vrednost enako eni.

Robni pogoj (7) drugega robnega problema na 
enotskem krogu množimo s členom

1 d a
2 n i  a — f ( П )

ko, iz katere lahko

« « ? (£ )+ —
2 n i  J cu

co (a)

(o)
q> (°) — °—  +  =

o —  C

- 4 *\ n i  J o
H (o) d o (14)

in nato integriram o po enotskem krogu |£| =  1, ki 
nas privede k funkcionalni enačbi

1 ГГ m j - “ *6) 4.------ \a(p(a) + — —  ep (o) +
2 n i J L ca (a)

+  ^ 7 Н - Н ( а ) 1 — =  0 (12)
J a  — C

Analitični funkciji <p (£) in  ip (£), ki prejm eta na 
krožnici 7 robni vrednosti <p (a) in  tp (o), m orata 
biti holomorfni v območju 2  in zvezni v območju 
in  na krožni m eji območja. Kadar obravnavamo 
območje 2  znotraj enotskega kroga |f| ^  1, lahko 
zapišemo holomorfni analitični funkciji v  obliki ne­
skončnih vrst:

k=oo
<P (?) = 2  CLk ?fc

k=0
(13)

V (?) = f b k  ?fck=0
Z upoštevanjem lastnosti holomorfnih funkcij 

na robu [1], preide funkcionalna enačba (12) v obli-

določimo obliko funkcije rp (?) pri znani preslikovni 
funkciji ca (a) in predpisanem pogoju na robu H (o). 
Analitično funkcijo гр (£) določimo tako, da robni 
pogoj (7) zapišemo v konjugirano kompleksni obli­
ki, k i ga na opisani način spremenimo v funkcio­
nalno enačbo

¥  (?) =
ca (a)
ca' (a)

d a

a — ?
(15)

f
V primeru eliptične luknje, s preslikovno funk­

cijo (10)’ dobimo splošni obliki analitičnih funkcij 
<P (?) in V (0-

ч> ( 0  =
E £ R m  

3 — v
E e K Г т ((! +  m)  ̂ 3 — v
3 — r [ l  — m f 2 1 + v ‘]

(16)

Iz enačb (6) dobimo tudi funkciji Ф (?) in ¥  (?), 
ki jih vstavimo v kompleksne sestave komponent 
tenzorja napetosti v polarnih koordinatah (5)



2 E s m  Г ?2 , Qi Л
o e + O» = ------------------------- 1-------------

3 — v \_m £2 — 1 m g 4 — £2J
(17)

o» oq ~f~ 2 i t0»

m  g*

2 g2 C2 E s

Podobno sta tudi komponenti vektorja premika: 

ue =  -j= e r [ (  g m ---- 'j cos d  [g (m +  1) cos d +
KA  I \ e/ L

(m g4 — f 2) (1 — m f 2)2 3 — v
2 m

• m2 (1 — £4) +  m  £2 (3 +  m 2) --------- (m p4 +  C2) —
L £>2

3 — r  1
-----------(1 — m C2)2

1 +  v J

Kompleksni sestav kom ponent vektorja prem ika 
v polarnih koordinatah (5) je z uporabo funkcij (16)

1 +  v m  g (1 — g2) 
3 — v A

A xj  +  | s m  +  - j s in  d ■

■ (m — 1) sisinfl +  L t Z ™ g (1- e 2)Bi
3 — v ])

u o : -fz: e r [ (g m  — - ' i  cos d  Г.о (m — 1) sin d  +
VA  l\ e '  L

J m g * - i ; 2eR +  1 +  v m p (1 — p2) j /

\  m £ 2— l 3 — v A  J  \
Г C■ m -
L Q

u0 + i u &

C , e , l  +  v „  ( l - p 2) ( m C2- p 2)j_l----- 1----------m p.
p f  3 — v (m p4 — C2) C

(18)

Posamezne komponente tenzorja ravninskega 
stanja napetosti, zapisane v  polarnih koordinatah 
kompleksne ravnine (f), preidejo po ureditvi v

■t

I sin d  ■

, i , o , 1 +  v m  g (1 — p2) g (m +  1) cos d  + ------------------------

K jer smo zaradi krajšega zapisa označili z A, 
А г in  Bj naslednje funkcije

A  =  1 — 2 m  g2 cos 2 d  +  m 2 p4

2 E e m  m  g* +  g2 cos 2 d E s
3 — v m g 2 (m g2 — 2 cos 2 d) +  1 3 — v

Q2 ( 2 3 — v. ----------------------------------------Im 2-------------
[m g2 (m g 2 — 2 co s2 d) +  l]2 ( 1 +  v

■ [m p2 (m p2 — 2 cos 2 г?) +  1] — p4 m 2 (3 +  m2) - 
- m3 p2 (1 — 2 p2) cos 2 i H - m p 2'

Г 2 3 — v
• m2 p4 +  3 +  m 2------ + ---------

p2 1 +  v

■[m g2 (m g 2 — 2 cos 2 d) + l]j cos 2 d  — m2 p4 cos 4 d  

2 E srn m  p4 +  g2 cos 2 d
o# +

E s
3 — v m g2 (m g2 — 2 cos 2 d) + 1 3

m2 —
3 — v

[m p2 (m g 2 — 2 cos 2 $) +  l]2 \ 1 +  v
• [m p2 ( mg 2 — 2 cos 2 #) +  1] — p4 m 2 (3 +  m 2) -  

— m3 p2 (1 — 2 p2) cos 2 #  +  m p2 •
Г 2 3 — v

• m2 p4 +  3 +  m 2-------- 1----------
L p2 1 +  v

■[m p2 (m p2 — 2 cos 2 d) +  l]jcos 2 d — m2 p4 cos 4

(19)
E e m  p4
3 — v [m p2 (m p2 — 2 cos 2 d) +  l]2

m2 (2 — 2 p2 +  p4) +  3
2 ^ 3  — v 

p2 1 +  v

• [m p2 (m p2 — 2 cos 2 #) +  1]I j  sin 2 d  — m p2 sin 4 ??

A* =  [m2 p2 cos 4 d  +  1 — m (1 +  p2) cos 2 #] •
• cos 3 d  +  [m2 p2 cos 4 d  — m (1 +  p2) sin 2 #] sin 3 d  

Bi =  [m2 p2 sin 4 d  — m (1 +  p2) sin 2 $] cos 3 d  — 
— [m2 p2 cos 4 # +  1 — m (1 +  p2) cos 2 ft] sin 3 d

(21)

Koncentracije napetosti in  na j več ji premiki se 
pojavljajo na robu eliptične luknje, k jer je p =  1, 
v neskončni točki pri p =  0 pa so vse komponente 
tenzorja napetosti in vektorja premika enake nič.

Za numerično vrednotenje razmeroma zaplete­
nih izrazov smo izdelali program  v fortranskem  
jeziku, s katerim  smo na elektronskem računalniku 
IBM 1130 določili napetostno in  deformacijsko sta­
nje v  steni z eliptično luknjo s pol osema a =  6 cm 
in b =  1,2 cm. S slike 2 je  razvidno, da se napetosti 
zelo h itro  zm anjšujejo z oddaljevanjem od roba 
luknje, kar seveda ne preseneča.

5. Rešitve stene s pravokotno luknjo
V praksi je  pogostejši prim er stene s pravo­

kotno luknjo (sl. 4), ki ima na robu L predpisane 
premike (3). Zato bomo določili napetostno in de­
formacijsko stanje v neskončni steni s pravokotno 
luknjo s stranicam a a in b. V ta  namen smo upo­
rabili preslikovno funkcijo z dela [2], ki konformno 
in obratno enolično preslika neskončno območje S 
osrednje ravnine stene s pravokotno luknjo v novo 
kompleksno ravnino (f) v območje H, ki pomeni 
notranjost enotskega kroga |t( 2s 1.

z =  x  +  i y  =  w ( 0  =  R ^  +  2  D„ . f2 n - i j  (22)

kjer so Dn realne konstante, določene s Schwarz- 
Christofflovo enačbo [2], param eter R pa je



R

Določitev analitične funkcije <p (£) iz integrala 
diferencialne enačbe (14) in analitične funkcije гр (£) 
iz enačbe (15)’ bi bila praktično neizvedljiva, če bi 
upoštevali vse člene neskončne vrste v preslikovni 
funkciji (22). Če neskončno vrsto nekje prekinemo, 
če torej upoštevamo samo končno število členov, 
ne dobimo funkcije, ki transform ira neskončno ste­
no s pravokotno luknjo v notranjost enotskega 
kroga, ampak so stranice pravokotnika ukrivljene 
in  oglišča zaokrožena, seveda pa se z upoštevanjem 
zadostnega števila členov vrste lahko pravokotni 
odprtini približamo na poljubno natančnost. Pravo­
kotni obliki se že zelo približamo, če upoštevamo 
le dva člena v neskončni vrsti

z = x  + i y  = w( Q =

+  cos 2 n K  — — sin2 2 
? 6

л К Ј

Koeficient K  upošteva razm erje stranic a : b, 
kakor je razvidno iz diagram a K, (a : b) na sliki 3.

Slika 3

V (£) =  R

cp(C) = R ( C t  + DC°) 

G C + H C3

(23)

(C +  3 DC2) +  F f
|_1 — A  C2 — 3 f4 B 

kjer smo zaradi krajše pisave označili: 

EeU
1 +  r

A  =  cos 2 л  K  

B =  — J sin2 2 л  K

c = U A

D =  

F

U B
X

X B

0» + 0g =
C f 2 +  3 D £4 C p4 C2 +  3 D p8e8 1

- C 4 J

1^3 ~  + K  +  K  C2 + K  t 4 +  K  ?e +

|3  B C* +  A C2 —  1 3 B p8 +  A  p4 c2

o $ 0q P  2 i r0$ ■ *
________________ 2p 2Č'_______________  _
(3 B p8 +  A  p4 c2 — C4) (3 BC4 + A  c2 —  l )2

hs t 8]

Ue + i Ug. =
1 +  v g R C2

E [/(3 B C4 +  Ä~i;2 — 1) (3 B g« + A  p4T 2 — t 4)

• (3 [(D H — B F) g2 — D] — +  [(3 x B C g 2 +
l £4

+  3 D G +  H C — A F — 3 A  D p2) p2 — C] ?- +
£2

+  (x — 1) (A C +  3 B D e*) p2 +  G C +  F +

+ (x A  D — B C) p2_ ^ 1 (25)

kjer smo označili:

h0 = G C — 2 A C  p2 — 12 B D g6 + F

ћг =  — -  - '  — 12 A D o2 +  6 B (A D — B Q  p"
(?2

+  A C G  +  3 ( 3 D G  +  H Q - 2 A F
h3 =  — 2 B C p2

h, = — 12 — +  6 A (Л D — B C) g2 +
g2

+  15 D H  + 9 B C G  — A  ( 3 D G  + HC)  + 
+  A 2 F — 6 B  F

Analitični funkciji cp (C) in (C) določimo iz 
enačb (14) in (15) ob upoštevanju lastnosti holo- 
morfnih funkcij na robu luknje

h0 = ( A D  — BC)  — + 3 B ( 3 D G  + HC)  —
g 2

— 9 A D H  +  6 A S F  

h№ = 9 B (B F  — DH)

(26)

G =  A  (1 +  B)

H =  1 +  3 B2 (24)

Kompleksni sestavi (5) komponent tenzorja na­
petosti in  vektorja premika v polarnih koordina­
tah  imajo v tem  prim eru obliko:

Posamezne komponente tenzorja ravninskega 
stanja napetosti v polarnih koordinatah kompleks­
ne ravnine (f) im ajo po ureditvi naslednjo obhko:

a0 =  — t„ +  2 K g2 (A C +  9 B D p4) +
K 2

+  [2 K  (3 B C p4 +  3 A D p4 — C) — g2 (t2 + p2)] ■
• cos 2 — [6 K D +  g2 (t4 +  p4)] p2 cos 4 i? —

— p6 (t0 +  p6) cos 6 # +  ifi8 p8 cos 8#}

a0 =  ^ -{ t0 +  2 K p2 (A C +  9 B D p4) +
K2

+  [2 K (3 B C p4 +  3 A D p4 — C) +  p2 (t2 +  p2)] ■
• cos 2 d —  [6 K D — p2 (t4 +  p4)] p2 cos 4 #  +

+  Pe (io +  pc) cos 6 #  — h8 p8 cos 8 d}



Slika 4

TB$ = °  [(t2 — p3) sin 2 & +  p2 (t4 — p4) sin 4 d +  
K 2

+  p4 (f0 — p0) sin 6 •& — h8 p6 sin 8 d]

Prem ika pa sta

u„ = R V -ß= [s0 +  (s2 +  v 2) cos 2 d +
E y K

+  (w4 — * D) cos 4 d]

\  v p
u & =  R --------- j=z [(s2 — v.J sin 2 d  —

E y  K
— (x D +  u j  sin 4 d] (27)

V prejšnjih izrazih smo zaradi krajšega zapisa 
označili naslednje izraze:

Za numerično računanje zelo zapletenih izrazov, 
ki se pojavljajo v enačbah za posamezne kompo­
nente napetosti in  premikov, je bil izdelan tudi 
v tem  prim eru program  v fortranskem  jeziku. Z 
njim  smo na elektronskem računalniku IBM 1130 
določili številčne vrednosti posameznih komponent, 
po katerih  smo narisali diagram e napetosti (sl. 4) 
za poseben prim er neskončne stene s pravokotno 
luknjo s stranicam a a =  10 cm in b =  4 cm. S slike 
je razvidno, da so naj večje napetosti na  ogliščih 
luknje, z oddaljevanjem od roba luknje pa se na­
petosti zm anjšujejo in so v neskončni točki pri 
p =  0 enake nič. Dejanske napetosti so nekoliko 
večje od tu  izračunanih, saj smo upoštevali samo 
tr i  člene v preslikovni funkciji (22).

p 2 =  3 B h2 p4 +  A h0 — h3 LITERATURA
p4 =  3 B h0 — A h j
Pg ”  3 B h3
t0 =  3 B h4 p8 +  A  h2 p4 — h0
t2 =  3 B ha p8 +  A  ht p4 — h„
t 4 =  3 B hs g* + A  he g* — h4
tG ~  A. h8 p4 hG
s0 =  (x —  1) (A C +  3 B D p4) p2 +  G C +  F 
s2 =  p4 (x A  D — B C) — X C 
v 2 = ( x 3 B C  g2 + 3 D G  + H C  —

— A F —  3 A  D p2) p2 — C 
v t = 3 g2 [(D H — B F) p2 — D]
K  =  9 B2 p8 +  2 A p2 (3 B p4 — 1) cos 2 d  —

— 6 B p4 cos 4 d + A 2 p4 +  1
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