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Prispevek k reSevanju drugega robnega problema pri steni z luknjo
FRANC KOSEL — MARKO SKERLJ

Clanek obravnava redevanje napetosti in deformacij v okolici luknje poljubne
oblike, s katero je oslabljena meskonéna stena, pri predpostavki, da so ma robu
luknje vnaprej predpisane velikosti premikov (drugi robni problem). V obeh tu ob-
delanih primerih je vzeto, da so premiki na robu luknje proporcionalni koordinatam
robnih tock. Za ilustracijo numeri¢nega raduna sta narisana diagrama poteka nape-
tosti v okolici eliptiéne in pravokotne luknije.

1. Uvod

Doslej je znanih Ze mnogo refitev napetostnih
in deformacijskih stanj v dvakrat povezani steni.
Vecina reSenih primerov so reitve prvega robnega
problema, kjer so predpisane zunanje obremenitve
na konturi luknje in v to¢kah, ki so od nje zelo od-
daljene. Mnogo manj pa je doslej znanih reSitev za
napetosti in deformacije v steni z luknjo, kjer so na
konturi luknje predpisani premiki. Tak$ni primeri
so v praksi tudi pogosti. Preprost primer takega
stanja dobimo, ¢e si zamislimo, da je v luknjo stene
vtisnjeno togo telo.

Mnogokrat je v praksi tak$no togo telo pravo-
kotne ali okrogle oblike, zaradi ¢esar obravnava
¢lanek eliptiéno luknjo, ki v posebnem primeru
preide v kroZnico in luknjo pravokotne oblike. Za
reSitev tega problema uporabljamo Musheligvili-
jevo metodo [1], ki obravnava elastostatiéno rav-
ninsko napetostno stanje v steni z uporabo anali-
ti¢énih funkcij kompleksne spremenljivke. To me-
todo lahko uporabimo, tako da osrednjo ravnino
stene polozimo v kompleksno ravnino (z) s koordi-
natnim zaéetkom v teziéu luknje. Tako izbrana
lega kompleksne ravnine (2) v steni omogoc¢a upo-
rabo konformne in obratno enoliéne preslikave po-
ljubne sklenjene krivulje, ki pomeni presek kon-
ture luknje s kompleksno ravnino (2), na enotski
krog. Preostalo neskonéno obmotje stene pa lahko
preslikamo v mnotranjost ali zunanjost enotskega
kroga, tako da osrednja ravnina stene leZi zopet
v novi kompleksni ravnini ({). V kompleksni rav-
nini ({) re§imo drugi robni problem s Cauchyje-
vimi integrali, ki omogoéajo, da izratunamo funk-
cijske vrednosti analitiénih funkeij v obmoéju
stene, kadar so zvezne na sklenjeni krivulji, ki
steno omejuje.

2. Osnovne enalbe

V kompleksno ravnino (2), ki jo tvorita koordi-
natni osi x in y, polozimo osrednjo ravnino stene,
tretja koordinatna os Z desnorofnega kartezijevega

koordinatnega sistema pa leZi pravokotno na steno.
V izbranem koordinatnem sistemu lahko kompleks-
ne sestave komponent tenzorja ravninskega stanja
napetosti (sL 1) in vektorja pomika izrazimo z dve-

Y]

X Slika 1

ma analitiénima funkcijama @1 (2) in i (2) v skladu
z izvajanji v [1]- ki sta zelo prikladni za reSevanje
v kompleksni ravnini (2).

ox + oy = 2 [, 3) + @, (2]
Oy — Ox Ak 21:73:3' =} [E /2 (z} i %' (z}] (1)

-—Em(u+i‘v) =x¢; () —z@, (2) — v, (2)
 BUR L,
kjer so s ¢rtico oznaceni odvodi funkeij po spre-
menljivkah z in 2z, konstanta » je Poissonovo Ste-
vilo, konstanta E Youngov modul elasti¢nosti, kon-
stanta ob analiti¢ni funkciji pa je v primeru rav-
ninskega stanja napetosti enaka

3—vw

X =
1+»
7 analiti¢no funkcijo v, (2) smo oznaéili prvi od-
vod funkcije ¥, (2) po kompleksni spremenljivki (2).
Resevanje elastostatiénih problemov sloni na
formulaciji osnovnih robnih problemov na robu

()
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L obmo¢ja S. Obmodje S je presek osrednje rav-
nine stene s kompleksno ravnino (2). Na vsakem
robu morajo biti komponente vektorja napetosti
v ravnoteZju z zunanjimi obremenitvami, kompo-
nente vektorja premika pa morajo zadoscati rob-
nim vrednostim,

Ker se bomo v tem &lanku omejili le na obrav-
navanje sten z eno luknjo, ki ima na svojem robu
predpisane komponente vektorja premika, izrazov
Za prvi robni problem ne navajamo.

Kompleksni sestav komponent vektorja pre-
mika na robu L obmoé¢ja S, ki predstavlja drugi
robni problem, ima naslednjo obliko:

(91 (s) + i 9, (s)]

@)

kjer smo s t oznaédili poljubno robno tocko na robu
L, s funkcijama g, (s) in g, (s) pa premik robnih
toé¢k v smeri osi x in y.

Analitiéni funkeiji ¢1(2) in y1(2) in funkeija y1(2)
morajo biti tak$ne, da je napetostno in deforma-
cijsko stanje enoliéno v celotnem obmoé¢ju S. Iz te
zahteve sledijo analitiéne funkcije, ki so podrobno
obravnavane v [1].

ol oaibroonl_infanoip
%@y (t) — t @y (t) — ywy(t) = )

i o

3. Konformna upodobitev

Zaradi preprostejSe izpolnitve robnih pogojev
‘na enotskem krogu, izpeljemo konformno obratno
enoli¢no transformacijo neskonénega obmoéja S iz
kompleksne ravnine (2) v kon¢éno obmodéje 2 nove
kompleksne ravnine ({). Preslikano obmoéje 2 je
doloteno z neenacbo || <1. Poljubno totko na
enotskem krogu, omejenem s kroZnico y, oznadimo
s o. Konformno upodobitev izvedemo z uporabo
preslikovne funkcije, s katero poljubnima to¢kama
£ in ¢ v kompleksni ravnini ({) obratno enoliéno
priredimo toéki z in z v kompleksni ravnini (z).

z=2x+ iy:re‘“=w(§)=w[ge“’]zzlckg‘k
k=m

(4)

Kompleksni sestavi komponent tenzorja nape-
tosti (1), ki jih izrazimo v polarnih koordinatah
(sl. 1), zapisanih v novi kompleksni ravnini (),
imajo naslednjo obliko:

0, + 0p=2[ () + @ ()] (5)
Oy — 0, A 22'1’0,9:
) g e
= _[0d¥ QO+ Q. PO
0* o (0)
E
-1-_-{-_-;(11.5, + iug) =

@ @)
ol (C)'—[w(o

roteciacl. of (G veitp (.:)]
@

’

w

Pri tem pomenijo:

D=0  w@=y©® . O
w©)| = Vo' © o ©
o=28  pg L0
o (©) o @)

kjer so s ¢rtico oznacdeni odvodi funkecij po kom-
pleksnih spremenljivkah ¢ in £,

Ce oznadimo todke na konturi obmoéja 3 v novi
kompleksni ravnini ({) z o€y, oziroma v polarnih
koordinatah o¢ = ei?, potem ima drugi robni pro-
blem (3) v tej ravnini naslednjo obliko:

wmr%3£%¢@+56=ﬂw) )

()" (o)

kjer smo vpeljali naslednji zamenjavi:

&= X

H@=uff§merm ®)

Robni pogoj (7) je izhodii¢na enac¢ba za ree-
vanje obravnavanega problema. Z resitvijo robnega
problema dolo¢imo analiti¢ni funkciji ¢ (£) in vy ()
in iz enacéb (6) tudi analitiéni funkeciji @ (£) in ¥ ()
s tem pa je popolnoma podano napetostno in de-
formacijsko stanje v steni. V nadaljevanju bomo
reSitev drugega robnega problema iskali s Cauchy-
jevimi integrali [1].

4, ReSitve stene z eliptiéno luknjo

Obravnavajmo primer stene' katere osrednja rav-
nina je dvakrat povezano neskonéno obmodje. Vze-
mimo notranjo konturo elipti¢no (sl. 2), na kateri
predpi§imo komponenti vektorja premika v odvis-
nosti od kompleksne spremenljivke z na naslednji
naéin:

gi(s) Tig,(s) =etjtel )

Konstanta ¢ pomeni proporcionalnostni faktor,
ki dolod¢a velikostni red premikov. Komponente
vektorja premika v neskonéni tocki so enake nié.

Neskonéno obmoéje stene S z eliptiéno luknjo
komformno preslikamo s preslikavno funkecijo

z=:c+iy=m(_i‘):R(-£+m$)
¢

(10)
el PRty B ALY
2 &b

R

v kompleksno ravnino ({), kjer osrednja ravnina
stene zavzame preprosto enkrat povezano konéno
obmoédje X, definirano z neenatbo [§| <1, ki ga
omejuje kroZnica z enotskim radijem. S primerno
izbiro parametrov R in m, ki sta odvisna od polosi,
lahko poljubno oblikujemo. elipti¢no konturo luknje
od kroZnice, kjer prejme parameter m vrednost ni¢
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Slika 2
in je polmer kroga enak R, do zareze vzdolz osi x ko, iz katere lahko
velikosti 2 R, parameter m pa prejme najveéjo 1 (0) a
. w (g a
vrednost enako eni. ag )+ .__f @ () e
Robni pogoj (7) drugega robnega problema na 2ni) o (o) gcs
enotskem krogu mnozimo s élenom : L 5L
a
L. o e v T (14)
SR (11) 2ni)o—¢
2mio—1{

in nato integriramo po enotskem krogu |§| = ol ki
nas privede k funkcionalni enaébi

[aqo (0) + -:(_—_)— @ (o) +
2:11 ' (o)

—I—w(o)—H(o)] ._,=g (12)

Analitiéni funkeiji ¢ (£) in v (), ki prejmeta na
kroznici y vobni vrednosti ¢ (6) in v (0), morata
biti holomorfni v obmoéju 2 in zvezni v obmodju
in na kroZni meji obmoé¢ja. Kadar obravnavamo
obmodje X znotraj enotskega kroga |¢| < 1, lahko
zapiSemo holomorfni analitiéni funkciji v obliki ne-
skonénih vrst:

k=oco
¢ () =2 axlk

k=0

koo (13)
w(0) = > b L¥

k=0

Z upostevanjem lastnosti holomorfnih funkcij
na robu [1], preide funkcionalna enacba (12) v obli-

dolo¢imo obliko funkcije ¢ (£) pri znani preslikovni
funkeciji w (o) in predpisanem pogoju na robu H (o).
Analitiéno funkcijo w ({) doloéimo tako, da robni
pogoj (7) zapiSemo v konjugirano kompleksni obli-
ki, ki ga na opisani naéin spremenimo v funkcio-
nalno enacbo

e __El
'*’@’“2,”””“ et ()]

¥

(15)

I =5

V primeru elipti¢ne luknje, s preslikovno funk-
cijo (10): dobimo splo$ni obliki analitiénih funkecij
@ (£) in y ():

EeRm

&Y =
AT v
_ Ee¢R[m(E+m) _?.—__I.»] 16
KU({)—E]_’VI: 1—mee 1+1'5 i

Iz enaéb (6) dobimo tudi funkciji @ (£) in ¥ (£),
ki jih vstavimo v kompleksne sestave komponent
tenzorja napetosti v polarnih koordinatah (5)



180

STROJNISKI VESTNIK, LJUBLJANA 1976/7—8

g, + oy =

2Eam[ et + ot

3—y Imif—1 moet—1{(
208t E¢g

mo'— ) (1 —me3—»

[ a—ey tme e my 2T m gt 19—
[

] an

Og— 0, T 2iT,9=

.

¥ (1 —m 4‘2)2]

v
Kompleksni sestav komponent vektorja premika
v polarnih koordinatah (5) je z uporabo funkcij (16)

 p—
S i " dmal sy,
mé2—1
iy 1— o 2 — o?
_[m§+g+ vmg( %) (m {* — ¢%)
@iile 3—» (mot—2%¢
Posamezne komponente tenzorja ravninskega
stanja napetosti, zapisane v polarnih koordinatah
kompleksne ravnine (£), preidejo po ureditvi v
_2Eem m ot + p*cos 2 ¢ Ee¢
3—y me*(me*—2cos2) +1

] (18)

Oy

F s Im”.._____.
[m % (m p* — 2 cos 2 9) + 1]° 1 =
“[mg®(mo®*—2cos2d) + 1] — o* m? (3 + m?) —
—mip®(1—2p%cos2d + mg?:
2 83—

-[m29‘+3+m2—-—+
et 14w

[m o (m o*—2cos29) + 1]](:05219-——111.39“(:05419}

_2Eem m o* + p%*cos 29

e Ee
3—y mp*(mp*—2cos29) +1

3-—-;"
£ 92 [mz_i_jt’
[m o® (m p*—2cos 2 9) + 1]° Liet- Yy
‘me?(me*—2cos2 ) + 1] — p* m? (3 + m?)—
—m?Pp?(1—2p%cos2d + me?:
3—v

2
-[m29'+3+m2—- L
A S A

Oy

“[m g® (m @®*—2cos 29) + 1]](:05219——11139%:05419}

(19)
Eesm o*
o 2o s 40
e 3y [me® e —2c0s2 P) + 1]
neus
.{[m=(2—29=+@4)+3——2+——"’-
R

o[mg*(mg’—2m521?)+l]] sin2ﬂ—mg’sin41?]

Podobno sta tudi komponenti vektorja premika:

upz-ﬁ_{sR{(gm—l)cos@[g(m-l- 1) cos & +

[
1 1—¢°
+ 3yl 9)A1]+(9m+1)sinﬂ-
3—vw A o
— e
—[g(m—l)sin»a+1+"m9(1 9)}31]]
d—v» A

u,9=-£_sRl(gm—1)cosﬂ[9(m—1) sin ¢ +
ya [0
1s 5 — ot
Y A ALY Q)Bl]—(gm-i--l-)sinﬂ-
3—vw» A [

-[g(m+1)c0315‘+1 +"m9(1_92}Al]]
3—» A

Kjer smo zaradi krajSega zapisa oznadili z A,
A, in B, naslednje funkcije

A=1—2mp?cos2¢ + m? ot
A, =[m2p?cos4® +1—m(l+ g*)cos2d]-
rcos 39 + [m2o?cosd4 P —m (1l + g% sin2@]sin3 P
B, =[m?p*sind # —m (1 + ¢%) sin 2 ¥#] cos 3 ¥ —
— [m?p®cos4 ¥ +1—m (1 + o? cos2 ] sin 3 &
(21)

Koncentracije napetosti in najve¢ji premiki se
pojavljajo na robu eliptiéne luknje, kjer je o =1,
v neskonéni to¢ki pri p = 0 pa so vse komponente
tenzorja napetosti in vektorja premika enake nié.

Za numeriéno vrednotenje razmeroma zaplete-
nih izrazov smo izdelali program v fortranskem
jeziku, s katerim smo na elektronskem rac¢unalniku
IBM 1130 dolo¢ili napetostno in deformacijsko sta-
nje v steni z eliptiéno luknjo s polosema a = 6 cm
in b = 1,2 em. S slike 2 je razvidno, da se napetosti
zelo hitro zmanjSujejo z oddaljevanjem od roba
luknje, kar seveda ne preseneca.

5. ReSitve stene s pravokotno luknjo

V praksi je pogostejsi primer stene s pravo-
kotno luknjo (sl. 4), ki ima na robu L predpisane
premike (3). Zato bomo dolocili napetostno in de-
formacijsko stanje v neskonéni steni s pravokotno
luknjo s stranicama a in b, V ta namen smo upo-
rabili preslikovno funkcijo z dela [2], ki konformno
in obratno enoliéno preslika neskonéno obmocje S
osrednje ravnine stene s pravokotno luknjo v novo
kompleksno ravnino ({) v obmoé¢je 2, ki pomeni
notranjost enotskega kroga |¢| < 1.

S TP g RGJrofle,..czn—l) (22)

kjer so D, realne konstante, dolo¢ene s Schwarz-
Christofflovo enadbo [2], parameter R pa je



STROINISKI VESTNIK, LJUBLJANA 1976/7—8

181

2 (1 Hea Dn)

n=1
Doloéitev analiticne funkcije ¢ ({) iz integrala
diferencialne enacbe (14) in analiti¢ne funkcije vy (£)
iz enac¢be (15)' bi bila prakti¢no neizvedljiva, ¢e bi
upostevali vse élene neskonéne vrste v preslikovni
funkciji (22), Ce neskonéno vrsto nekje prekinemo,
¢e torej upoStevamo samo konéno Stevilo é&lenov,
ne dobimo funkcije, ki transformira neskonéno ste-
no s pravokotno luknjo v notranjost enotskega
kroga, ampak so stranice pravokotnika ukrivljene
in oglista zaokrozena, seveda pa se z upostevanjem
zadostnega Stevila élenov vrste lahko pravokotni
odprtini pribliZamo na poljubno natanénost. Pravo-
kotni obliki se Ze zelo pribliZamo, &e upostevamo

le dva ¢lena v neskonéni vrsti

z=xt+iy=w(l)=

<

Koeficient | K uposteva razmerje stranic a:b,
kakor je razvidno iz diagrama K, (e :b) na sliki 3

K

3
4 cos2nK—-%sin"2azK)

0,25
020
0,18

Slika 3

e —

2 i/

2 4 L] L] w0

Analiti¢ni funkciji @ (§) in v ({) dolofimo iz
enac¢h (14) in (15) ob upostevanju lastnosti holo-
morfnih funkcij na robu luknje

(@) =R({C{+D (23)
Gf -+ HE®
wo—R[————fn—w+3ma+Fﬂ
1—AE—-30B
kjer smo zaradi krajSe pisave oznatili:
U:_.EE_ D:E
R T x
82
A=cos2aK F= U(§——-—1)
®
B=—3sin® 22K G=A@1+B)
at (i H—1+3B (24)
e =

Kompleksni sestavi (5) komponent tenzorja na-
petosti in vektorja premika v polarnih koordina-
tah imajo v tem primeru obliko:

0,9+00=
& [ C¢t+ 3D
3B+ A2—1

Cot2+3D o ]
3B98+A94C2_C4
0p— 0, T 2it,5 =

3 292&‘!
BBe*+ Ap*2—{Y) 3B+ A2—1)°
4
-[h3§—=+ h0+h,§'3+h4§‘+he§°+h3§9]

u, +iug =
1-!*11r oRE®
E V(3B§‘*+A§2—1)(3BQS+AQ‘C2—C‘)

[3[(DH BF) ot —D]C +[(3xBCo +

4
+3DG+HC—AF—3ADQ=)92._C%+

+ (x—1)(AC+3BDoYo*+GC+F +

[(xAD qu__]gz —-:4} 25)
kjer smo oznaéili:
h,=GC—2ACp*—12BD*+ F
h2=—2—§~—12AD92+68(AD BC) o +
+§CG+3(3DG+HC)—2AF
h3=—2BCos
h‘z—-—lz—z-i—GA(AD B )8 o
+15D1§+9.BCG A(3DG+HC}+
+ A2F—6BF
—. (AD BC) - +3B@DG+HC) —
—QADH-I-SA__BF (26)

hy = 9B (BF — D H)

Posamezne komponente tenzorja ravninskega
stanja napetosti v polarnih koordinatah kompleks-
ne ravnine (£) imajo po ureditvi naslednjo obliko:

2
=_9_{_t +2Kg2(AC+QBD9‘) 3

+[2K(3BCQ‘+3AD9" C) —e* (t, + p.)]-
-cos29 —[6 KD + ¢ (t, +p,)]o*cos 49 —
— 08 (ty + py) €08 6B + hy o cos 89}

2
c,ﬂ_-_.%{tﬁ2Kg%(Ac+9}3Dg«)+

+[2K(@BBCgt+3ADe*—C) + ¢ (t, + P
rcos2® —[6 KD —g*(t, + p)]@*cos4 ¥ +
+ 0% (t; + p,) cos 8 — hy o8 cos 8 9}
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4
ro = o [(l—p) sin28 + ¢! (6, —p) sin 4 +
+ ot (t; — p) sin 6 ¥ — hy 0% sin 8 ¥
Premika pa sta
At S
i E VK

+ (v, — x D) cos 4 9]

[sy + (s; + vy)cos 2 & +

Uy = R—— e [(s, — v,) sin 2 § —

— (D + v,) sin 4 9] (27

V prejénjih izrazih smo zaradi krajSega zapisa
oznadili naslednje izraze:
p,=3Bh,ot + Ah,—h,
p,=3Bh,—Ah,
p; = 3Bh,
t, =3Bh,o® + Ah,o'—h,
t, =3Bh;0*+ Ah,o*—h,
t, =3Bh;o®*+ Ahgot—h,
t, = Ahg ot —hy
8§ =(x—1)(AC+3BDpYe*+GC+F
s, =0*(xAD—BC)—=xC
v,=(x3BCp*+3DG+HC—
— AF—3ADp?)e*—C
v, =30*[(DH—BF)¢*— D]
K=9B2p8+2Ap>(3Bo*—1)cos2 ¢ —
—6Bpicos4d + A2t + 1

Slika 4

Za numeriéno ra¢unanje zelo zapletenih izrazov,
ki se pojavljajo v enat¢bah za posamezne kompo-
nente napetosti in premikov, je bil izdelan tudi
v tem primeru program v fortranskem jeziku. Z
njim smo na elektronskem ra¢unalniku IBM 1130
doloé¢ili Steviléne vrednosti posameznih komponent,
po katerih smo narisali diagrame napetosti (sl. 4)
za poseben primer neskonéne stene s pravokotno
luknjo s stranicama a = 10cm in b = 4 em. S slike
je razvidno, da so najvedje napetosti na oglidé¢ih
luknje, z oddaljevanjem od roba luknje pa se na-
petosti zmanjsujejo in so v neskonéni tocki pri
o0 = 0 enake ni¢, Dejanske mapetosti so nekoliko
vetje od tu izradunamih, saj smo upodtevali samo
tri élene v preslikovni funkeiji (22).
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