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Računanje nihajočih sistemov po metodi končnih elementov
M A K S  O B L A K - R U D I  P U Š E N J A K

1. UVOD

P ri reševanju  problem ov v konstrukcijski m e
haniki se vedno bolj uporabljajo  num erične m e
tode. Z uporabo elektronskih računalnikov so šli 
v  pozabo skoraj vsi grafični postopki za reševanje 
dinam ičnih problemov. U poraba računalnika p rina
ša torej m anj zamudno reševanje z novimi meto
dami že prej rešljivih problemov, obenem pa omo
goča obravnavanje pojavov, ki jih  do sedaj ni bilo 
mogoče reševati računsko [1], Z analitičnim i meto
dam i je  mogoče reševati le močno idealizirane kon
strukcijske elemente, m edtem  ko je  zanim anje za 
num erične m etode privlačno za p rak tike posebno 
še zato, ker so mnogo bolj prilagodljive realnim  
modelom konstrukcij. P ri tem  je najbolj opazna 
sprem em ba m atrični zapis postopkov kot posledica 
uvajan ja  računalnikov p ri reševanju  dinamičnih 
problemov.

2. OSNOVNA ZAMISEL METODE

M etoda tem elji na elem entih m atrične algebre 
in  je  izredno prip ravna za računanje na elektron
skih računalnikih. Problem i, ki jih  rešujemo pri 
nihanjih, so opisani v večini prim erov z ustreznim i 
diferencialnim i enačbami, ki so vezane na predpi
sane robne pa tud i začetne pogoje. Prevedba dife
rencialnih enačb v  diskretizacijsko obliko nas p ri
vede vselej do osnovne enačbe končnega elementa. 
Ko nastavim o te enačbe za vse elem ente struk tu re  
in  jih  združimo v  skupno m atriko, dobimo enačbo 
strukture. D inam ične problem e rešujemo tako, da 
statičnem u ravnotežju, upoštevajoč D’Alambertovo 
načelo, dodamo še vztrajnostne sile

d2ui

K adar ne upoštevam o sil dušenja in  ko ne de
lujejo na obravnavani sistem  nobene zunanje sile, 
govorimo o lastnem  nedušenem  nihanju.

Načelo v irtualn ih  pomikov, ki velja za prim er 
statičnega ravnotežja, nam  z uporabo diskretiza- 
cijske enačbe (interpolacijsko funkcijo poznamo!) 
daje m atrični zapis enačbe

[ M ]  { Ü }  +  [K ] {U} =  0

K adar je nihanje harmonično, rešujemo enačbo
(1) z nastavkom

{U} =  {q}elwt (2)

Tako dobimo karakteristično enačbo lastnega 
nedušenega nihanja

( [K ]-a P [M ])  {q} =  0  (3)

ki pomeni homogen sistem linearnih enačb za am- 
p litudni vektor {q}. Za netrivialne rešitve mora 
biti

det |[K] — co2 [M]\ =  0  (4)

iz česar izračunamo potem vse lastne frekvence 
sistem a in njim  prirejene lastne vektorje, ko vstav
ljam o v enačbo (3) vrednosti za izračunane lastne 
frekvence.

V prim erih, ko komponente vozliščnega vektor
ja  {U} parcioniram o na bistvene in nebistvene pro
stostne stopnje [2], računam o v enačbi (4) s kon
denzirano togostno m atriko v.

[Kc] =  [Kbb] — [Kbn] [Knn]-1 [Knb] (5)

oziroma masno m atriko

[Mc] =  [V F [M] [V] (6)
k jer pomeni

U]
— [Knn]-1 . [Knb]
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Ce na linijskem  elem entu upoštevamo samo 
vplive osne sile te r upogibnega in torzijskega 
momenta, dobimo v vozlišču »i« (začetek elemen
ta) in »j« (konec elementa) vektorja pomikov.

Za linijski končni elem ent na sliki 1 lahko za
pišemo togostno in  masno m atriko elem enta kadar 
rešujem o problem e longitudinalnih, transverzalnih, 
upogibnih in  torzijskih nihanj.
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3. REŠEVANJE PRAKTIČNIH PRIMEROV

Natančne rešitve diferencialnih enačb širjenja 
motenj, ki slonijo na linearni teoriji elastičnosti, so 
znane za razm erom a preproste prim ere (oblike). 
Zelo pogosto struk tu re  m ateriala (palice, drogovi, 
nosilci) vzdolž glavne osi niso homogene, k a r vse 
še dodatno zapleta reševanje problemov. Aproksi
m ativne metode za reševanje takšnih  problemov 
so zelo pomembne in nekatere od njih  slonijo na 
Hamiltonovem načelu najm anjše akcije.

Da bi se izognili zmedi, imenujemo m otnje pri 
omenjenih inženirskih problem ih preprosto n iha
nja ali vibracije, kadar jih  lahko reduciram o na 
sisteme s končnim številom prostostnih stopenj.

Enačbe širjenja valovanja in  n ihan ja elastičnih 
teles so linearne parcialne diferencialne enačbe, 
k jer je poudarjeno upoštevanje začetnih in robnih

pogojev. V nekaterih  prim erih  lahko parcialne di
ferencialne enačbe zamenjamo s sistemom navad
nih  enačb (kadar struk tu ro  aproksim iram o s siste
mom s končnim številom togih m as in  vzm eti brez 
mase) [3].

P ri obravnavanju  longitudinalnih nihanj tankih  
palic suponiram o ravno os, p ri čem er koordinatno 
os v sm eri te  osi označimo kot os x. P rav  tako 
predpostavimo, da je  AE  =  const, pa dobimo valov
no enačbo

(7)
dt2 òx2

k jer je c h itrost širjen ja  valovanja



Za obojestransko togo vpetje (slika 1) dobimo
E Arešitve za lastne frekvence o j02 = -----
m l

O jJ o J o  O j J o j 0 o j  J  OJ o OJ J  O) o o j  J  OJ o

analitično 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,7080

P ri torzijskih nihanjih  pa rešujemo parcialno 
diferencialno enačbo

in je

d20  _  2 d2&
dt2 dx2

c2 =  - ^ _  
2,5.o

0 )

N =  10 3,1545 6,3869 9,7762 13,3997 17,3205
M K E -----------------------------------------------------------------

N  =  20 3,1448 6,3090 9,5122 12,774 16,1142

P ri transverzalnih  n ihan jih  nosilcev z m ajhno 
maso zanem arim o rotacijsko vztrajnost in  vpliv 
prečne sile na  deformacije, pa dobimo z upošteva
njem  E Iz =  const.

Za enak zgled dobimo rešitve (v =  0,25)

co0* =  M M  
J I

O jJoJo O jJoJo O jJoJo O jJoJo O jJoJo

analitično 3,1416 6,2832 9,4248 12,5664 15,7080

k jer je

02y
dt2

+  C2 ^ =  0
dx4

c2 E h
q A

(8)

O jJ o J o  O J.J OJ a OJ J  OJ Q O jJ o J o  O j J o j 0

analitično 22,373 61,669 120,85 199,85 298,56

N = 10 22,374 61,688 121,01 200,34 300,07
M K E ----------------------------------------------------------------

N =  20 22,373 61,673 120,91 199,89 298,66

p ri čemer je

0Jo 2
E h
m l3

N =  10 3,1545 6,3869 9,7762 13,399 17,3205
M K E -----------------------------------------------------------------

N = 20 3,1448 6,3090 9,5122 12,774 16,1142

Veliko problemov v teoriji vibracij ne moremo 
rešiti natančno, m edtem  ko je  v  nekaterih  drugih 
prim erih reševanje z natančnim i rešitvam i pove
zano z velikim i težavami. V teh  prim erih uporab
ljam o približne (numerične) metode, ki dajejo za
dovoljive rezultate brez pretirano vloženega truda.

Na razm erom a preprostem  zgledu (slika 2) s po
datki [4], ki je rešljiv tudi po Holzerju (simetrija!), 
dobimo zanimive rezultate za lastne frekvence in 
pripadajoče lastne vektorje. Tako lahko fizikalno 
razložimo dvojne frekvence sistema in ničte lastne 
vektorje na posameznih razvejitvah. Veliko bolj 
zahteven za reševanje pa je zgled na sliki 3, pri 
katerem  so rezultati potrjeni s preizkusi [5].

Vsi navedeni prim eri so rešeni z izpopolnjeno 
verzijo program a DINALIN [6] po metodi končnih 
elem entov (MKE).

J l = 2742 J7 = 390
J2 = 29 h = 300
J3 = 51 h = 271
J4 = 26 J10._17 = 65,52
h = 38 j  18 = 21
J6 = 2.367 +  909 == 1643

k1 =  29 k-j — 16,7
k2 =  29 k8 = 231
ko 86 kg 115

II fc10. 140
k5 =  190 fc17 =  45,4
k6 =  137



J i 22 J 11 = 0,078 J 16  = 0,16
J2.. . 7  — 1,11 J 12 = 0,022 J 17 = 0,08

JS — 0,12 J 13 = 0,013 J 18  = 1,29

J* = 0,02 J 14  = 0,02 J 19 — 1,03

Jio — 0,02 IIlOT—1 0,59

ki — 45,45 Ko = 9,61 * 1 5  = 0,03
k g .. . 6  — 28,16 * n  = 10,92 * 1 6  = 0,01
k'j = 36,10 * 1 2  = 0,04 * 1 7  = 1,33
k8 = 9,09 * 1 3  — 9,61 * 1 8  = 0,02
k9 r= 9,09 * 1 4  = 83,33

Sl. 3. Sestvaljni vrstn i motor z notranjim  zgorevanjem

1 — vztrajn ik , 2 . . .  7 — kolenasta gred, 8 — zobnik, 
9 — tlačilka olja, 10 — tlačilka olja, 11 — zobnik, 12 — 
tlačilka goriva, 13 — regulator, 14 — tlačilka h id rav 
ličnega olja, 15 — jerm enice, 16 — alternato r, 17 — 
kom presor, 18 — dušilnik to rzijsk ih  n ihan j, 19 — p u 

halo za h lajenje.

Rezultati k sliki (2): UPORABLJENE OZNAČBE

=  55,74 Hz w *  == 345,4 Hz
co* =  108,1 Hz «5 = 349,6 Hz
a)3 =  156,5 Hz 0)e = 546,0 Hz

Rezultati k  sliki (3):

cpj =  152,2 Hz Cd4 = 877,7 Hz
a>2 =  476,4 Hz co5 = 1483,6 Hz
cd3 =  482,0 Hz w6 = 1788,0 Hz

Lastnih vektorjev ne izpisujemo, ker so izpisi 
za vse kolute preobsežni!

* Lastni vektorji na posameznih vejah so enaki 
nič (koluti mirujejo!)

** Dane togosti so deljene z 106!

4. SKLEP

Veličina Simbol Enota
Gostota Q kg/m 3
Vozliščni vektor U m, rad
Lastna frekvenca (O rad/s
Modul elastičnosti E N/m2
Prerez nosilca A m 2
Dolžina končnega elem enta s m
Geom etrijski mom ent 

vztrajnosti I m 4
Moment vztrajnosti mase J kg m 2
Poissonovo število v —

Dolžina nosilca l m
Čas t s
Število končnih elem entov N —

Zasuk e rad
Togost k N/m, N m /rad
Masa nosilca m kg
Reducirana masa m r kg

Reševanje teh problemov po MKE im a to pred
nost, da se prerez nosilca lahko poljubno sprem i
nja, da statična nedoločenost in vpliv dodanih toč
kastih mas dodatno ne zapletata reševanja. Tako 
dobimo v prim eru transverzalnih nihanj nosilca 
mase m z dodano točkasto maso v sredini nosilca 
po energijski metodi m r =  1,371 m, oziroma m r =  
192

--------m  po MKE, če sta masi enaki. Tudi p ri to r
l i , 822
zijskih nihanjih  lahko upoštevamo vpliv koncentri
ranih mas (diskov) na lastne frekvence sistema. 
P riprava podatkov je preprosta, sicer obsežno delo 
v celoti opravi računalnik. Tudi robnim  pogojem 
zadostimo tako rekoč sprotno (avtomatično), prav 
tako imajo rezultati fizikalno razlago in jih  ne vsi
ljujem o metodi, kakor je  to prim er p ri Holzer j evi 
metodi (logična interpretacija!).
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