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Robni pogoji druge in tretje vrste v programu TEMPEL

ANDRO ALUJEVIC —

1. UVOD

Za dolocanje temperaturnih porazdelitev v trd-
nih telesih imamo na voljo analiti¢ne, eksperimen-
talne in numeriéne metode. K slednjim S§tejemo
metodo konénih razlik in novej$o metodo konénih
elementov. O tej (MKE) smo Ze poro¢ali v Stroj-
niSkem vestniku, ko smo opisali na§ raéunalnidki
program TEMPEL [1], ki je imel vgrajene robne
pogoje prve vrste, pri katerih je znana funkcijska
vrednost (temperatura) v izbranih tockah. Poleg
takih, tj. Dirichletovih robnih pogojev, je bilo do-
slej mogoce v programu TEMPEL upostevati edi-
nole Se adiabatne (izolacijske) pogoje, npr. zaradi
simetrije ali iztegnjenosti teles. Iz teorije prenosa
toplote pa vemo, da se pojavljajo pri problemih
prevajanja toplote tudi Se Neumannovi (druge
vrste), konvekeijski (tretje vrste) in Stefanovi se-
valni (éetrte stopnje) robni pogoji na meji s fluidi.
Zato smo se lotili posploSitve obstojetega ravnin-
skega programa, ki smo mu dogradili zahtevane
robne pogoje druge in tretje vrste. Sevanja s povr-
8in za zdaj nismo upostevali, saj bi morali reSevati
sisteme nelinearnih enaéb z iteracijo.

Pri obravnavi temperaturnih porazdelitev in
toplotnih tokov v trdnih telesih (omejili se bomo
na ravninske prereze) po metodi konénih elemen-

tov moramo razreSiti problem minimuma funkcio-
nala, ki vsebuje
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kjer pomenijo: 1 — toplotno prevodnost, P — go-
stoto toplotnh virov v enoti prostornine, a — to-
plotno prestopnost in ¢ — predpisan toplotni tok.

Temperaturo T v prerezu A iS¢emo, medtem ko
je zunanja temperatura T, v fluidu znana. Konven-
cijski robni pogoj (tretje vrste) je predpisan na ro-
bu Sy, medtem ko je na robu S, podan toplotni tok,
tj. Neumannov robni pogoj (druge vrste).

POLDE SKERGET

Za reSevanje zapisane enatbe, tj.
I=L—I,+Ih—1I4
mora biti izpolnjena zahteva

dI/dt = o

» Tn}

stolpec (»vektor«) vseh vozlis¢nih temperatur v
mrezi elementov prereza (uporabljamo triangula-
cijo z linearnimi konénimi elementi). Kondukecijski,
generacijski, konvekeijski in tokovni deleZ funkcio-
nala lahko reSujemo vsakega posebej v posameznih
konénih elementih, nato pa resitve sestejemo v obeh
smislih-

kjer je
E = {Th, %

2. KONDUKCIJA IN GENERACIJA TOPLOTE

Ta dva deleZza zapiSemo v obliki [2]

E
dl/dt = Z dle,/dt
e=1
in

E
dl/dt = 3 dIe,/dE
e=1

Ker je v teh izrazih za posamiéne elemente v se-
stavu prereza veliko nic¢el (samo mesta z oznatbami
i, j, k so zasedena), je primerno, ¢e uvedemo matri-
ko razporeda vozlis¢ dolo¢enega elementa v sestavu
mreze, tj.
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ki jo je zaradi binarnosti mogoe v ratunalniSkem
spominu shraniti izredno strnjeno.

Tako dobimo

dre/dt — De dIe/dte
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kjer pa so stolpci samo Se trikomponentni, tj.

dle/dte = {01¢/0t;, 0I¢/0t;, OI¢/Oty}
oziroma
te = {t;, tj, ti}

Temperaturno porazdelitev v trikotnih elemen-
tih predpostavimo linearno

tt=a+bax+cy=z*e

kjer sta z* =[1,z,y] in ¢ = {a, b, c} vrstica ozir.
stolpec. Konstante dolo¢imo iz vrednosti tempera-
tur v vozliséih trikotnika (ogljiS¢a)

te — Ze ce
kjer je matrika

11 i, Yi
Ze — 1, Lj, Yj
1, Tk, Yk

in so iskane konstante

ce — (Ze)-l te — Rete
Zaradi
dle/dte = 7eRe* ( 1] (3x 5:* + 5y 3,") da dv) Rete —
A

= Ke te
dobimo kondukcijsko matriko po opravljenih ope-
racijah, ki so bile nakazane
Ke — 1A, )

i (35 Yix — xjk Yij)?

zii® + Yk, — (@ik Tik + Yik Yix), Tij Tik + Yij Yik
diEk. y Tik® T+ Yix® ,— (@i zik + Yij Yix)
Eimetrir“:no, » 12 o it

kjer so razdalje

Tij = Tj — Ti, Tjk = Tk — X,
UVi=¥—Y, Yk=Yx—UYj

in povrs§ina trikotnika

Tik = Tk — Tj
Yik = Y — Ui

Ao = } (x5 Yjk — Zjk Yik)

Za celoten sestav elementov velja potem
E E
dli/dt = 3> De Ke te — ( > De Ke De*)t =Kt
e=1 e=1

Podobno dobimo generacijski delez, ki zna%a v
posameznih elementih
diye/dte = P, Re*;’[_fzdmdy =4Pe A, {1,1,1} = pe
in za celoten sestav:
dI,/de =e§lDe PP=p

Ce upoitevamo tako kondukcijski kakor tudi
generacijski ¢len, se matri¢na enaéba sistema koné-
nih elementov torej glasi

Kt—p=0

3. TEMPERATURNI IN ADIABATNI ROBNI
POGOJI

V doloenih to¢kah prereza utegnemo poznati
funkcijsko vrednost (temperaturo). Zato moramo
matriko K ustrezno prilagoditi z izbrisom ustrezne
vrstice in stolpca, lahko pa tudi diagonalni ¢Elen
magnificiramo z zelo velikim 3tevilom (npr. 10%),
da postanejo drugi vplivi nepomembni.

Posebej preprosto upostevamo tudi adiabatne
robne pogoje (izolacija pomeni »neobremenjen«
rob), kjer matrike ni treba spreminjati. S tako de-
finiranim programom TEMPEL smo v okviru do-
diplomskega $tudija na VTS Maribor izvedli nekaj
tipiénih izraéunov prek terminala na ratunalniku
CYBER 72 v Ljubljani. Dobili smo zadovoljive re-
zultate [3,4]. V slikah 1 do 4 je izbranih nekaj
zgledov, ki so jih ovrednotili Studenti IV. letnika
strojniStva mariborske univerze (izoterme v prere-
zih). Pripomniti velja, da deluje program tudi in-
teraktivno [7]. Uporabnik mora dodati mreZo, voz-

‘lii¢a in robne temperature, bodisi z branjem podat-

kov ali pa z izdelavo ustreznih geometrijskih pod-
programov.
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Sl. 2. Prerez z odprtino (r. p. I. vrste)
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Sl. 4. Cev s prirobnico (r.p. I vrste)

4. ROBNI POGOJI DRUGE VRSTE

Kadar je na posameznem robu znan toplotni tok
(Neumannov pogoj), imamo opravka z ustreznim
deleZem funkcionala v obliki

E
dI /dt = > dI.e/dt
e=1

ozir.
dle/dt = D.e dle/dt.e

kjer velja sumacija samo za tiste robove, kjer je
dan tokovni predpis. Zato je ustrezna razporedna
matrika (upoitevamo najve¢ dve robni tocki)

Najprimerneje je uvesti lokalni koordinatni si-
stem, tako da je
tﬁe o {ti! tJ}
ozir.
ts€ =[1,s] c® = s* Se te

kjer je matrika
1 8j, — Si
Se S i Ll 1y 1
Sij [— 1y 1]
in pomeni sj; dolZino roba elementa.
Na ta nacin dobimo z integracijo

5
dlse/dt,e = q. Se* (s ds = 3qe si; {1,1} = q°
i
tako da je za sestav elementov
E
dl/dt = > D q° = q
e=l
kar takoj lahko upo$tevamo v matri¢ni enadbi si-
stema elementov, ki postane
Kt—p—q=0
Pripomniti velja, da morajo biti poleg tokovnih
robnih pogojev vsaj v nekaterih toékah dani tudi
temperaturni robni pogoji, da bo reSitev enoli¢na
(»privezana<). .

Z navedeno dopolnitvijo programa TEMPEL smo
izratunali [5] primer, ki je prikazan na sliki 5.
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Sl. 5. Valj s pokrovom (r.p.Il. vrste)
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5. ROBNI POGOJI TRETJE VRSTE

Podobno kakor v prej$nji to¢ki zastavimo upo-
§tevanje konvekcijskih robnih pogojev. Uporabimo
enako razporedno matriko D€, kjer pa¢ imamo
predpis.

Ustrezni funkcional dobimo z integracijo izraza
v elementih prereza

Ine =% ae fj[(s“‘ Sete)r— 27T, (s*Sete))ds
i

in je
dIye/dte = He te — he
kjer sta
He — "'];aesij 2, 1]
6 1,2
ozir.

he = a,s;;T.¢ {1,1}

Sestevanje opravimo v obliki

E
H =S Ds He Do
e=1
in

E
h=3SDgehe
e=1

tako da dobimo matriéno enaébo sistema elemen-
tov, ki se dopolnjena glasi

EK+H)t—p—q—h=0
ali krajse
At =0b

kjer stolpec neznanih temperatur poiSéemo s po-
stopki numeri¢nih metod, saj pri velikih problemih
neposredno obraéanje 4™ ni ekonomiéno.

Z opisanim postopkom smo ovrednotili [6] zgled,
prikazan na sliki 6.
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SL. 6. Sod z dnom in pokrovom (. p. III. vrste)

6. SKLEP

Podano besedilo je opis dopolnitev osnovnega
programa TEMPEL za analizo prevajanja toplote
ozir. temperaturnih porazdelitev v trdnih telesih.
Sedaj lahko obdelamo poljubne ravninske primere,
z izjemo sevalnih robnih pogojev, ki so nelinearni.
Program nameravamo posplositi tudi za prostorske
analize z vklju&itvijo tetraedri¢nih elementov, kjer
pa se pojavljajo nekoliko veéji topoloSki problemi,
tako da bo morda pri tem treba uporabljati kombi-
nacijo s heksaedri¢nimi zidaki. UpoStevati Zelimo
tudi elemente viSjega reda, kjer ni le zveznost
funkcijskih vrednosti, temveé¢ je zagotovljena tudi
zveznost prvih odvodov.

Doslej smo program TEMPEL uporabljali pred-
vsem kot sredstvo za pripravo podatkov pri termo-
elasti¢nih analizah s programom BREL [8], nedav-
no pa smo testirali tudi Ze enovit program TEM-
PEST [9], ki sam opravi obe nalogi, tj. toplotno-
temperaturno in deformacijsko-napetostno oceno.

LITERATURA

[1] A. Alujevié, B. Eysink, J. Head: TEMPEL pro-
gram konénih elementov za izra¢unavanje temperatur-
nih polj. Strojniski Vestnik, 20, 161—164, Ljubljana
1974.

[2] A. Alujevié¢: Programi po metodi konatnih ele-
menata za odredivanje temperaturskih raspodela u ma-
Sinskim komponentama. Termotehnika, 1, 146—164,
Beograd, 1975.

[3] A. Alujevié, P. Skerget, J. Head, B. Eysink: Fi-
nite element heat conduction in reactor solids. Atom-
kernenergie, 31, 151—153, Miinchen, 1978.

[4] R. Petrej, diplomsko delo, VIS Maribor, 1977.
[5] P. Kovaéi¢, diplomsko delo, VTS Maribor, 1978.
[6] F. Kramar, diplomsko delo, VTS Maribor, 1978.
[7] L. Jurak, diplomsko delo, VTS Maribor, 1978.

[8] A. Alujevié: Program konaénih elemenata BREL
za analizu fermi¢nih napona. Termotehnika, 3, 18—22,
Beograd, 1977.

[9] P. Skerget, delovno poroéilo, IJS Ljubljana, 1978.

[10] G. E. Myers: Analytical methods in conduction
heat transfer. McGraw-Hill Book Co. Inc., New York,
1971.

[11] A. Alujevié¢: Prenos toplote II, skripta, Visoka
tehniSka 3ola Univerze v Mariboru, 1975.

Avtorjev naslov: Izr. prof. dr. mag. Andro Alujevié, dipl. ing.
Asist. Polde Skerget, dipl. ing. str.
JTO strojnistve VTS Maribor
62000 Maribor, Smetanova 17



