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Robni pogoji druge in tretje vrste v programu TEMPEL
A N D R O  A L U J E V I Č  — P O L D E  Š K E R G E T

1. UVOD Za reševanje zapisane enačbe, tj.

Za določanje tem peratu rn ih  porazdelitev v  trd 
nih  telesih imamo na voljo analitične, eksperim en
ta lne  in  num erične metode. K slednjim  štejemo 
metodo končnih razlik  in  novejšo metodo končnih 
elem entov. O tej (MKE) smo že poročali v S tro j
niškem  vestniku, ko smo opisali naš računalniški 
program  TEMPEL [1], ki je  imel vgrajene robne 
pogoje prve vrste, p ri ka terih  je  znana funkcijska 
vrednost (tem peratura) v  izbranih točkah. Poleg 
takih, tj. D irichletovih robnih pogojev, je bilo do
slej mogoče v  program u TEMPEL upoštevati edi
nole še adiabatne (izolacijske) pogoje, npr. zaradi 
sim etrije ali iztegnjenosti teles. Iz teorije prenosa 
toplote pa vemo, da se pojavljajo  p ri problem ih 
p revajan ja  toplote tud i še Neum annovi (druge 
vrste), konvekcijski (tre tje vrste) in Stefanovi se
valni (četrte stopnje) robni pogoji na m eji s fluidi. 
Zato smo se lotili posplošitve obstoječega ravn in 
skega program a, ki smo m u dogradili zahtevane 
robne pogoje druge in  tre tje  vrste. Sevanja s povr
šin za zdaj nismo upoštevali, saj bi m orali reševati 
sistem e nelinearnih  enačb z iteracijo.

P ri obravnavi tem peratu rn ih  porazdelitev in 
toplotnih tokov v trdn ih  telesih (omejili se bomo 
na ravninske prereze) po m etodi končnih elem en
tov moramo razrešiti problem  m inim um a funkcio- 
nala, ki vsebuje
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k jer pom enijo: A — toplotno prevodnost, P ■— go
stoto top lo tah  virov v enoti prostornine, a — to
plotno prestopnost in  q — predpisan toplotni tok.

I  =  h  — Ip +  Ih — Iq

m ora b iti izpolnjena zahteva

k jer je
d l/d t  =  o

t =  { T i , . . , , T n }

stolpec (»vektor«) vseh vozliščnih tem peratur v 
mreži elementov prereza (uporabljamo triangula
cijo z linearnim i končnimi elementi). Kondukcijski, 
generacijski, konvekcijski in  tokovni delež funkcio- 
nala lahko rešujemo vsakega posebej v posameznih 
končnih elementih, nato pa rešitve seštejemo v obeh 
smislih-

2. KONDUKCIJA IN GENERACIJA TOPLOTE 

Ta dva deleža zapišemo v obliki [2]

E

d l j d t  = 2  d lek/dt
e = l

E

d lp/d t  =  2  dIeP/d t
e — 1

K er je v teh izrazih za posamične elemente v se
stavu prereza veliko ničel (samo m esta z označbami 
i, j, k so zasedena), je prim erno, če uvedemo m atri
ko razporeda vozlišč določenega elem enta v sestavu 
mreže, tj.
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T em peraturo T v prerezu A  iščemo, m edtem  ko 
je  zunanja tem peratu ra  Tz v fluidu znana. Konven
cijski robni pogoj (tretje vrste) je predpisan na ro
bu Sh, m edtem  ko je na robu Sq podan toplotni tok, 
tj. N eum annov robni pogoj (druge vrste).

ki jo je zaradi binarnosti mogoče v računalniškem  
spominu shraniti izredno strnjeno.

Tako dobimo

dle/d t  =  De dle/d t‘



kjer pa so stolpci samo še trikom ponentni, tj. 

dle/d te =  {dl6/ d t d i e/dtj, d ie/d tk}
oziroma

te  =  {t j, t j,  tk }

Tem peraturno porazdelitev v triko tn ih  elemen
tih  predpostavimo linearno

te — a + b x  + c y  = z*ce

k jer sta z* =  [1, x, y] in ce =  {a, b, c} vrstica ozir. 
stolpec. Konstante določimo iz vrednosti tem pera
tu r  v vozliščih trikotnika (ogljišča)

t e =  Z e c e
kjer je  m atrika

Z e =
1, X[, m 
1» X i ,  Vi  
1, yv

in so iskane konstante

Zaradi
Ce =  (Z e)-1 t e =  R e l e

d/ke/d te =  XeR e* {JJ (»x z x* + z y z y*) dx dyj R e t e =

=  K e te
dobimo kondukcijsko m atriko po opravljenih ope
racijah, ki so bile nakazane

(*ij Vik —  x jk va)2
Xjk2 +  Vik2, — (xik Xjk +  Vik Vik), Xjj x jk +  Vu Vik

• • • • , Vik2 +  Vik2 , — (Xij Xik +  Vij Vik)
simetrično, . . .  , xa2 +  y\j2

kjer so razdalje

■Vij =  X j  X i , Xjk —  X k  V i , Xjk —  Xk —  Xj
Vil = V i —  y>,  V i k  =  V k  —  Vi ,  Vik  =  V k  —  Vi

in površina trikotnika

A e = h (xij Vjk — Xjk Vik)

3. TEMPERATURNI IN ADIABATNI ROBNI 
POGOJI

V določenih točkah prereza utegnem o poznati 
funkcijsko vrednost (tem peraturo). Zato moramo 
m atriko K  ustrezno prilagoditi z izbrisom ustrezne 
vrstice in  stolpca, lahko pa tud i diagonalni člen 
m agnificiramo z zelo velikim  številom  (npr. 1020), 
da postanejo drugi vplivi nepomembni.

Posebej preprosto upoštevam o tud i adiabatne 
robne pogoje (izolacija pom eni »neobremenjen« 
rob), k je r m atrike n i treb a  sprem injati. S tako de
finiranim  program om  TEMPEL smo v  okviru do
diplomskega štud ija  na  VTŠ M aribor izvedli nekaj 
tipičnih izračunov prek  term inala na računalniku 
CYBER 72 v L jubljani. Dobili smo zadovoljive re 
zultate [3,4], V slikah 1 do 4 je  izbranih  nekaj 
zgledov, ki so jih  ovrednotili študenti IV. le tn ika 
stro jništva m ariborske univerze (izoterme v p re re
zih). Pripom niti velja, da deluje program  tud i in
teraktivno [7]. U porabnik m ora dodati mrežo, voz
lišča in  robne tem perature, bodisi z b ran jem  podat
kov ali pa z izdelavo ustreznih  geom etrijskih pod
programov.

Za celoten sestav elementov velja potem 

dlk/dt = JiD eK e te = (  ]> Z?e K e D e* j t  = K t
e = l  \ e =  1 J

Podobno dobimo generacijski delež, ki znaša v 
posameznih elem entih

d lpe/d te =  Po Re* JJ * dx dy =  i P e Ae {1,1,1} =  p e
Ac

in  za celoten sestav
E

dlp/dt 2  Dc p c =  p
e =  1

Če upoštevamo tako kondukcijski kakor tudi 
generacijski člen, se m atrična enačba sistema konč
nih elementov torej glasi

dQ = 0



dQ=0

Sl. 4. Cev s prirobnico (r. p. I. vrste)

4. ROBNI POGOJI DRUGE VRSTE

K adar je  na posameznem robu znan toplotni tok 
(Neumannov pogoj), imamo opravka z ustreznim  
deležem funkcionala v  obliki

E
dlq/dt =  2  dlqe/d t

e =  1

ozir.
d V /d t  =  D äe dl,|e/d tae

k jer velja sum acija samo za tiste robove, k jer je 
dan tokovni predpis. Zato je ustrezna razporedna 
m atrika (upoštevamo največ dve robni točki)

in pomeni sij dolžino roba elementa.
Na ta  način dobimo z integracijo

d lqe/d tse =  q0 Se* J s  ds =  iq e sy {1, 1} =  q e
Si

tako da je za sestav elementov

dlq/dÉ =  2  D se q e = q  
e= 1

k ar takoj lahko upoštevamo v m atrični enačbi si
stem a elementov, ki postane

K t  — p — q  =  0

Pripom niti velja, da morajo biti poleg tokovnih 
robnih pogojev vsaj v nekaterih  točkah dani tudi 
tem peraturn i robni pogoji, da bo rešitev enolična 
(»privezana«).

Z navedeno dopolnitvijo program a TEMPEL smo 
izračunali [5] prim er, ki je prikazan na sliki 5.



5. ROBNI POGOJI TRETJE VRSTE
Podobno kakor v prejšnji točki zastavimo upo

števanje konvekcijskih robnih pogojev. Uporabimo 
enako razporedno m atriko D / ,  k jer pač imamo 
predpis.

Ustrezni funkcional dobimo z integracijo izraza 
v elem entih prereza

h e =  h ae f[(s*  Se V)* — 2 Tze (s* S e t,e)] ds
Si

m je
dlhe/d tse =  H e t Be —

kjer sta
1 To i l

H e = -  aeSij 2’ 1
6 [l, 2J

ozir.
h e =  OfeSijTze {1, 1}

Seštevanje opravimo v obliki

H  =  f  D /  H  D se*

h = 2 Dse he
e = l

tako da dobimo m atrično enačbo sistema elemen
tov, ki se dopolnjena glasi

(K  +  H ) t  — p  — q  — h =  0
ali krajše

A t  =  b
kjer stolpec neznanih tem peratur poiščemo s po
stopki num eričnih metod, saj p ri velikih problem ih 
neposredno obračanje A~L ni ekonomično.

Z opisanim postopkom smo ovrednotili [6] zgled, 
prikazan na sliki 6.

6. SKLEP

Podano besedilo je opis dopolnitev osnovnega 
program a TEMPEL za analizo p revajan ja  toplote 
ozir. tem peraturn ih  porazdelitev v trdn ih  telesih. 
Sedaj lahko obdelamo poljubne ravninske prim ere, 
z izjemo sevalnih robnih pogojev, ki so nelinearni. 
P rogram  nam eravam o posplošiti tud i za prostorske 
analize z vključitvijo te traedričn ih  elementov, k jer 
pa se pojavljajo nekoliko večji topološki problemi, 
tako da bo m orda p ri tem  treba uporablja ti kom bi
nacijo s heksaedričnim i zidaki. Upoštevati želimo 
tud i elem ente višjega reda, k je r ni le zveznost 
funkcijskih vrednosti, tem več je zagotovljena tudi 
zveznost prvih  odvodov.

Doslej smo program  TEMPEL uporablja li p red
vsem kot sredstvo za pripravo podatkov p ri term o- 
elastičnih analizah s program om  BREL [8], nedav
no pa smo testirali tud i že enovit program  TEM
PEST [9], ki sam  opravi obe nalogi, tj. toplotno- 
tem peraturno in  deform acijsko-napetostno oceno.
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