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Tovarniška montaža Franciso- 
ve turbine moči 70 000 kW  pri 
hitrosti vrtenja 166 vrt/min, 
padcu 57,6 m  in pretoku 135 m 3/s 
za hidroelektrarno OHAU-A v 
Novi Zelandiji, za katero je 
dobil Litostroj naročilo za štiri 
agregate s štirimi razbreme- 
nilniki energije
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F R A N C

Akustična emisija pri brušenju
R O E T H E L ,  — M A R J A N  D O B O V Š E K  — I G O R G R A B E C

1. UVOD

B ru šen je  je  obdelovaln i postopek, s k a te rim  la h 
ko zelo n a tan čn o  obdelam o obdelovanec glede na 
d im enzije, geom etrično  enakom erno  površino  in  
razm ero m a m ajh n o  h ra p a v o s t površine. F izikalne  
podrobnosti b ru s iln eg a  p rocesa raz isku jem o šele v 
zad n jem  času. V zrok teg a  je  zap le ten o st p rocesa in  
iz redno  v e lik a  v a riab iln o s t p a ram etro v , k i v p li
vajo  n a  proces. Po k lasičnem , dete rm in is tičn em  si
s tem u  raz isk av  je  bilo  doslej raz isk an ih  okrog 16 
p a ram e tro v , k i so m atem atično  in  eksperim en ta lno  
op red e ljen i in  opisani, v e n d a r  ne  do te  m ere, da bi 
jih  lahko  u p o ra b lja li za popis vsega 16 d im enzio
n a ln eg a  p ro s to ra  in  se s tav lja li banko  podatkov  za 
obdelavo. Z raz isk av am i so b ile  do danes ugotov
ljen e  p red v sem  k a ra k te r is tik e  površine  p r i to p lo t
n ih  o b rem en itv ah  obdelovancev, o b ra ta  b rusa , od
vzem  m a te ria la , v p liv  h la jen ja , vp liv  kakovosti 
b ru sa  n a  površino  obdelovanca itd . Poleg  osnov
n ih  p a ra m e tro v  obdelave so b ile  raz isk an e  tu d i n e 
k a te re  d inam ične la s tn o sti obdelovaln ih  stro jev , 
k ak o r so v ib rac ije  itd . V zad n jem  času so raz iskave 
u sm erjen e  v  av tom atizacijo  in  optim izacijo  b ru s il
nega  procesa. Za ad ap tiv n o  k rm iljen je  b rusilnega  
p rocesa je  tre b a  n a jt i  p a ram e tre , k i bodo natančno  
označili b ru s iln i p roces in  jih  bo mogoče m eriti tu d i 
m ed b ru šen jem . V p riču joč ih  raz isk av ah  smo sku 
šali u g o tov iti m ožnost id en tifik ac ije  b ru siln eg a  p ro 
cesa z de tekcijo  u ltrazv o čn ih  valovan j. Znano je, 
da n a s tan e  p r i  b ru še n ju  m očna zvočna em isija, ki 
da je  izkušenem u b ru silcu  že n ek a te re  p oda tke  o 
b ru s iln em  procesu. To so np r. o b rab a  b rusa , po jav  
v ib rac ij in  podobno. Za analizo  p rocesa je  akustič
n i s igna l p rim e rn e jš i v u ltrazvočnem  obm očju, 
p red v sem  za rad i širšega  frek v en čn eg a  obsega k a 
k o r tu d i za izločitev  m oten j okolja  in  s tro ja  v  n e 
ob rem en jenem  teku , k i so večinom a v slišnem  ob
m očju  zvočnega sp ek tra . Z analizo frekvenčnega 
sp e k tra  akustičn e  em isije, n a s ta le  p r i b rušen ju , 
smo ugo tov ili povezavo m ed em itiran im  zvokom  
in  tehno lošk im i in  k inem atičn im i p a ram etri. Z a
ra d i težav  p r i p renosu  zvoka z obdelovanca na  sen 
zor zvoka smo se p r i  te h  raz isk av ah  om ejili na 
obodno b ru še n je  ra v n ih  ploskev.

2. M ERILN I STAVEK

M erilno  oprem o za detekcijo , analizo in  zapis 
akustičn e  em isije  p r i b ru še n ju  sestav lja jo : piezo
e lek tričn i senzor, osciloskop T e tro n ix  S 547, spek
tra ln i an a liza to r T e tro n ix  IL 5 in  X Y -p isa ln ik  Ho
neyw ell 320. M eriln i s tav ek  je  shem atično  p r ik a 
zan n a  slik i 1.

Z a detekcijo  ak ustične  em isije  smo uporab ili 
p iezo -e lek tričn i resonančn i senzor iz PZT keram ike

osciloskop

spektralni analizator X~Y risalnik

Sl. 1. M eriln i s ta vek  za m erjen je  zvočne em isije
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Sl. 3. O dvisnost obču tljivosti senzorja od frekven ce

(sl. 2) [2]. O bču tljivost tak eg a  senzorja je  odvisna 
od frekvence  signala  (sl. 3). Senzor je  najbo lj ob
ču tljiv  od 100 do 500 kHz in  im a tr i  m aksim um e 
p ri 180, 225 in  320 kHz. R esonančna frekvenca sen
zo rja  je  180 kHz. Ta k a ra k te r is tik a  senzorja je  po
pačila  spek trogram e, saj je  izhodna v rednost sig
na la  odvisna poleg osnovnega signala  še od občut
ljivosti senzorja  in  fa k to rja  o jačan ja  v o jačeval
n iku. P ra v  zarad i tega  smo se om ejili na  opazova
n je  re la tiv n ih  sprem em b am plitud  posam eznih 
frekvenc, k e r se obču tljivost senzorja p r i posam ez
n ih  frekvencah  ne sprem inja .



M eritve smo oprav ili na  s tro ju  za obodno piano 
b rušen je  N orton. O bdelovalne razm ere  so bile n a 
slednje (sl. 4):

obodna h itro st b rusa = 29 m /s in  27,3 m /s
v rtiln a  h itro st n s = 2900 v rt/m in
vzdolžno podajan je VW — 2,1 m /m in
pristav itev a = 0,01; 0,02; 0,03; 0,04;

0,05; 0,06 m m
prečno podajan je s = 0,3 m m /gib
čas b rušen ja t  = 100 do 400 s

O bdelovanec:
D im enzija: 35 X 16 X 350 
M ateria l: Č 9682 in  OA2

O bdelovanec je  b il k a ljen  in  popuščen za C 9682 
do trd o te  63 . . .  66 H R C in  za OA2 do trd o te  61 . . .  
63 HRC.

Sl. 4. K inem atičn i param etri procesa

B rus:
D im enzije: 0  200 X 20 m m  
M ateria l: A46M5V TUB — M aribor 
O strilne  razm ere:
p ris tav itev  d iam an ta  n a  gib a =  0,02 m m  
prečno p o d a jan je  Sd == 0,092 m m /v rt
število  o striln ih  gibov id =  10

Z arad i o s tren ja  se je  p re m e r b ru sa  sta lno  
zm anjševal, do m eje  —  15 °/o p rem era , ta k ra t  pa 
smo ga zam en ja li z novim . P red  vsako m eritv ijo  
smo b ru s ponovno n a o strili [3], da smo lahko  p r i
m erja li re zu lta te  z že znan im i iz lite ra tu re .

P r i  vseh  m e ritv a h  smo u p o rab lja li h la je n je  z
1 °/o vodno raz top ino  dom ačega h lad iln eg a  s red 
stva.

Iz že podan ih  obdelovaln ih  razm er je  razvidno, 
da smo p ri p re izk u sih  sp rem in ja li le  p r is ta v itv e  in 
čase b ru šen ja . V plivov d ru g ih  p a ram e tro v  začasno 
nism o opazovali. P r i  v sak i p ris ta v itv i smo b ru sili 
400 sekund  in  izm erili časovno se rijo  sp ek tro g ra - 
m ov p ri 10, 30, 50, 90, 150, 210, 270, 330 in  390 se
k u n d ah  za istosm erno  b ru šen je  te r  p r i  20, 40, 60, 
100, 160, 220, 280, 340 in  400 sek u n d ah  za p ro ti-  
sm erno b rušen je . P reh o d  čez obdelovanec je  to re j 
t ra ja l  10 sekund.

Po tehno lošk ih  n o rm a tiv ih  bi m o ra li b ru s iti  z
2 do 3 -k ra t večjo vzdolžno p odaja lno  h itro stjo . 
H itro st smo zm an jša li le  zato, da  sm o lah k o  v iz
b ran em  času izm erili sp ek tre  in  jih  n a risa li z r isa l
nikom . Cilj m eritv e  je  b il p redvsem  ugo tov iti m ož
nosti opazovanja  akustičn e  em isije  p r i b ru še n ju  in  
določiti n jen a  frek v en čn a  obm očja.

Sl. 5. Spektrogram a u ltra zvo ka  p ri brušen ju  
v b =  27,3 m/s
uw =  2,1 m/min brus: A46M5V
a =  0,06 mm obdelovanec: C 9682
s =  0,3 mm/gib



3. M ERITVE IN REZULTATI

D a b i p r i m e ritv a h  čim  bolj izločili v p liv  lege 
u ltrazv o čn eg a  senzo rja  n a  obdelovancu, smo s p re 
m ik an jem  u ltrazv o čn eg a  g e n e ra to rja  po obdelo
van cu  s im u lira li akustično  em isijo  p r i b rušen ju . 
K ak o r smo p ričakova li, smo ugotovili, da  je  am pli
tu d a  d e te k tira n e  ak ustične  em isije  odvisna od lege 
v ira . Poleg teg a  je  b ila, k ak o r smo v tem  članku  
že om enili (sl. 3), tu d i o b ču tljivost senzo rja  za raz 
lične  frek v en ce  raz lična . Z ato  p r im e rja v a  am pli
tu d  raz ličn ih  frek v en c  ne  m ore  d a ti rezu lta tov , ki 
b i im eli zanesljive  fiz ika lne  v rednosti. Za analizo 
p a  je  p r im e rn a  p r im e rja v a  am p litu d  sp e k tra  p ri 
en ak ih  frek v en cah  v odvisnosti od raz ličn ih  p ris ta -  
v itev  in  p r i  raz ličn i ob rab i b rusa , saj so b ile  po
sam ezne am p litu d e  p r i  n aših  m eritv ah  odvisne od 
lege b ru sa  n a  obdelovancu. Ti dve p rim erjav i smo 
p r i  n aših  m e ritv a h  tu d i oprav ili. N a slik i (sl. 5) sta  
dva  sp ek tro g ram a  em itiran eg a  u ltrazv o k a  p r i b ru 

šen ju  p re izkušancev  iz jek la  Č 9682. P r i tem  p re- 
izkušancu  smo izb ra li za analizo frekvence  p r i 120, 
145, 235 in  335 kHz, k i so n a  spek tro g ram u  tud i 
označene. Tu se nam reč  v rhov i stalno pojav ljajo . 
P r i p re izkušanc ih  iz OA 2 pa  se značiln i v rhov i po
jav lja jo  p r i 125, 160, 230 in  340 kHz. 2 e  iz teh  re 
zu lta to v  je  razvidno, da daje jo  m a te ria li različn ih  
kakovosti različne k a rak te ris tičn e  am plitude  v 
spek trih , k a r  v e rje tn o  ustreza  različn im  načinom  
m ehansk ih  n ih an j vzorcev. Za vsako p ris tav itev  
smo op rav ili po š tir i m eritve, iz računali srednjo  
v rednost in  iz risa li časovno sp rem in jan je  sp ek tra l
n ih  am p litu d  posam eznih  p ris tav itev  za že om e
n jen e  značilne frekvence. Z arad i obsežnosti m eritev  
p rikazu jem o v d iag ram u  odvisnosti am plitude  ak u 
stične em isije  v  odvisnosti od p ris tav itv e  in  časa 
b ru šen ja  p r i frekvenci b lizu  resonančne frekvence 
senzorja  225 kHz (slika 6, 7). Iz d iagram ov vidimo, 
da so am plitude  frekvenc p r i  večjih  p ris tav itv ah  
večje. To je  p r i p re izkušancih  iz orodnega jek la

Sl. 6 a in  b. A m p litu d a  a kustične  em isije, odvisna od p r is ta v itve  in  časa brušenja
— za m ateria l Č 9682

Sl. 7 a in  b. A m p litu d a  akustične  em isije, odvisna od p ris ta v itve  in  časa brušenja
-— za m ateria l OA-2



OA 2 bolje vidno k ak o r p ri Č 9682. R azum ljivo  je, 
da so am plitude močno odvisne od v rs te  stro ja , te h 
ničnega s tan ja  s tro ja  te r  pozicijskih te r  k inem a- 
tičn ih  param etrov , k i jih  je  mogoče n as tav iti na 
stro ju .

Z analizo k riv u lj lahko  ugotovim o, da v  začet
nem  času b ru šen ja  skoraj vse naraščajo , se nato  
zm anjšujejo  in  p ro ti koncu dela zopet naraščajo . 
D om nevam o lahko, da je  eden od vzrokov za ta k š 
no obliko k riv u lj neenakom erna  obraba  brusa, tj. 
sprem em ba površine brusa, ki je  b ila  že opisana
[1], V tej zvezi se po jav lja jo  tu d i sprem em be od
vzem anja v  procesu b rušen ja . P ri sta lnem  p o d a ja 
n ju  se ob sprem enjen i reza ln i sposobnosti b ru sa  
sp rem in ja  rezalna  sila  p r i b ru šen ju  a li pa p r i s ta l
n i sili oblika površin  b ru sa  in  obdelovanca [1].

R aziskave sil p r i zunan jem  okroglem  b ru šen ju  
z vzdolžnim  podajan jem  so pokazale, da se sredn ja  
norm alna  sila, iz računana po enačbi [3]

'■■-'•eer
m ed brusiln im  procesom  sprem in ja , kak o r je  p r i
kazano na slik i 8. Naš način  b ru šen ja  je  po obliko
v an ju  obrabe b ru sa  podoben navedenem u. P r i m er
jen ju  re la tiv n e  obrabe b ru sa  smo to tud i ugotovili 
(sl. 9). Sklepam o, da se m ed procesom  sp rem in ja  
norm alna  sila in  s tem  v zvezi tud i celo tna ak u 
stična aktivnost.

Sl. 8. O dvisnost srednje norm alne sile od časa b ru 
šenja  [3]

Iz p rim erjav e  v red n o sti am p litu d  p r i enak ih  
časih obdelave p r i  p ro tism ern em  in  istosm ernem  
b ru šen ju  opažam o, da so am p litu d e  istosm ernega 
b ru šen ja  p ri p re izkušanc ih  iz jek e l Č 9682 in  OA 2 
večje (slika 6 in  7). R azlago za večjo am plitudo  p ri 
istosm ernem  b ru še n ju  najdem o v o b likovan ju  od
rezka. P r i p ro tism ern em  b ru še n ju  se odrezek  m ed 
rezan jem  debeli, p r i istosm ernem  pa  tan jša . Zato 
p ride  p r i istosm ernem  b ru šen ju  p r i zače tku  reza
n ja  enega sam ega odrezka do u d a rca  večjega im 
pu lza sile in  večje  am p litu d e  akustičn e  em isije.

P r i p rim erjav i d iag ram ov  raz ličn ih  m a te ria lo v  
opažam o, da so am p litu d e  akustičn e  em isije  ra z 
lične. V zrok lahko  najdem o v  sam i s tru k tu r i  m a te 
ria lov  in  raz ličn i zvočni prevodnosti.

4. M ERITVE OBRABE BRUSOV

V raz iskav i smo skušali ugo tov iti povezavo m ed 
obrabo b ru sa  in  akustično  em isijo  m ed procesom . 
O brabo b ru sa  smo ugotovili po sp rem em bah  p ro fila  
b rusa . P ro fil b ru sa  smo posneli n a  ploščico iz p e r-  
tin ak sa  v raz ličn ih  časovnih  obdobjih  b ru šen ja . M e
rili smo p r i 60, 100, 200, 300 in  400 sek u n d ah  b ru 
šenja. N a slik i 9 je  p rik azan a  p ro filn a  o b rab a  
b ru sa  p ri 350-kratn i n avp ičn i in  10 -k ra tn i vo d o rav 
n i povečavi. O braba  b ru sa  je  n a  zače tku  h itre jša , 
na to  se do p rib ližno  300 s m an jša , n a k a r  se zopet 
povečuje. To je  lepo razv idno  n a  s likah  10 in  11. N a 
slik i 10 je  p rik azan  g ra d ie n t n a ra šč a n ja  obrabe  
brusa, ki pove, k o lik o k ra t je  abso lu tn a  v red n o st 
p ro filne  obrabe  v nekem  času v eč ja  od p ro filne  
obrabe po 100 sek u n d ah  b ru šen ja . V d rugem  d ia 
g ram u  (sl. 11) pa je  p rikazano  re la tiv n o  razm erje
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Sl. 9. Profilna obraba brusa (x  za tr i ponovitve)
us =  29 m/s 
vw =  2,1 m/min 
a =  0,08 mm 
a =  0,3 mm/gib

brus: A46M5V
1 — po 100 s brušenja
2 —■ po 200 s brušenja
3 — po 300 s brušenja
4 — po 400 s brušenja

Sl. 10. Obraba brusa (p loskev  zgub ljenega  pro fila  
nasproti zg u b ljen em u  p ro filu  po 100 s)

Sl. 11. Obraba brusa (rela tivno  razm erje  m ed  zg u b 
ljen im i p ro fili v posam eznih  časovnih  d iferencah: 

200/100, 300/200 in  400/300 s)



m ed ob rabo  b ru sa  v  posam ezn ih  časovnih  in te r 
valih . O brabo  b ru sa  p rim erjam o  v  časovnih  in te r 
v a lih  od 100 do 200, 200 do 300 in  300 do 400 s, 
n a sp ro ti o b rab i po 100 sek u n d n em  b ru šen ju . Tu 
dobim o podobno v a lo v an je  k a k o r p r i  časovnih  k a 
ra k te r is tik a h  am p litu d  ak ustične  em isije. Iz tega  
sk lepam o n a  m edsebojno  povezavo m ed obrabo 
b ru sa  in  k a ra k te ris tič n im i frek v en cam i em isije.

5. K A K O V O ST PO V R ŠIN E KOT FU N K C IJA  
ČASA B R U ŠEN JA

Iz p rocesa b ru še n ja  nep renehom a izh a ja  novo 
n a s ta la  p o v ršin a  obdelovanca, k i je  odvisna od 
s ta n ja  pov ršine  b ru sa  [1]. Z ato  smo se odločili, da 
poizkusim o p ovezati s ta n je  pov ršine  obdelovanca 
in  p ov ršine  b ru sa  s pom očjo akustične  em isije. Iz
m erili smo s re d n ja  o d sto p an ja  p ro fila  obdelovanca 
R a in  n a jv iš jo  višino  n e rav n o sti R m a x -  M esto m er
je n ja  p ov ršine  je  podano n a  slik i 12 in  je  tan g en c i
alno n a  sm er b ru šen ja . R ezu lta ti so podan i v  d ia 
g ra m u  (sl. 13). Iz d iag ram a  vidim o, da  im a tu d i 
s re d n je  o dstopan je  p ro fila  podoben pom en k ak o r 
o b rab a  b rusa . P r im e rja v a  vseh  tre h  p aram etrov , 
k ak o r so o b rab a  b rusa , kakovost obdelane površine 
in  ak u stičn a  em isija , kaže m edsebojno povezanost, 
k i je  za zdaj še ne  znam o razložiti.

Sl. 12. M esto m erjen ja  hrapavosti obdelovanca
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Sl. 13. S p rem em b a  površine  obdelovanca m ed  
b ru šen jem

6. SKLEP

R aziskave akustične  em isije  p r i b ru šen ju  so po
kazale, da je  akustičn a  em isija  povezana s k ine- 
m atičn im i in  tehnološk im i p a ram e tri b rušen ja . Ne
dvom na je  ugotovitev , da je  frekvenčn i sestav  ak u 
stične em isije  odvisen od časa te r  tehnološk ih  in  
k in em atsk ih  razm er p r i procesu. V elikosti am pli
tu d  p r i posam eznih  frek v en cah  n araščajo  z glo
bino rezan ja  b ru sa  in  so odvisne od sil, k i se po
jav lja jo  p r i b ru šen ju , k a r  smo pričakovali. V elikost 
am plitude  sp ek tra  akustične  em isije je  odvisna 
tu d i od načina  ob likovan ja  odrezka, to  je  od v rste  
b ru šen ja  te r  od obrabe  brusa. R azum ljivo je, da 
vp livajo  n a  lego k a rak te ris tičn ih  sp ek tra ln ih  v rhov  
v rs ta  m a te ria la  in  ob lika obdelovanca ozirom a p re 
nosna fu n k c ija  za zvočni signal od g en era to rja  
zvoka do senzorja. V pliv p a ram etro v  b rusilnega  
procesa na  te  p renosne  funkc ije  še raziskujem o.

U PO RA BLJEN E OZNAČBE

Sim bol E nota Pom en
a m m globina rezan ja  — p ris tav itev
b s m m širin a  b ru sa
d s m m prem er b ru sa
f Hz frekvenca
f — eksponent
F’ n N /m m sred n ja  specifična no rm alna  sila
Ft N n orm alna  sila
4 — število  gibov p r i o stren ju  b rusa
n s m in-1 v rtiln a  h itro s t b ru sa
s m m /gib. prečno podajan je
Sd m m /v rt prečno p o da jan je  p r i o stren ju  

b ru sa
R a iMm sredn je  odstopanje  p ro fila
B m a x um. naj večja  v išina neravnosti
t s čas b ru šen ja
Vs m /s rezalne h itro s ti b ru sa
Vw m /m in vzdolžna h itro s t obdelovanca

LITERATURA

[1] Roethel, F.: Contribution to the force controled 
grinding process using random process techniques. Ma
nufacturing systems, 1974, št. 4, str. 275—284.

[2] Grabec, I.: Akustična emisija. Strojniški vestnik, 
1975, št. 3 -^ , str. 41—48.

[3] Verkerk, I.: Wheel wear and forces in surface 
grinding. Annals of the CIRP, Vol. 23/1, 1974, str. 
81—82.

N aslov  a v to r je v : p ro f. d r. F ra n c  E o e th e l
d ip l. ing . M a rja n  D obovšek 
p ro f. d r. Ig o r G rabec  
v si: F a k u lte ta  za  s tro jn iš tv o  
U n iverze  v  L ju b lja n i



UDK 534.013:621.833
Torzijska nihanja zobniških prenosnikov

M A K S  O B L A K  — R U D I  P U Š E N J A K

1. UVOD

V stro jn išk i p rak s i se p roblem  to rz ijsk ih  n ihan j 
po jav lja  tu d i p ri zobniških  prenosnik ih . Ta analiza 
sledi geom etrijsk i [1] (ozirom a kinem atični) in  t r d 
nostn i [2] analizi, k ad a r im am o to za potrebno. 
K lasične m etode, k i so pretežno  zaposlile človeško 
delovno silo so odstopile p ro sto r sodobnim  (num e
ričnim ) m etodam  in  računaln ikom  [3], N adalje  nam  
omogočajo, da se cela v rs ta  nalog reši veliko h itre je
[4] in  kakovostneje, ozirom a šele sedaj posta ja jo  
rešljive.

2. PRA K TIČN I ZGLED

Na slik i 1 je  n a risan  prenosnik , k i ga reduc i
ram o na  eno, v ečk ra t podprto  g red  po znan ih  enač
bah. U pogibna n ih an ja  tak ih  sistem ov so p r ik a 
zana v  [5], k je r  je  av to r u p o rab il najsodobnejšo  
m etodo izračuna la s tn ih  frekvenc in  p r ire je n ih  la s t
n ih  vektorjev .

Za p ro st sistem  N  ko lu tov  n a  lah k i g red i do
bim o diferencialno enačbo (1), ko vstavim o v  L a- 
grangeove enačbe druge v rs te  izraza za kinetično 
in  potencialno energijo :

Jk &k +  Cfc-1 (&k — &k-\) — C* (&k + 1 --- &k) =  0
* =  1,2 . . .  N  (1)

Po u red itv i dobi enačba (1) obliko

— cm A k-1 + (Ck-i + c* — J/c(o2) Ak — c* A*-} i = 0 
k  =  1,2 . . .  N  (2)

p r i čem er m enim o, da  cel sistem  n ih a  sinhrono  z 
enako krožno frekvenco  co, v en d ar z različn im i 
am plitudam i A .

U, J2 J*  j*

K ad ar je  sistem  n a  slik i 1 n a  obeh koncih 
p r o s t ,  je

A 0 =  A n n = 0  in  c0 =  cn =  0 

P r i  izb ran ih  v red n o stih

J i  =  J 2 =  J 4 =  J  Cl =  С2 =  C Z32 =  60 zob

J 32 =  3 Јзз c3 =  -1-  c Z33 - 20 zob
3

ЈзЗ =  --- j
24

dobim o za red u c iran e  d inam ične v z tra jn o stn e  m o
m ente  in  togosti:

J 3* =  — J  сз* =  3 c
2

Ji* =  9 J

K arak te ris tičn i polinom  podanega sistem a je  
tre t je  s topn je  za

c

3 A3 —  34 A2 +  74 A —  23 =  0 (3)

K oren i te  enačbe, iz raču n an i po N ew ton-R aph- 
sonovi m etodi, znašajo

h  =  0,3728 h  =  2,4065 h  =  8,5540

P r i num eričnem  rešev an ju  m oram o enačbe (2) 
p re u re d iti n a  obliko

[A]{x}  = A [ B ] M  (4)

N um erično dob ljen i re z u lta ti n a  ra č u n a ln ik u  pa  
znašajo

w \  =  0,61 co o, C02 =  1,55 ft)0, o>3 =  2,92 co0

p ri čem er pom eni

J

R ezu lta ti se po obeh m etodah  p rak tičn o  u je m a 
jo! P r i  ana litičnem  re šev an ju  smo om ejeni, če je  
s topn ja  za X =  co- več ja  od 4.

P ro g ram  M A X I 1 re šu je  splošni p rob lem  la s tn ih  
v rednosti (4), k je r  s ta  [A] in  [B] po d e fin ic iji re 
a ln i in  s im etričn i m a trik i, m a tr ik a  [B] p a  m o ra  b iti 
še pozitivno defin itna .

Ce uvedemo Choleskyjevo dekompozicijo ma
trike [B], tako da velja

Slika  1 [B] =  [L ]. [L]* (5)



k je r  je  [L] re a ln a  in  n es in g u la rn a  m a tr ik a  (z ele
m en ti, k i so v  sp lošnem  od nič raz ličn i v  n jenem  
spodn jem  trik o tn ik u ), ted a j lah k o  splošni p roblem  
la s tn ih  v red n o sti s p re tv o rb o

[L -1] [A] [L~4T {Z}  =  I  [L -1] . [L] . [LT] [L_1]T {Z} (6)

p revedem o  n a  ek v iv a len tn i s ta n d a rd n i p rob lem  
la s tn ih  v red n o sti

[P ]. {Z} = X {Z}  (7)
k je r  je

[P] =  [L“ 1] . [A] [L -‘F  (8)

in  ga  n a d a lje  rešu jem o  po Jaco b ijev em  ite ra tiv n em  
postopku.

Z re š itv ijo  s ta n d a rd n e g a  p rob lem a je  h k ra ti  re 
šen  tu d i sp lošni p ro b lem  la s tn ih  v rednosti, k e r  so 
la s tn e  v red n o sti v  obeh  p r im e rih  enake  [6].

P r i  Jaco b ijev i m etod i tran sfo rm iram o  m atrik o  
[P] v  sp lošnem  z neskončn im  k o n v erg en tn im  za
p o red jem  o rto g o n a ln ih  tran sfo rm ac ij n a  diagonalno 
obliko, iz k a te re  lahko  la s tn e  v red n o sti neposredno  
odberem o. V  p ra k s i seveda ite ra tiv n i postopek  za
ključim o, b rž  ko postane jo  zunaj d iagonaln i ele
m en ti zan em arljiv i v  p r im e rja v i s p redp isano  n a 
tančnostjo .

Če označim o o rig inalno  m a trik o  [P] s [P 0] lahko  
rek u rz iv n i p red p is  zapišem o tako le :

[Po] =  [L-1] . [A] [L -*F  =  [P]

[ P j  =  [Ok] [Pk_i] [O F ] k  = 1 , 2 , . . .  (9)

p r i čem er defin iram o  m atrik o  ortogonalne  tra n s 
fo rm acije  O* n a  n as led n ji način :

Opp =  Om  =  cos 6
Opq =  -—- Oqp  =  Sin & (10)
O n  =  1 ( 1 Ф р ,  q)
Оц =  0

N am en  o rtogonalne  tran sfo rm ac ije  (9) je, da  re 
duciram o  n a j večji, zunaj d iagonaln i e lem ent m a
tr ik e  [P*_i] n a  nič. N ajvečji zunaj d iagonaln i ele
m en t m a tr ik e  [Pa-—i] smo vzeli p r i  indek sih  p in  q. 
Z o rtogonalno  tran sfo rm ac ijo  O k, k i geom etrično 
p o n a z a rja  v r te n je  rav n in e  (p, q) za ko t 0 , dobim o 
m a trik o  [P*], k i se od m a trik e  [Pa—i] raz lik u je  sam o 
v  v rs tic a h  in  s to lpcih  p  in  q, p r i čem er so vse tako  
d ob ljene  m a trik e  [Pa-] s im etrične. M odificiran i ele
m en ti m a tr ik e  [Pa-] s o  d efin iran i tako le :

P iiPW  =  P ijrc- h  . cos 0  +  P i .F - b  . s in  0  =  P pJV  

p jj5(fc) =  —  P iJ * -V  . sin  0  +  Pi,f/ fc_1) • COS 0  =  P Q/ k> 
(i Ф  p, q) (H )

Vp,v(h) =  Pp.*><fc-1) • cos2 ® +
+  2 . . cos 0  . sin  0  +
+  p 9,9(fc_1) • s in 2 0

Pq,qik) =  Vp,p('h~1) ■ s in 2 0  —
— 2 . pM (fe_b . cos 0  . sin  0  +  (12)
+  p s>e(fc-b  • cos2 0

Рл«(к) =  P<?,s(?c-1) — Vv,p(-k~1) • cos 0  . sin  0  +
+  Pp.s(,c_"1) (cos2 0  — sin2 0) =  p s,p(fc)

K er je  po tran sfo rm ac iji p v , q (k) — 0, lahko  dolo
čimo ko t zav rtitv e

ta n  2 0  =  2 p P,qik~P /  (pP,p̂ k~1) —  Ps,s№-1)) (13)

Če vzam em o, da leži p r i vsak i ortogonaln i tra n s 
fo rm aciji ko t zav rtitv e  v  obm očju

(14)
4

se da dokazati [6], da  teži [P*] ->  diag  (/.;), če teži 
k  ->  oo, p r i  čem er pom enijo Дј la s tn e  v rednosti m a
tr ik e  [P0] in  s tem  tu d i p r i s lehern i [P*] v  enakem  
v rs tn em  redu!

P ro g ram  M A X I 1 izh a ja  iz opisanega računskega 
postopka, k a r  je  razvidno tu d i iz d iag ram a poteka. 
V ideli smo, da je  osnovna naloga tv o rb a  m atrik e  
[P] =  [L-1] [A] [L_1]T. To nalogo rešim o s podpro
g ram i DECOM, TRANS, M ATINV in  PROM A, k je r  
DECOM izvaja  C holeskyjevo dekom pozicijo, 
TRANS tran sp o n iran je  m a trik , M ATINV inverzijo  
m a trik  s p rid ru žen im  reševan jem  sistem a sim u lta 
n ih  lin ea rn ih  a lgeb ra ičn ih  enačb, PROM A pa p ro 
d u k t m atrike .

D rug i del naloge, Jacob ijev  ite ra tiv n i postopek, 
o p rav lja  podprogram  LA VERE, k i tran sfo rm ira  
dobljeno m atrik o  [P] s sam im i sukcesivnim i ortogo- 
n a ln im i tran sfo rm ac ijam i n a  diagonalno obliko. 
S ledi izpis iz računan ih  la s tn ih  vrednosti, če je  dob
ljen a  na tan čn o st v  p red p isan ih  m ejah . Le če zaže
lene natan čn o sti p r i p redp isanem  štev ilu  korakov  
n i mogoče doseči, p ro g ram  avtom atično  zaustav i 
n a d a ljn je  računan je .

3. SKLEP

A v to rja  želiva n a  najp rep ro ste jšem  zgledu p r i
k aza ti uporabo  sodobnih  m etod, k i nezadržno p ro 
d ira jo  na  vsa področja  tehnike, to re j tu d i n a  iz ra 
čune prenosnikov . Poleg  že navedenega zgleda la h 
ko rešujem o problem e v siljen ih  n ihan j [7] in  po
iščemo lastn e  frekvence razv e jan ih  sistem ov [8],

V č lan k u  ob rav n av an  p roblem  je  sicer rešljiv  
tu d i z d rug im i num eričn im i m etodam i, v en d ar je  
p ristop  k  re šev an ju  tak ih  problem ov (kolikor nam a 
je  znano iz lite ra tu re ) n a  ta  način  izviren.

U poraba p ro g ram a je  p rep rosta , k er luknjam o 
sam o podatke  za d inam ične v z tra jn o stn e  m om ente 
in  togosti, vse preostalo  delo pa  oprav i raču n a ln ik  
sam .



Slika  2
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