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Upogib nosilcev s konstantnim prerezom v elasto-plasti¢nem obmodju
FRANC KOSEL — IVAN BORSTNIK

V é&lanku je obravnavan primer elasto-plastiénega upogiba nosilcev $e posebej
glede na dolo¢anje deformacijskega stanja po razbremenitvi. Obravnavani so prime-
ri, ko so nosilci obremenjeni s konstantnim upogibnim momentom in imajo konstan-
ten pravokotni, kvadratni, okrogli, enakokraki trapezni in enakokraki trikotni prerez.
Za prve tri primere je bil izveden tudi preizkus in primerjan z analitiéno doloéenimi

rezultati.

1. UVOD

V praksi nas pogosto zanima deformacijsko sta-
nje nosilca po razbremenitvi. TakSne plasti¢ne de-
formacije se pojavljajo v elementu tedaj, ko so zu-
nanje obremenitve dovolj velike, da je napetostno
stanje v elasto-plastiénem obmoéju. Pri navijanju
vija¢nih vzmeti nas zanima potreben navijalni pre-
mer, da dobi vzmet po razbremenitvi zazeleno ob-
liko. Podobnih primerov je v praksi Se dovolj.

Vzemimo material, ki naj ima funkeijo ¢ = o (¢)
po sl. 1. Upogibni moment M;; naj bo tolikSen, da
se nosilec v prerezu delno plasti¢no deformira.
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Slika 1

Po razbremenitvi se vzpostavi ravnoteZno sta-
nje med elasto-plastiénim in elastiénim upogibom.

Po razbremenitvi lahko doloé&imo napetostno
stanje op (2) (sl. 2) iz naslednjih predpostavk [1]:

a) Menimo, da se po razbremenitvi zaradi no-
tranjega upogibnega momenta pojavijo samo ela-
stiéne napetosti.

b) Tangencialne napetosti med vlakni pri upo-
gibu zanemarimo.

¢) Vektor upogibnega momenta mora delovati
v eni od vztrajnostnih osi prereza.

d) Velja naj Bernoulli-Navierjeva
o ravnih prerezih.

e) Os nosilca naj bo pred deformacijo ravna.
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Slika 2

Pri elasto-plastiénem upogibu leZi nevtralna os
napetostnega stanja op = op1 (2) za 2z = 2 oddalje-
na od teZiS¥nice prereza, ki pomeni nevtralno os
popolnoma elastiénih upogibnih napetosti po raz-
bremenitvi

del = del (£)

oziroma zaradi { = z — 2z, je tudi

M,
Gl = —2 (2 — 25)
¥

(69

kjer sta z; — lega teziS¢nice glede na nevtralno os

prereza in I, — ekstremni aksialni vztrajnostni mo-

ment glede na os, v kateri deluje vektor momenta.
Funkcija preostalih napetosti je s tem

or (2) = op1 (2) — 0el (2 — 25) = op1 (2) — ?—A}—l- (2 —2)
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Slika 3
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in mora zado&¢ati zahtevi 0 momentnem ravnotezju

Mp=[or()2dA () =0 ®)
A

iz katerega lahko dolo¢imo deformacijsko stanje.
Ob upostevanju poprejsnjih predpostavk lahko
na meji med elastiénim in plastiénim obmoéjem
z =12, (sl. 3) dolotimo krivinski radij deformira-
nega nosilea v elasto-plastitnem mnapetostnem
stanju. ”
1 £ ay

e, - (4)
r(x) zx) Ez®

Po razbremenitvi se nosilec nekoliko zravna in
preide v zahtevano deformirano obliko, ki jo lahko
definiramo s krivinskim polmerom R = R (x).

2. DOLOCITEV ZAHTEVANEGA KONCNEGA
KRIVINSKEGA POLMERA R (x)

Izberimo primer, ko se pojavi vzdolZ nosilca
konstanten upogibni moment, torej Mp = const in
s tem tudi Mg = const, zaradi tega velja Se
z, = const in iz enacbe (4) r = const. Temu prime-
ru ustreza v praksi krivljenje palice s konstantnim
prerezom na valju s polmerom r = const (sl. 4).
Ce predpostavimo, da je tudi material elementa ho-
mogen in izotropen (E = const), bo krivinski pol-

mer R deformiranega nosilca po razbremenitvi tudi

konstanten R = const.

Slika 4

Iz momentnega ravnoteZnega pogoja glede na
glavno vzirajnostno os prereza (y), v kateri deluje
moment My, ki povzrota delno plastiéno deforma-
cijo v obmoé&ju z, < |z| (sl. 3 a), izhaja moment

My = —J op (2) z. dA (2) (6)
Funkcija napetosti oy (2) za posamezno obmoéje
prereza (sl. 3 b) je:

—(a,—z)LzL —2, opt (2) = g,

op1 (2) = mg—"z (6)
(i)

opl (2) = —a,

d <2,
Zo =z < a2y

S tem je ob upoStevanju dA (z) = b (z) dz (sl.
3 a) potreben upogibni moment

1 0 —ZI0
My = — g, {— [_f 22dA (z) —[22dA (z)] ar
Zy |0 [i]

Zg—dg aj+zs
+J'sz(z)+j'sz(z)} (7
—Z0 0

V trenutku, ko zunanja obremenitev ne deluje
veé, ostane samo nasprotno usmerjeni notranji mo-
ment, ki ga imamo za popolnoma elasti¢nega in se
nevtralna os v tem primeru ujema s teZid¢nico.

S slik 3a in 3¢ je ta elastiéni moment

Ma ZJGel (&) £dA () (8)

Wpl = Wp (x)

//‘\WR =wg (x)

X

Woy = Woy (x)

Slika 5

Funkcijo elastiénih napetosti lahko dolo&imo
z uporabo funkcije premika w = w (x) (sl. 5)

wg (x) = wp (x) + we (x) (9)
oziroma
TR 1
—=4 (10)
R T Rel
ker velja
l e e
U D08 (9) (11)
R & E{

in z upoStevanjem enacbe (4) lahko zapifemo za-
htevani konéni polmer

1 a S
_=_“w__d"l_(-) 12)
R .« Hiz CE

in elastiéno napetost

m@=ﬁ-ﬂ¢
R

z[!

S tem je elastiéni moment
a E al —i12
Mo = (—”—E) [ﬁ[ rdA () — [ dA (s)] (13)
0

kjer je dA (§) = b (¢) d.

Lego teZiS¢nice prereza glede na nevtralno os
z = zs dolo¢imo iz ravnoteZnega pogoja osnih sil,
ki jih po predpostavki nimamo, zato mora veljati
(sl. 3 b)

N = Jopx () dA (2) = 0 (14)



STROJNISKI VESTNIK, LJUBLJANA 1979/9—10

207

oziroma ob upostevanju funkcije op = oy (2), (6)

L o j' da (z)]

+_fsz(z)—jsz(z)=(} (15)
0 0

Velikost konénega radija ukrivljenosti dolo¢imo
na osnovi momentnega ravnoteZja

Me i Mrll =0 (16}
in odtod z zamenjavo funkcij (7) in (13)
E ay —az
(-1—— )[Ic:ﬁ dA () —[¢rdA (c)] +
z, Roao,/|0 0
et [_fz;F dA () — ?z‘z da (z)] o
:fj_:da fio) j ZdA (z) = 0 17)

Iz zgornje enatbe izhaja, da je treba najprej
doloéiti mejo plastiénega tefenja o, globino pla-
sti¢tne deformacije z =2z, po enacbi (4) in lego
nevtralne osi z = z,. V primeru, ko je os y sime-

prereza, z; = 0.

3. PRIMERI ELASTO-PLASTICNEGA UPOGIBA

Kot primer elasto-plastitnega upogiba izberimo
jeklene palice, ki naj imajo pravokotni, kvadratni
in okrogli konstantni prerez, in dolofimo polmer
R = const, ki se pojavi po procesu krivljenja na
notranji polmer r, = 100 mm (sl. 4). Za palice iz-
beremo jeklo C.1221, ki ga izdeluje Zelezarna Je-
senice. Preizku$anci in epruvete so bili izdelani iz
iste gredice, ki vsebuje kemiéne elemente, dolo¢ene
s S8arzno kemiéno analizo, in sicer: 0,129 C;
0,11 %/ Si; 0,47%/6Mn; 0,015°%0 P in 0,013% S. Po
obdelavi so bili preizkuSanci in epruvete Se dodatno
normalizirani v tunelski peéi pri temperaturi

c 225 h
840
850~ B
| I “‘-""-..‘
| | =
)
ol =
0 075 3 3,75 h
Slika 6

Po Sestih nateznih preizkusih epruvet (sl. 7), je
bila dolo¢ena srednja vrednost meje plasti¢nega te-
denja g, = 225,6 N/mm?, modul elasti¢nosti izbere-
mo E = 210 000 N/mm?,

Z uporabo enaébe (17) doloéimo najprej veliko-
sti krivinskega polmera R. Za palico s pravokotnim
prerezom (sl. 8a) in wvelikostjo a = 3,5 mm,
b = 20 mm je srednji polmer krivljenja r = r, +
+ a = 103,5 mm in s tem polmer po razbremenitvi

R= ': 108,67 mm
1 Fo T

-Gl

Palica s kvadratnim prerezom (sl. 8 b) in veli-
kostjo a =55mm se pri polmeru krivljenja
r=1,+a=1055mm sprosti na polmer R =
= 108,86 mm.

Palica z okroglim prerezom (sl. 8 ¢) in velikost-
joa=>55mm dobi po krivljenju na polmer
r =1, + a= 1055 mm krivinski polmer

R = 109,32 mm (gl. obr. I)

Krivinski polmeri R za zgornje tri primere so
bili dologeni tudi s preizkusi z napravo za krivlje-
nje, ki ustreza primeru krivljenja po sl. 4. Za vsak
primer je bilo opravljenih po Sestnajst preizkusov
in dolodena srednja aritmetiéna vrednost polmera:

i=16
1

840 °C (sl. 6), kar ustreza malooglji¢nim jeklom R = 16 Re
A 0,12 01"!0 c. i=1
2
2241 [226,2 J2251 J2263 2273 T 224,6 Nimm?2
0 . Slika 7
"
s o
o | |
b
a b c d e Slika 8
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R= B — 109,32 mm 0
lmz_ arcsm(a"r)-l- ARk [5—2 ] oy ?"_ }
i \E a 3Ea 3Ea
2
ak |i__(Ebz+a1 -Fqu__al 02)4_
SE2+ g,2 a
2
+ 5 ot by £gt & ,2(%2 +a1)+ (T1 i “’ou) (—"E—---—l)] —0624mm (I
2 3 E? \a V3 E 3 E?
2 ]
weadfily oo g m%g)+ Blabgiuft 61y o (TIJ-F“I%) ("" —1)}:0,81mm (111
3E® + o2 3B 2 3 E* V3E 3E?
K= £ = 116,82 mm av)
‘ g, T
(25— a)? (3a; + 2a, + 2) + (a; + 2 [(al o )Ee (jﬂ_) ]
a
1 150
E 2 (a, + 2) (a8 + a,%) — 1,5 (a4 + a,9)

Iz naslednje tabele so razvidne srednje vred-
nosti s preizkusi doloéenih krivinskih polmerov R.
in odstopanja od izratunanih vrednosti R

Prerez R Re Napaka %o
pravokotni 108,67 107,67 —1
kvadratni 108,86 107,81 —1
okrogli ‘_ 109,32 109,1 —0,2

Glede na velikost napake lahko ugotovimo, da
je ujemanje izratunanih in preizkuSenih rezulta-
tov zelo dobro. Natanénost izraéuna je v veliki meri
odvisna od meje plasti¢nega tefenja o, ki jo dolo-
¢imo za posamezno gradivo z nateznim preizkusom.

Dolo¢imo sedaj Se velikosti krivinskega polmera
R za palico z enakokrakim trapeznim prerezom
(s. 8d) in wvelikostjo b; = 10mm, b, = 4 mm,
h = 20 mm, ki jo krivimo na polmer r = r, +a, +
2

V tem primeru se tezi$énica ne ujema z nevtral-
no osjo, zato velja zs # 0 in po enacbi (15)

2y = 0,624 mm (gl. obr. II)

2b, +b,

3 (b, +by)
—a; = 8,57 mm in polmer r = 112,053 mm.

kjer so a, = = 11,43 mm in Iaz =h—

Krivinski polmer po razbremenitvi je po enaébi
17

R=—" — —11454mm
e o,r

d E

kjer sta
Py [3 [(al F 2t + (zﬂ—ag)z—z(

Sk

E

P "i{(zs—ag)z.(a a,+2a, +2) + (a, + 2,)-
h

[( + 2g)2— 2 ("“’ET)Z]} — 4012,45 mm®

d=b,[2(a® + a,)] + %[2 (a, + 25 (e + @) —

—3(a,* + a,%)] = 2222,25 mm?

V primeru, da je prerez enakokrak trikotnik
(sl. 8e) z velikostjo b, = 0, velikosti b; = 10 mm,
h = 20 mm, ki ga krivimo na polmer r = r, + a, +
+ z;, ima lego teZiS¢nice glede na nevtralno os

zs = 0,81 mm (gl. obr. III)

kjer so: a, = 2 h, a, = } h, polmer r = 114,14 mm in
s tem krivinski polmer po razbremenitvi

R = 116,82 mm (gl. obr. IV)
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