
UDK 536.2:681.3.06

Prenos toplote v vrteninah s postopkom robnih elementov
P o l d e  Šk e r g e t  in  a n d r o  a l u j e v i C

1. Uvod

V p re jšn ji razprav i (SV 81/1—3) smo poročali 
o postopku robnih elem entov p ri p revajan ju  toplo
te  v ravninsk ih  prerezih  trd n ih  teles. T akrat smo 
im eli na  voljo računalniški program  s konstantnim i 
in linearnim i elem enti za ravninske problem e 
z m ejnim i pogoji p rve in  druge vrste. Prikazali 
smo svoje p rve rezultate, ko je bila podana robna 
tem p era tu ra  oz. toplotni tok, uporabili pa smo 
samo konstan tne elemente. K m alu po tej objavi 
nam  je  uspelo odpraviti težave, ki smo jih  imeli 
z računalniškim  program om  za linearne elemente, 
te r  izdelati program  s kvadratn im i elem enti. P rav  
tako smo vgradili tudi m ešane (konvekcijske) po
goje tre tje  v rste  in  o tem  poročali na 6. simpoziju 
term ikov, ki je  bil na Bledu v m aju  1981. Sedaj 
smo v  okviru raziskovalne naloge »Uporabnost rob
nih  num eričnih metod« (program  jedrske energe
tike) razširili svoje preračune tud i že na osnosi- 
m etrične problem e teles, ki jih  obravnavam o v me- 
rid ianskih  prerezih, posebej še s kvadratn im  (pa- 
raboličnim ) robnim  elementom, ki im a tr i  vozlišča.

2. Osnove

Vodilna diferencialna enačba prevajan ja  toplo
te  v  ustaljen ih  razm erah je

ta* =  —  ln (l/r) , q2* =  —— —  (4)
2л 2л r dn

k jer je r  =  |/(a: — х ;)2 +  (y —  yi)2-
Enačbo (3) lahko prevedemo v m atrični zapis

H t  — Q q + b (5)

k jer koeficiente ћц in дц določimo z numerično in
tegracijo oz. analitično v singularnih prim erih, 
m edtem  ko velja hu =  — 2  hn> j  Ф  i.

3. Vrtenine

V m eridianskem  polprerezu Qq, katerega pozi
tivni obris je Po, velja nekoliko sprem enjena enač
ba (3) v  obliki

c(P) t(P) +  2  J t(S) qo*(P, S) R(S) dPo(S) =
п=1Г„о

=  2  J q(S) to*(P, S) R(S) dPo(S) +
П=1Гп0

M
+  2 jp (s ) to * (P ,s )d U 0(s) (6)

m = lSm O

kjer sta »osnovna« rešitev in njen gradient

V 2 t +  p/A =  0 (1)

k je r pom enijo t  tem peraturo, p gostoto toplotne 
moči in A toplotno prevodnost, m edtem  ko so ust
rezni robni pogoji prve, druge in  tre tje  v rste

t  =  t, q =  — A dt/dn  =  q, q =  a(t — tz) (2)

k jer pom enijo q toplotni tok, n  sm er norm ale na 
površino, a toplotno prestopnost in  t z tem peraturo  
fluida, ki obliva obravnavano telo.

S postopkom robnih elem entov preide zgornja 
enačba v integralsko obliko, ki jo za ravninski p ri
m er N  elem entov zapišemo

C(P) t(P) +  2  11(S) q2*(P, s) dJ-(S) =
П=1Г'п

N  M
=  2  J q(S) t2*(P, S) dT(S) +  2  J p(s) t2*(P, s) dß(s)

П = 1 Г п ТП— 1 ß m  ( ^ )

N
k je r je sklenjen rob Г  =  2  Г п

П — 1 
M

oklepanega prereza Ü =  2  &m
m = 1

in  pom enijo c karakteristično stalnico, P  točko vira 
toplote, S referenčno točko na robu oziroma s re 
ferenčno točko v oklepanem  območju, m edtem  ko 
sta »osnovna« rešitev  in n jen  gradient

(?)

. j-g ( P ) - ^ + [ Z ( P ) - z ( S ) P _ E(m) _  K(m)j

• <Рпв(S) + Z ( P ) " Z (S )E (W) Vnz(S) 
a — b

kjer sta K in E popolna eliptična in tegrala prve 
oz. druge vrste, medtem  ko so označbe m =  2b/ 
/(a +  b), a =  R2(P) +  R2(S) +  [Z(P) — Z(S)]2 in b =  
=  2R(P) R(S) te r (p, ki pomeni kot med normalo in 
ustrezno koordinatno smerjo v referenčni točki. 
K adar je vozlišče na v rtiln i osi (R(P) =  0), velja 
m =  0 in K(0) =  E{0) =  n/2, medtem ko osnovna 
rešitev (7) preide v ustrezno tridimenzionalno, po
množeno z 2л.

Če točka P ne leži na elementu, popolne elip
tične in tegrale aproksimiramo s polinomi, člene 
ha in дц pa računam o numerično. K adar pa P  leži 
na elementu, postanejo integrali singularni. Osnov
no rešitev in  n jen gradient predstavim o tedaj z Le- 
gendrovim i funkcijam i druge vrste

K(m)
to* =

л  У a + b

n]/a  + b \2R(S)
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to* =  8'h Q_i/, 00/(4:71 b^)
Q-v* (7)

(8)
8V*

4л R(S) b1/2
+

+
R2(P )— R2(S) +  [Z ( P ) _ Z (S)P dQ-,/, (y)j

+ z m - W ' š iS M  L
R(P) d /

kjer je argum ent y =  1 +  (a — b)/b in 1 <  7 <  °o. 
Za m ajhne vrednosti param etra y —> 1 račun po
enostavimo z aproksimacijama

Q_v2 (y) =

dQ-i/j (y)/dy
2(7 - 1) (9)

Singularne integrale lahko z izrazoma (9) vred
notimo analitično. P ri višjerednih elementih posta
nejo ti integrali preobširni za analitično reševanje 
v celoti. Tedaj jih razvijemo tako, da osamimo vo
dilni singularni izraz, ki ga integriram o analitično, 
medtem ko preostanek izračunamo numerično.

Integrale elementov blizu vrtilne osi ne more
mo integrirati po celotni dolžini elementa, ker po
stane param eter 7 velik v točkah daleč stran  od 
točke singularnosti. Singularnost v tem  prim eru 
ogradimo s segmentom elementa dolžine L, kjer 
aproksimacije (9) veljajo. Preostali del elementa 
nato računamo tako, kakor da bi bil ločen element.

Sl. 1. Robni element

Za navpične elemente (cpnz =  0) velja:
a) pri vmesnem vozlišču P (f — 0)

922 =  4L(4 — 3 ln (L/16R(P)))/9
on =  023 =  L(1 —3 ln (L/16R(P)»/9 (12)
hn  = Im = L cpnr(2 +  3 ln  (L/16R(P)))/18R(P)

b) pri krajnem  vozlišču P (f =  — 1)

911 =  L(17 — 6 ln  (L/8R(P)))/18
912 =  2L(5 — 6 ln (L/8R(P)))/9
913 =  L(— 1 — 6 ln  (L/8R(P)))/18 (13)
hi2 = L cpnR (1 +  6 ln (L/8R(P)))/9R(P)
hie =  L српв (7 +  6 ln (L/8R(P)))/36R(P)

c) kadar je k rajna točka v vrtiln i osi, tj. 
P (f =  ± 1) oz. R(P) =  0

031 =  033 =  — 011 =  013 =  n  L (sin <p)j3
032 =  — 012 =  4л L(sin <p)/3 (14)

medtem ko so tak ra t vsi členi ћц nič zaradi orto- 
gonalnosti n  in r.

4. Parabolični elementi
Rešitev enačb (3) oz. (6) poiščemo tako, da pred

postavimo linearno oz. konstantno sprem injanje 
tem perature in toplotnega toka v posameznem ele
mentu. Ugodnejše razm ere dosežemo s »kvadratni
mi« elementi, k jer funkcijo in njen odvod (t, q) 
podamo s kvadratno parabolo, samo geometrijo pa 
z ravnim i segmenti (anizoparametrični robni ele
menti).

Vrednosti tem perature in njenega gradienta 
v poljubni točki elementa podamo s trem i vozlišč- 
nimi vrednostm i s pomočjo naslednjih zvez

t(i) =  ФЧ , q(f) =  Фтд (10)
kjer so t =  {ti, t2, t3}, q  =  {qi, qs, qä} in Ф = 
=  ш .  ( I — 1), (1 — f2), IHŠ +  1)} pomeni interpo
lacijske polinome. K er geometrijo elementa pred
stavljajo ravni odseki, veljajo relacije

x(Š) = W Tx  , y(t)  =  W ry  (1 1 )
kjer so X — {xi, x B}, y  =  {yi, ув) in ¥  =  {i(l — f), 
i ( l  +  I)} te r J  =  L/2, ki pomeni Jacobijanko rav
nega elementa (slika 1).

Izračunane vrednosti komponent кц in  дц smo 
podali v poročilu o raziskovalni nalogi [1] in  jih 
zaradi obsežnosti tukaj ne bomo navajali. Omejimo 
se na prim ere posebnih leg elementov, ko izrazi po
stanejo preprostejši.
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Sl. 2. Model ventila



5. Primer rezultatov

Kot računski zgled za ponazoritev uspešnosti 
opisanega postopka predstavljam o model beta mo
tornega ventila (slika 2), ki smo ga sim ulirali s 26 
robnimi elementi (53 vozlišč). Uporabili smo kon- 
vekcijske robne pogoje — spodaj tz =  1000 °C in 
a =  550 W/m2 K oz. zgoraj t z =  400 °C in a = 
300 W/m2 K. Rezultate v  robnih in nekaterih  no
tran jih  točkah podaja tabela.

Rezultati
Robna
točka r z t <2

št. mm mm °C W/mm2
1. 0,0 0,0 741,5 — 0,142
2. 1,0 0,0 740,8 — 0,142
3. 2,0 0,0 741,8 — 0,142
4. 3,0 0,0 741,8 — 0,142
5. 4,0 0,0 742,5 — 0,142
6. 5,0 0,0 742,8 — 0,141
7. 6,0 0,0 743,4 — 0,141
8. 7,0 0,0 743,7 — 0,141
9. 8,0 0,0 744,2 — 0,141

10. 8,5 0,0 744,4 — 0,141
11. 9,0 0,0 744,5 — 0,140
12. 9,5 0,0 744,7 — 0,140
13. 10,0 0,0 744,7 — 0,140
14. 10,6 0,0 744,9 — 0,140
15. 11,2 0,0 745,0 — 0,140
16. 11,4 0,2 744,7 — 0,140
17. 11,6 0,4 744,4 — 0,141
18. 11,8 0,6 744,0 — 0,141
19. 12,0 0,8 743,6 — 0,141
20. 12,0 1,2 742,3 0,103
21. 12,0 1,6 741,5 0,102
22. 11,8 1,8 741,4 0,102
23. 11,6 2,0 741,2 0,102
24. 11,4 2,2 740,9 0,102
25. 11,2 2,4 740,7 0,102
26. 10,6 2,6 740,5 0,102
27. 10,0 2,8 740,2 0,102
28. 9,4 3,0 739,8 0,102
29. 8,8 3,2 739,2 0,102
30. 8,4 3,4 738,9 0,102
31. 8,0 3,6 738,2 0,101
32. 7,4 3,8 737,6 0,101
33. 6,8 4,0 736,8 0,101
34. 6,2 4,2 736,0 0,101
35. 5,6 4,4 734,8 0,100
36. 5,0 4,8 732,9 0,100
37. 4,4 5,2 730,7 0,099
38. 4,0 5,8 727,7 0,098
39. 3,6 6,4 724,8 0,097
40. 3,2 7,0 721,5 0,096
41. 2,8 7,6 717,3 0,095
42. 2,6 8,8 709,2 0,093

Robna
točka r z t q

št. mm mm °C W/mm2
43. 2,4 10,0 701,9 0,091
44. 2,4 11,0 696,3 0,089
45. 2,4 12,0 691,9 0,088
46. 2,4 13,0 688,4 0,087
47. 2,4 14,0 685,8 0,086
48. 2,4 14,6 684,7 0,085
49. 2,4 15,2 683,9 0,085
50. 1,8 15,2 684,4 0,085
51. 1,2 15,2 684,9 0,085
52. 0,6 15,2 684,9 0,085
53. 0,0 15,2 685,2 0,085

Notr.
točka r z t

št. mm mm «C
1. 10,0 0,4 744,0
2. 10,0 0,8 743,3
3. 10,0 1,2 742,6
4. 10,0 1,6 741,9
5. 11,2 1,2 742,6
6. 1,2 8,0 714,0
7. 1,2 10,0 702,5
8. 1,2 12,0 697,3
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