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Postopek robnih elementov v ravninski elastomehaniki
IZTOK POTRČ, ANDRO ALUJEVIČ

1. Uvod

Ob postopkih končnih razlik (MKR) in končnih 
elem entov (MKE) se v zadnjem  času uveljavljajo  
tud i m etode robnih elem entov (MRE). Ta posto
pek je num erična metoda, p ri kateri vodilno dife
rencialno enačbo transform iram o v integralsko 
enačbo za rob definicijskega območja, katerega 
razdelim o na določeno število segmentov. Takšna 
diskretizacija privede do sistem a sim ultanih line
arn ih  enačb za neznane pomike in reakcije na robu 
območja. Sprem enljivkam  na robu predpišemo po
tek  s polinomi. Torej podobno kakor pri MKE tudi 
p ri MRE ločimo konstantne, linearne in višjeredne 
robne elemente. Ce se v telesu pojavljajo tud i no
tran je  sile, npr. zaradi težnosti, magnetizma, cen tri
fugalnih  in  term ičnih sil, moramo njihov vpliv in
teg rira ti po notranjosti območja, vendar to ne p ri
naša dodatnih vozlišč oziroma novih neznank.

K er imajo končni elem enti določene nerešljive 
težave, npr. zaradi napetostnih singularnosti, kar 
se ne da odpraviti z delitvam i na gostejše mreže, 
so robni elem enti p rim erni predvsem  za take p ri
mere. V endar tud i robni elem enti niso brez nadlog, 
npr. kadar lastnosti snovi niso homogene. Zato 
v  tak ih  prim erih  lahko uporabljam o oba postopka, 
tj. MKE in MRE združeno.

Postopek robnih  elem entov je  v prim erjavi 
z MKE in MKR tud i ugodnejši za uporabnika, saj 
je  p rip rava podatkov mnogo preprostejša, računski 
časi pa precej k ra jši in  torej cenejši, obenem pa 
so še rezu ltati navadno boljši.

2. Zasnova

P ri robnih elem entih delamo z modelom, ki za
došča vodilnim  enačbam, ima pa določeno število 
nedoločenih količnikov, ki jih  poiščemo s pomočjo 
robnih pogojev v  vozliščih na konturi telesa.

k jer so o napetosti, b prostorske ozir. p površinske 
sile, u pomiki, medtem  ko sta ß  območje in Г  n je
gov rob. Z integracijo enačbe (1) dobimo

c u1 +  j  Uk p*k/ dГ  =  j  Pk u \ i  dF  +  j  bk u*k/ d ß  (2)

k jer je karakteristična stalnica c =  1 v notranjih  
točkah in c =  I  na robu, medtem ko pomenita p* 
in u* sile oziroma pomike v smeri k  zaradi enotne 
obremenitve točke i v sm eri l. S postopkom rob
nih elementov tako dobimo enačbo v m atrični 
obliki

K u  = G p + b  (3)

ki jo razrešimo z num eričnim i sredstvi na račun
skem stroju. Tako dobimo robne pomike in  reakci
je, notranje vrednosti pomikov pa določimo pose
bej iz robnih vrednosti pomikov.

Ustrezne osnovne rešitve za u* in p* so p ri izo- 
tropiji za prostorska in ravninska telesa naslednje
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Napetosti določimo iz pomikov z obrazcem 
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Vodilne enačbe elastom ehanike (ravnotežna, 

konstitu tivna in  deformacijska) te r njihove robne 
pogoje (pomike п in sile p) združimo z načelom 
v irtualn ih  pomikov v  obliko
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kjer sta ustrezni zvezi
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kjer so: B — dimenzija naloge (2D ali 3D), A — 
=  B — 1; C =  B +  2.

3. Rezultati

Z opisano metodo smo obdelali dva zgleda — 
debelostensko cev z notranjim  tlakom (slika 1) in 
zobnik, obremenjen s silo (slika 2).

DEBELOSTENSKA CEV: Zaradi sim etrije smo 
upoštevali samo en kvadrant, ki smo ga modelirali 
s 34 robnimi elementi, katerih vozlišča so v te
žiščih daljic. Rezultati so bili zelo dobri. Prim erjali 
smo obročne napetosti, ki so se ujemale z znano 
analitično rešitvijo (napaka 4 °/o zaradi grobosti de
litve). Samo v vogalih kvadranta cevi je bila na
paka do 20%  zaradi spremembe pogoja v kotu,

kar pa lahko povsem izločimo le z obravnavo ce
lotnega prereza cevi oziroma z uporabo višjered- 
nih robnih elementov. V notranjih  točkah so se 
gibali rezultati prav tako zelo blizu analitičnim re
šitvam (napake 3 %), razen tik  ob robu, kjer so 
nenatančnosti razmeroma velike v pasu, ki sega 
do pol dolžine robnega elementa v neposredni bli
žini. Ta napaka seveda ni bistvena, pomagamo si 
lahko z interpolacijo v obrobju, saj so robne vred
nosti pravilne.

ZOBNIK: Ker so bile znane numerične rešitve, 
dobljene z MKE (200 elementov in  121 vozlišč), 
smo ta  prim er obdelali z 61 robnimi elementi. Ob 
manjši porabi časa (50 %) smo dobili boljše rezul
tate kakor [1],

4. Sklep

Z analizami smo se prepričali, da za naše po
trebe lahko uporabljamo postopek robnih elemen
tov. Na voljo imamo ustrezne ravninske toplotne 
[2], elastomehanske [3] in  plastomehanske [4] pro
grame, ki smo jih dobili pri Computational Mecha
nics Ltd. Southampton [5—10]. Ker dobljeni pro
grami vsebujejo le osnovne konstantne robne ele
mente, vgrajujemo vanje višjeredne elemente, lo
tili pa smo se tudi termoelastičnosti in osnosime- 
trično obremenjenih vrtenin [11].

Sl. 1. Debelostenska cev Sl. 2. Model korena zoba
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Dimenzioniranje na verjetnostni osnovi*
MAKS OBLAK, BRANKO BUTINAR

Uporaba računalnika v inženirski praksi omogoča m anj zamudno reševanje z no
vim i metodami že prej rešljivih problemov, hkrati pa omogoča obravnavanje poja
vov, k i jih  do sedaj ni bilo mogoče računsko reševati. Področje uporabne mehanike  
je aplicirano na verjetnostno analizo koncentracije napetosti in središčne prehodne
razpoke. Zlasti mehanika loma je izredno 
grame dodiplomskega študija kot vzgojna

1. Uvod

Ko načrtujem o konstrukcijo, njena odpornost ni 
vnaprej povsem določena, saj je  odvisna od spre
m enljivih m ehanskih lastnosti m ateriala, neznane 
natančnosti izdelave, m orebitnih napak itd. Doslej 
smo vajeni dimenzionirati strojne dele in naprave 
s postopkom dopustnih napetosti. Vse polno pa je 
dokazov, da postopek dopustnih napetosti, zlasti 
p ri statično nedoločenih konstrukcijah, stabilnost- 
nih problemih, vplivu zaostalih napetosti in kon
centracij napetosti ne omogoča ustreznega vpogleda 
v dejansko varnost konstrukcij. Tudi obremenitev 
se sprem inja in je  negotova zlasti pri vplivih, ki 
jih človek ne more obvladati. Zato se pojavlja m ne
nje, da je deterministično gledanje na reševanje 
zgoraj navedenih problemov neustrezno.

* D e lo  je  so fin a n c ira la  R S S , št. p ogod b e C2-0132/795-81.

aktualna in bi se morala vk ljuč iti v pro- 
disciplina.

2. Teoretične osnove

a) Kritično silo obojestransko členkasto p ritr je 
ne palice izračunamo po enačbi

P raksa kaže, da smemo predpostaviti porazde
litev param etrov palice E, I in  L  tako, da za opis 
ustrezne porazdelitve zadoščata ocenjeni vrednosti 
za param etre џ  in s. Npr. slučajna sprem enljivka E 
je določena z (E, š e ). Sedaj postane tudi F\ir slu
čajna sprem enljivka in  moramo dobiti njeno po
razdelitev, da lahko nadaljujem o s konstruiranjem  
na verjetnostni osnovi. Natančno porazdelitev Fkr 
je težko dobiti, laže dobimo oceni za param etra 

in Sfkr.
Oceni dobimo z razvitjem  v Taylorjevo vrsto.


