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Dimenzioniranje na verjetnostni osnovi*

MAKS OBLAK, BRANKO BUTINAR

Uporaba raéunalnika v inZenirski praksi omogoéa manj zamudno refevanje z no-
vimi metodami Ze prej redljivih problemov, hkrati pa omogoéa obravnavanje poja-
vov, ki jih do sedaj ni bilo mogofe radunsko refevati. Podrofje uporabne mehanike
je aplicirano na verjetnostno analizo koncentracije napetosti in sredi$éne prehodne
razpoke. Zlasti mehanika loma je izredno aktualna in bi se morala vkljuéiti v pro-
grame dodiplomskega $tudija kot vzgojna disciplina.

1. Uvod

Ko naértujemo konstrukeijo, njena odpornost ni
vnaprej povsem dolofena, saj je odvisna od spre-
menljivih mehanskih lastnosti materiala, neznane
natanénosti izdelave, morebitnih napak itd. Doslej
smo vajeni dimenzionirati strojne dele in naprave
s postopkom dopustnih napetosti. Vse polno pa je
dokazov, da postopek dopustnih napetosti, zlasti
pri stati¢no nedoloéenih konstrukcijah, stabilnost-

‘nih problemih, vplivu zaostalih napetosti in kon-
centracij napetosti ne omogoéa ustreznega vpogleda
v dejansko varnost konstrukcij. Tudi obremenitev
se spreminja in je negotova zlasti pri vplivih, ki
jih €lovek ne more obvladati. Zato se pojavlja mne-
nje, da je deterministiéno gledanje na reSevanje
zgoraj navedenih problemov neustrezno.

* Delo je sofinancirala RSS, 5t. pogodbe C2-0132/7985-81.

2. Teoreti¢ne osnove

a) Kriti¢no silo obojestransko &lenkasto pritrje-
ne palice izratunamo po enaé¢bi

n*EI

Fir = 3 (1)

Praksa kaZe, da smemo predpostaviti porazde-
litev parametrov palice E, I in L tako, da za opis
ustrezne porazdelitve zado$ata ocenjeni vrednosti
za parametre u in s. Npr. sluéajna spremenljivka E
je dolo¢ena z (E, §g). Sedaj postane tudi Fy, slu-
¢ajna spremenljivka in moramo dobiti njeno po-
razdelitev, da lahko nadaljujemo s konstruiranjem
na verjetnostni osnovi. Natanéno porazdelitev Fi.
je teiko dobiti, laZze dobimo oceni za parametra
UFy 0 8py.

Oceni dobimo z razvitjem v Taylorjevo vrsto.
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Z upostevanjem, da je I = 6—::; d*, je palica dolo-
tena z (E, 8g), (L, §z) in (d, 8).
Iz enatbe

(2)

dobimo oceni za Fy: in §r,, po zgoraj omenjenem

postopku. al 4
et A 3)
64 L2
Zato velja
OF L 2 Fi: 2 Fir 2 1/2
o gy [( og) etk (Ooé )S‘z" i (Oort ) Si] 2

Ko izratunane parcialne odvode po enacbi (2)
vstavimo v enaébo (4), dobimo:

Al f Jgre yrg s 8
M [6i (Ei)zSi- = (4E dS)ZS‘Zf - (2_15:24)231]1! 5)

4\ L2 L? L?

Ker je natan¢na porazdelitev Fi; lahko zelo za-
pletena, uporabimo metodo Monte Carlo, da dobimo
pribliZno sliko o porazdelitvi. Raziskave kaZejo, da
se normalna porazdelitev zelo dobro prilagaja de-
janski porazdelitvi slu¢ajne spremenljivke Fy,, tako
da lahko refemo, da je

Fir ~ N(Fir, 8rkr) (6)

in s tem rezultatom nadaljujemo dimenzioniranje.

b) V nadaljnjem bo prikazan izraéun Sirine zo-
ba &elnega zobnika, ki naj vzdrZzi neomejeno Ste-
vilo ciklov upogibnih obremenitev z verjetnostjo
0,997. Izradéun je po omenjenem postopku preprost,
hiter in primeren za interaktivno delo na racunal-
niku (tudi mini).

V sploSnem lahko re¢emo, kakor kaZejo primer-
jalne Studije, da so analize, pri katerih je uporab-
Ijena tehnika ra¢unanja konénih (sl. 1) ali robnih
elementov (sl. 2), lahko neprimerne, konservativ-
ne ali celo zgreSene.

fit

EEEEEEEE e e ]
Slika 1

Slika 2

Za modificirani model zobnika (slika 3) izraéu-
namo natezno napetost v korenu zoba (to¢ka a) po
enacbi

FT

s Ky Y

a

(M

Vs 4 /1/ 4
] :

kjer pomenijo

2x k
o el
K

Za 20° evolventno ozobje (valjasti zobniki) velja

0,15 7 £\ 0,45
Ki~Ki=c +(i) (—)
Tt l

ker je za materiale zobnikov faktor obéutljivosti
na zareze velik. Slednjega lahko dobimo tudi s
slike (4) po eksperimentalno dobljenih podatkih
tovarne Gleason Works, Rochester, N. Y. Krivulja
je generirana z uporabo metode najmanjsih kvad-
ratov. Verjetnostnemu pristopu obravnave faktor-
ja koncentracije napetosti bomo posvetili posebno
pozornost in ga ilustrirali z zgledom [3, 4, 5].
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2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L L

02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 mm 15

i (a, 8§q4) = (6,0; 0,053) [mm]
Slika 6 (t, §1) = (6,0 0,053) [mm]
(r, §,) = (0,2...6,0; 0,02) [mm]

Ker je napetost v korenu zoba ratunana po
enaébi (7), velja

T(F, $)
(K, 8&,) (b, 8) (Y, 8y)

(0, 85) =

8

V nadaljnjem rat¢unu postavimo konstantno am-
plitudno obremenitev (brez udarcev), ustrezno ma-
zanje in hlajenje ter zas¢ito pred poskodbami ne-
¢istoé (ogrebnine).

c) Teorija loma, zasnovana na faktorju inten-
zivnosti napetosti K, je uéinkovita v primeru, ko
je velikost plastiéne cone majhna v primerjavi s
parametrom dolZine, ki opisuje podroéje loma. Po-
sebej je treba poudariti, da v fazi stabilne rasti
razpoke ne velja nobena odvisnost, ki je izvedena
na osnovi linearno elastitne mehanike loma
(LEML).

Ceprav se postopki LEML v zadnjih letih $iroko
uporabljajo, se pojavljajo teZzave pri uporabi teh
metod za praktiéne konstrukcije, zaradi lokalne
plastifikacije na mestu koncentracije napetosti, za-
radi zaostalih napetosti ali zaradi neprimernosti
rezultata (pogoj za pojav krhkega loma) pri dolo-
¢anju lomne Zilavosti laboratorijskih epruvet. Zato
morajo biti vsi postopki elasto-plastitne mehanike
loma (EPML) zmoZni definirati lastnosti lomne Zzi-
lavosti materiala majhnih laboratorijskih epruvet
in predvideti obnaSanje konstrukeijskih delov pri
delovnih obremenitvah.

Za kaljeno in popuséeno jeklo, ki pripada jek-
lom z zelo visoko og2 in razmeroma majhno Zila-
vostjo, se uporabljajo legirni elementi. Ti vplivajo
na povetanje prekaljivosti in omogoéajo uporabo
blagih sredstev za kaljenje (zmanj$ujejo lom pri
kaljenju, nivo in gradient zaostalih napetosti) pri
doseganju Zelenih debelin kaljenega sloja. Najbolj-
So kombinacijo mehanskih lastnosti or in visoke
vrednosti Kic (ter udarne Zilavosti) daje struktura

drobnozrnatega iglidastega martenzita. Iz teh raz-
logov je pomembna vloga legirnih elementov, ki
znizujejo At 8/5 in je tako v vsakem primeru omo-
gotena tvorba martenzita. Pomembna je tudi ter-
momehanska obdelava, ki povetuje or ob zadrZzanju
znatne Zilavosti. Torej je treba pri teh analizah ka-
ljenih in popustenih jekel posvetiti vso pozornost
manjsi koli¢ini ogljika z namenom, da dobimo &im-
bolj duktilni martenzit (dvig temperature marten-
zitne premene).

V primeru analize zobnikovega zoba z razpoko
navadno ne upo$tevamo, da se pri Sirjenju razpoke
(njeni rasti) spreminjajo napetostne razmere ob
vrhu razpoke. Iz eksperimentalnih raziskav je zna-
no, da se razpoka 8iri priblizno v smeri pravokotno
na povr§ino zoba. Toplotna obdelava zob inducira
zaostale tangencialne tlaéne napetosti ob povrsini,
ki ob ve&jih debelinah v globini preidejo v natezne.
Zato moramo ta vpliv na izraéun Kj pri realnih
analizah upoStevati na primeren naéin.

Po metodi superpozicije dobimo za napetostno
stanje 3D in deformacije za tri osnovne oblike raz-
poke naslednji matriéni zapis enaéb (9, 10).

Navedene enatbe se pri reSevanju plos¢ in lupin
ustrezno modificirajo [2].

Sl. 7. Koordinatni sistem in napetostno stanje ob
vrhu razpoke

" @
'3

Z
m

Sl. 8. Tri osnovne oblike deformacije vrha razpoke

I I

Za zgled bosta navedena primera dimenzionira-
nja prosto poloZene kroZne ploSée pri statiéni in
dinami¢ni obremenitvi (predvidena rast razpoke je
stabilna).

Pri znani zunanji obremenitvi F in velikosti
razpoke 2a, obravnavani kot najmanj$i s standar-
dom predpisani, izratunamo faktor intenzivnosti
napetosti po enac¢bi (F,a.B so sludajne spremen-
ljivke)

& 5 V7 F 50 (/a,87)
g x (B2 2B ip)

(11)
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Izrazi za napetosti in deformacije v okolici vrha razpoke

m 3 e 36 +H
cosg l—singsin—e), —sing 2+cos-—cos—-), 0
2 ot 1. 2 2 2
cosg 1+singsin§§), singcos-gcosﬂa—, 0
] 2 2 2 2
Ox
—y— 3—y—Kk(1+ At 6
& 3—y—k( + ) cosﬁ, ok v ( ¥) e 0 | (&, ©)
Jz 1 v v 2
g Kin
2 IX 30
r:j vy cosgsin Eccos@, cosg(l —sin gsin —), 0 K
2 2 2 2 2 2
Tzx
0 0 cos —
2
. 8
0 0 —sin —
L 3 &, ann 38 5
(2k-~1)cos§—cos?9, (2k+3)sin;—rsm?, 0
U Y Ki (10)
C] 360 C] 36
v = ) 2k + 1) sin——sin—, —(2k—3)cos ——cos—, 0 K
o 27 2E 2 2 2 2
0 Km
0 0 8 sin E
33— ; P
o= i za ravninsko napetostno stanje (RNS)
1ty
k = 3—4» za ravninsko deformacijsko stanje (RDS)
Debelino plos¢e izra¢unamo iz verjetnosti ne- oziroma
stabilnega Sirjenja razpoke, manjSe od 0,0001 (z = e AF. $ax /- L
= — 3,62) %) (AK, 8ag) = 0,5642 ( ’(g‘:})zg/‘:") V“) (16)
) B

K= K
pri ¢emer vzamemo vrednosti za K. kot funkcijo
debeline B.

Pri dinamiénih obremenitvah je utrujenostna
rast razpoke podana z enaébo

2=~ (12)

de

= c(AR)™ (13)

kjer sta ¢ in n materialni karakteristiki (dani vred-
nosti).

Debelino ploS¢e v tem primeru izraéunamo po
enachbi

2= ——AﬁTﬁ—ff';_‘:a—fE_—— (14)
VGaxy)® + Gar)?
AF
in upostevamo, da je Ac = —— ter
nt B2
AK = Ac)na (15)

3. Steviléni zgledi
Za navedene podatke Al zlitine
(E, 8) = (7,1; 0,355) . 10¢ N/mm?
(L, §1) = (560,0; 1,587) mm
(d, 8) = (13,0; 0,10) mm
dobimo po enatbah (3) in (5) naslednji vrednosti
Fir = 3133N in §p, = 185N

Lahko pa se vpraSamo za tisti premer d tla&no
obremenjene palice, pri katerem se slednja ne
ukloni pri obremenitvi F z verjetnostjo R = 0,999.
Torej velja >

(F, 8r) = (3133; 185) N

Ko upostevamo, da je
. 00%d
3

8=
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dobimo po krajSem raunanju
(Fkr, 8r,) = (1097; 66) d*
Re§imo enaébo (z = —3,1!)

Fkr—"‘F
VSF“ H §F

in dobimo za premer d = 14 mm.

Povpre¢na variabilnost (ocena standardnega od-
klona) je §; = 0,35 mm oziroma toleranca Ad =
= % 1mm.

Uporabnost metode lahko razSirimo na zglede,
ki so bili raéunani s tehniko konénih elementov [1],
pri ¢emer je f koeficient uklonske dolZine.

17

e R
1 A J

EI= konst

B8

Slika 9

Kadar je konstrukcija (H:B = 1:1) na sliki 9
obremenjena s silo F' samo v vozli§¢ih 9 in 10, do-
bimo f = 1,52. V primeru, ko so vsa vozli§¢a obre-
menjena s silo F, je f = 2,55.

Pri obremenitvi s silo 4F v vozli§¢ih 9 in 10 je
B = 3,04.

V primeru élenkastih podpor dobimo g = 2,30
za obremenitev s silo F v to¢kah 9 in 10, g = 4,60
pa za obremenitev s silo F' v vseh vozli$é¢ih oziroma
4F samo v zgornji etazi.

Za zobnik s podatki

2'="DD 'Zob
mp =2 mm
do = 113,879 mm
material C 4732
(F, 8r) = (790; 10) N
izra¢unamo
(1, &) = (4,062; 0,017)
(t, §) = (3,262; 0,017)
(K, 8,) = (0,705; 0,0053)
(Y, 8y) = (0,145; 0,009)

Po enatbi (8) dobimo z vstavljanjem zgornjih
vrednosti upogibno napetost kot funkcijo Sirine

zoba
157,2 10,2
(a5 = (5 )N/
BV 5L b

Pri znani natezni in trajni dinamiéni trdnosti
izraéunamo Zirino zoba valjastega zobnika po enag-
bi (izberemo stopnjo zanesljivosti)

(18)

Ob zgoraj navedenih postavkah je

(b, 8p) = (20; 0,2) mm

Zob torej vzdrzi neomejeno Stevilo ciklov upo-
gibnih obremenitev z verjetnostjo 0,997, ¢e so na-
vedene postavke utemeljene in realne.

Kot zadnji zgled obravnavajmo kroZzno ploséo
s podatki

F
(1,25; 0,254) mm g = — = 0,025 MPa

nT

(a, 80) =

(F, 35) = (11 000; 1400) N

Izradunamo (ﬁ, 8ya) = (1,13; 0,113) in upo-
$tevamo §p = 0,001 B ter dobimo po enachi (11)

6800 1135
K) =( H )MP al/m

(K, &
B B

Ce upostevamo $e kriti¢no vrednost faktorja in-
tenzivnosti napetosti

(Ke, §x) = (3000; 70) MPa }/mm
dobimo z reSitvijo enatbe (12) debelino ploste
B=2mm

Kadar pa je ploS¢a obremenjena s konstantno
ponavljajoto se amplitudno obremenitvijo
(AF, 8ar) = (5000; 900) N

dobimo ob enakih postavkah kakor pri stati¢ni
obremenitvi po enacbi (16)

4
(AK, 8sk) = (50—0 660) MPa }/mm
B B

Iz eksperimentov so znani podatki za
(AKp, 8ax,) = (240; 11) MPa J/mm
kar da po enacbi (14) debelino ploste

B = 5mm
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4, Sklep

Prispevek obravnava stabilnost obojestransko
¢lenkasto pritrjene palice, pri éemer imamo geo-
metrijske in fizikalne veli¢ine za sludajne spre-
menljivke. Analizirana je variabilnost kriti¢ne sile
z metodo Monte Carlo glede na prispevke posamez-
nih komponent ter prikazana analitiéna pot za iz-
raéun parametrov porazdelitve Fi,. Ugotovili smo,
da je porazdelitev normalna in zato lahko uporab-
ljamo navedene enacbe ter ocenjujemo toleranco.

Analiza koncentracij napetosti je obravnavana
na podoben naéin, tako da jo lahko razSirimo na
reSevanje upogibnih in torzijsko obremenjenih gre-
di z razliénimi premeri oziroma prehodi radijev.
Iz diagramov je razvidno, kar Zelimo posebej pou-
dariti, da je faktor koncentracije napetosti pri na-
tezni obremenitvi veé&ji kakor pri upogibu. V pri-
spevku Zelimo prikazati novejSe dosezke uporabne
mehanike na razli¢nih delovnih podroé&jih v inZe-
nirski praksi. Ra¢unalniSki programi za reSevanje
navedenih problemov so bili testirani na raéunal-
niku CYBER pri RRC v Ljubljani.

PREGLED UPORABLJENIH SIMBOLOV

Simbol Veli¢ina Enota
— — ocena srednje vredno-
sti (na osnovi vzorca)
A — ocena  standardnega
odklona
F — zunanja obremenitev N
Fyxr — kritiéna sila N
u — srednja vrednost po- ustrezna
razdelitve enota
s — standardni odklon sluéajne
spremen-
ljivke
E — modul elasti¢nosti MPa
I — vztrajnostni moment mm*
L — dolZina mm
d — premer mm
¢ — normalna napetost MPa
© — tangencialna napetost MPa
b — S&irina zoba mm
K; — dinamiéni faktor
Y — geometrijski faktor

K;i, Ky — faktor
napetosti

koncentracije

092 — meja plastiénosti MPa
or — meja te€enja MPa
Ky, K1,
Km — faktor intenzivnosti Y
napetosti MPa ]/mrn

K¢, Kic — kritiéna vrednost fak-
torja int. nap.
K, — vrednost praga faktor-
ja int. nap.
R — stopnja zanesljivosti
P — stopnja tveganja
oy — natezna zru$ilna trd-

MPa Vﬁ
MPa |/ mm

nost MPa
op — trajna dinami&na trd-
nost MPa
¢ — koeficient oblike
k — koeficient hitrosti
N(u, s) — normalna porazdelitev
g — enakomerna obremeni-
tev MPa
r — polmer krozne ploite mm
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