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Dimenzioniranje na verjetnostni osnovi*
MAKS OBLAK, BRANKO BUTINAR

Uporaba računalnika v inženirski praksi omogoča m anj zamudno reševanje z no­
vim i metodami že prej rešljivih problemov, hkrati pa omogoča obravnavanje poja­
vov, k i jih  do sedaj ni bilo mogoče računsko reševati. Področje uporabne mehanike  
je aplicirano na verjetnostno analizo koncentracije napetosti in središčne prehodne
razpoke. Zlasti mehanika loma je izredno 
grame dodiplomskega študija kot vzgojna

1. Uvod

Ko načrtujem o konstrukcijo, njena odpornost ni 
vnaprej povsem določena, saj je  odvisna od spre­
m enljivih m ehanskih lastnosti m ateriala, neznane 
natančnosti izdelave, m orebitnih napak itd. Doslej 
smo vajeni dimenzionirati strojne dele in naprave 
s postopkom dopustnih napetosti. Vse polno pa je 
dokazov, da postopek dopustnih napetosti, zlasti 
p ri statično nedoločenih konstrukcijah, stabilnost- 
nih problemih, vplivu zaostalih napetosti in kon­
centracij napetosti ne omogoča ustreznega vpogleda 
v dejansko varnost konstrukcij. Tudi obremenitev 
se sprem inja in je  negotova zlasti pri vplivih, ki 
jih človek ne more obvladati. Zato se pojavlja m ne­
nje, da je deterministično gledanje na reševanje 
zgoraj navedenih problemov neustrezno.

* D e lo  je  so fin a n c ira la  R S S , št. p ogod b e C2-0132/795-81.

aktualna in bi se morala vk ljuč iti v pro- 
disciplina.

2. Teoretične osnove

a) Kritično silo obojestransko členkasto p ritr je ­
ne palice izračunamo po enačbi

P raksa kaže, da smemo predpostaviti porazde­
litev param etrov palice E, I in  L  tako, da za opis 
ustrezne porazdelitve zadoščata ocenjeni vrednosti 
za param etre џ  in s. Npr. slučajna sprem enljivka E 
je določena z (E, š e ). Sedaj postane tudi F\ir slu­
čajna sprem enljivka in  moramo dobiti njeno po­
razdelitev, da lahko nadaljujem o s konstruiranjem  
na verjetnostni osnovi. Natančno porazdelitev Fkr 
je težko dobiti, laže dobimo oceni za param etra 

in Sfkr.
Oceni dobimo z razvitjem  v Taylorjevo vrsto.



Z upoštevanjem, da je I =  —  d4 , je palica dolo-
64

čena z (E, š e ) ,  (L, š l ) in (d, š ,j) .

Iz enačbe
Fkr = n3 E d4

(2)
64 L2

dobimo oceni za F kr in šykr po zgoraj omenjenem
л  E d4postopku. 

Zato velja

Fkr
64 L2
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Ko izračunane parcialne odvode po enačbi (2) 
vstavimo v enačbo (4), dobimo:

Ker je natančna porazdelitev F kr lahko zelo za­
pletena, uporabimo metodo Monte Carlo, da dobimo 
približno sliko o porazdelitvi. Raziskave kažejo, da 
se normalna porazdelitev zelo dobro prilagaja de­
janski porazdelitvi slučajne spremenljivke Fkr, tako 
da lahko rečemo, da je

Fkr ~  N  (Fkr, šfkr) (6)

in s tem  rezultatom nadaljujemo dimenzioniranje.
b) V nadaljnjem  bo prikazan izračun širine zo­

ba čelnega zobnika, ki naj vzdrži neomejeno šte­
vilo ciklov upogibnih obremenitev z verjetnostjo 
0,997. Izračun je po omenjenem postopku preprost, 
hiter in prim eren za interaktivno delo na računal­
niku (tudi mini).

V splošnem lahko rečemo, kakor kažejo prim er­
jalne študije, da so analize, pri katerih je uporab­
ljena tehnika računanja končnih (sl. 1) ali robnih 
elementov (sl. 2), lahko neprimerne, konservativ­
ne ali celo zgrešene.

Za modificirani model zobnika (slika 3) izraču­
namo natezno napetost v korenu zoba (točka a) po 
enačbi

F T

Za 20° evolventno ozobje (valjasti zobniki) velja
( f  \0,15 /  f \0 ,4 5

(?)
ker je za m ateriale zobnikov faktor občutljivosti 
na zareze velik. Slednjega lahko dobimo tudi s 
slike (4) po eksperimentalno dobljenih podatkih 
tovarne Gleason Works, Rochester, N. Y. K rivulja 
je generirana z uporabo metode najm anjših kvad­
ratov. Verjetnostnemu pristopu obravnave faktor­
ja koncentracije napetosti bomo posvetili posebno 
pozornost in ga ilustrirali z zgledom [3, 4, 5].

‘"f
Slika 4

0,2 0,3 0,A 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 mm 1,5

Kv b Y
(a , §a) =  (6,0; 0,053) [m m ]
(t, st) = (6,0; 0,053) [m m ]

(r, §r)  =  (0,2 . . . 6,0; 0,02) [m m ]



Slika 6 (a , s  a) =  (6,0; 0,053) [m m ]
(t,  š , )  =  (6 ,0; 0,053) [m m j 
( r ,  š r) = (0,2 . . .  6 ,0; 0,02) [m m ]

K er je napetost v korenu zoba računana po 
enačbi (7), velja

( o ,  š 0)
T(F, ŠF) ____

( K „  š Kv)  ( b ,  Šb) ( Y ,  i y )
(8)

V nadaljnjem  računu postavimo konstantno am- 
plitudno obremenitev (brez udarcev), ustrezno ma­
zanje in hlajenje te r zaščito pred poškodbami ne­
čistoč (ogrebnine).

c) Teorija loma, zasnovana na faktorju  inten­
zivnosti napetosti K, je učinkovita v prim eru, ko 
je velikost plastične cone m ajhna v prim erjavi s 
param etrom  dolžine, ki opisuje področje loma. Po­
sebej je treba poudariti, da v fazi stabilne rasti 
razpoke ne velja nobena odvisnost, ki je izvedena 
na osnovi linearno elastične m ehanike loma 
(LEML).

Čeprav se postopki LEML v zadnjih letih široko 
uporabljajo, se pojavljajo težave pri uporabi teh 
metod za praktične konstrukcije, zaradi lokalne 
plastifikacije na mestu koncentracije napetosti, za­
radi zaostalih napetosti ali zaradi neprim ernosti 
rezultata (pogoj za pojav krhkega loma) p ri dolo­
čanju lomne žilavosti laboratorijskih epruvet. Zato 
morajo biti vsi postopki elasto-plastične m ehanike 
loma (EPML) zmožni definirati lastnosti lomne ži­
lavosti m ateriala m ajhnih laboratorijskih epruvet 
in predvideti obnašanje konstrukcijskih delov pri 
delovnih obremenitvah.

Za kaljeno in popuščeno jeklo, ki pripada jek­
lom z zelo visoko 00,2 in razmeroma majhno žila- 
vostjo, se uporabljajo legirni elementi. Ti vplivajo 
na povečanje prekaljivosti in omogočajo uporabo 
blagih sredstev za kaljenje (zmanjšujejo lom pri 
kaljenju, nivo in gradient zaostalih napetosti) pri 
doseganju želenih debelin kaljenega sloja. Najbolj­
šo kombinacijo mehanskih lastnosti ат in visoke 
vrednosti Kic (ter udarne žilavosti) daje struk tu ra

drobnozrnatega igličastega m artenzita. Iz teh  raz­
logov je pomembna vloga legirnih elementov, ki 
znižujejo At 8/5 in je tako v vsakem prim eru omo­
gočena tvorba m artenzita. Pomembna je  tudi te r- 
momehanska obdelava, ki povečuje ат ob zadržanju 
znatne žilavosti. Torej je treba p ri teh analizah ka­
ljenih in popuščenih jekel posvetiti vso pozornost 
m anjši količini ogljika z namenom, da dobimo čim­
bolj duktilni m artenzit (dvig tem perature m arten- 
zitne premene).

V prim eru analize zobnikovega zoba z razpoko 
navadno ne upoštevamo, da se p ri širjen ju  razpoke 
(njeni rasti) sprem injajo napetostne razm ere ob 
vrhu razpoke. Iz eksperim entalnih raziskav je zna­
no, da se razpoka širi približno v sm eri pravokotno 
na površino zoba. Toplotna obdelava zob inducira 
zaostale tangencialne tlačne napetosti ob površini, 
ki ob večjih debelinah v globini preidejo v natezne. 
Zato moramo ta  vpliv na izračun Ki p ri realnih 
analizah upoštevati na prim eren način.

Po metodi super pozicij e dobimo za napetostno 
stanje 3D in deformacije za tr i osnovne oblike raz­
poke naslednji m atrični zapis enačb (9, 10).

Navedene enačbe se pri reševanju plošč in  lupin 
ustrezno modificirajo [2],

Sl. 7. Koordinatni sistem in napetostno stanje ob 
vrhu razpoke

Sl. 8. Tri osnovne oblike deformacije vrha razpoke

Za zgled bosta navedena prim era dim enzionira­
n ja prosto položene krožne plošče p ri statični in 
dinamični obrem enitvi (predvidena rast razpoke je 
stabilna).

P ri znani zunanji obrem enitvi F in velikosti 
razpoke 2a, obravnavani kot najm anjši s standar­
dom predpisani, izračunamo fak to r intenzivnosti 
napetosti po enačbi (F, a. B  so slučajne sprem en­
ljivke)

(K, SK) ]/n  (F, šF) (|/q , S[/ä)
(11)(B2, 2B ŠB)



Izrazi za napetosti in deformacije v okolici vrha razpoke
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( 10)

za ravninsko napetostno stanje (RNS)k  = --------
1 +  v

k — 3 — 4v za ravninsko deformacijsko stanje (RDS)

Debelino plošče izračunamo iz verjetnosti ne­
stabilnega širjenja razpoke, manjše od 0,0001 (z =  
=  -3 ,6 2 )

K c — K (12)

pri čemer vzamemo vrednosti za Kc kot funkcijo 
debeline B.

Pri dinamičnih obremenitvah je utrujenostna 
rast razpoke podana z enačbo

—  =  c(AK)n (13)
d N

oziroma

(AK, ŠAK) =  0,5642
(AF, šaf) ( / a ,s \/a) 

(B2, 2B ŠB)
(16)

3. Številčni zgledi

Za navedene podatke Al zlitine

(E, šE) =  (7,1; 0,355). 10‘ N/mm2 
{L, si) =  (560,0; 1,587) mm 
(d, §a) =  (13,0; 0,10) mm

dobimo po enačbah (3) in (5) naslednji vrednosti
k jer sta c in n m aterialni karakteristiki (dani vred­
nosti).

Debelino plošče v tem prim eru izračunamo po 
enačbi

A K p  —  AK 
f  (^ДЛГр)2 +  (s a k )'1

(14)

in upoštevamo, da je Ao =  

AK

AF
n B 2 

A oJIn  a

ter

Fkr =  3133 N in šFkr =  185 N

Lahko pa se vprašamo za tisti prem er d tlačno 
obremenjene palice, p ri katerem  se slednja ne 
ukloni pri obremenitvi F z verjetnostjo R = 0,999. 
Torej velja

(F ,šf ) = (3133; 185) N 

Ko upoštevamo, da je

0,025 d
Sd =  ----------

3



dobimo po krajšem  računanju

(Fkr, Sr J  = (1097; 66) d4

Rešimo enačbo (2 =  — 3,1!)

Fkr — F 
+  Sr

(17)

in dobimo za prem er d =  14 mm.
Povprečna variabilnost (ocena standardnega od­

klona) je šd — 0,35 mm oziroma toleranca Ad =  
=  ± 1 mm.

Uporabnost metode lahko razširimo na zglede, 
ki so bili računani s tehniko končnih elementov [1], 
pri čemer je ß koeficient uklonske dolžine.

F  F

El  = konst

"US sr 
1

10

Slika 9

K adar je konstrukcija (H : B =  1 :1 ) na sliki 9 
obremenjena s silo F samo v vozliščih 9 in 10, do­
bimo ß  =  1,52. V prim eru, ko so vsa vozlišča obre­
menjena s silo F, je ß =  2,55.

P ri obremenitvi s silo 4F v vozliščih 9 in  10 je 
ß =  3,04.

V prim eru členkastih podpor dobimo ß  =  2,30 
za obremenitev s silo F v točkah 9 in 10, ß =  4,60 
pa za obremenitev s silo F v vseh vozliščih oziroma 
4F samo v zgornji etaži.

Za zobnik s podatki

z 55 zob 
m n =  2 mm 
do =  113,879 mm

m aterial Č 4732
(F, §F) =  (790; 10) N

izračunamo
( U f) =  (4,062; 0,017)

_ ( t ,Š t) =  (3,262; 0,017)
(Kv,ŠKv) =  (0,705; 0,0053)

(Y, šy) =  (0,145; 0,009)

Po enačbi (8) dobimo z vstavljanjem  zgornjih 
vrednosti upogibno napetost kot funkcijo širine 
zoba

(- 4 f r ^ ; l | ^ N/mm2

P ri znani natezni in tra jn i dinamični trdnosti 
izračunamo širino zoba valjastega zobnika po enač­
bi (izberemo stopnjo zanesljivosti)

o d  —  o  

/  SoD +  Sl

Ob zgoraj navedenih postavkah je 

(b, šb) =  (20; 0,2) mm

Zob torej vzdrži neomejeno število ciklov upo- 
gibnih obremenitev z verjetnostjo 0,997, če so na­
vedene postavke utem eljene in  realne.

Kot zadnji zgled obravnavajm o krožno ploščo 
s podatki

(d, So) =  (1,25; 0,254) mm q =  —  =  0,025 MPa
n  r 2

(F, šF) =  (11 000; 1400) N

Izračunamo (j/a, Sy'ä) =  (1,13; 0,113) in  upo­
števamo šb =  0,001 B te r dobimo po enačbi (11)

-  „ 4 /6800 11354 ./-----
(K, sк) =  I ~=— ; I MPa v mm 

\  B2 B2 /

Ce upoštevamo še kritično vrednost fak to rja  in­
tenzivnosti napetosti

(Kc, šKc) =  (3000; 70) M P a|/m m

dobimo z rešitvijo enačbe (12) debelino plošče

B  =  2 mm

K adar pa je plošča obrem enjena s konstantno 
ponavljajočo se amplitudno obremenitvijo

(ÄF, šAF) =  (5000; 900) N

dobimo ob enakih postavkah kakor p ri statični 
obremenitvi po enačbi (16)

f~rzz ,  4 /3400 660 \___, / --------(ДК, sAk) = I - — ; 1 MPa V mm
\  B2 B2 /

Iz eksperimentov so znani podatki za 

(ЛКР, šAk„) =  (240; 11) M P a /m in  

k ar da po enačbi (14) debelino plošče



4. Sklep
Prispevek obravnava stabilnost obojestransko 

členkasto pritrjene palice, pri čemer imamo geo­
m etrijske in  fizikalne veličine za slučajne spre­
menljivke. Analizirana je variabilnost kritične sile 
z metodo Monte Carlo glede na prispevke posamez­
nih komponent te r prikazana analitična pot za iz­
račun param etrov porazdelitve Fkr. Ugotovili smo, 
da je porazdelitev normalna in zato lahko uporab­
ljamo navedene enačbe te r ocenjujemo toleranco.

Analiza koncentracij napetosti je obravnavana 
na podoben način, tako da jo lahko razširimo na 
reševanje upogibnih in torzijsko obremenjenih gre­
di z različnimi premeri oziroma prehodi radijev. 
Iz diagramov je razvidno, kar želimo posebej pou­
dariti, da je faktor koncentracije napetosti pri na- 
tezni obremenitvi večji kakor pri upogibu. V pri­
spevku želimo prikazati novejše dosežke uporabne 
mehanike na različnih delovnih področjih v inže­
nirski praksi. Računalniški programi za reševanje 
navedenih problemov so bili testirani na računal­
niku CYBER pri RRC v Ljubljani.

PREGLED UPORABLJENIH SIMBOLOV

Simbol Veličina Enota
■-------ocena srednje vredno­

sti (na osnovi vzorca)
Л — ocena standardnega

odklona
F — zunanja obremenitev N

Fkr — kritična sila N
џ  — srednja vrednost po- ]i ustrezna

razdelitve enota
s — standardni odklon I slučajneJ spremen­

ljivke
E — modul elastičnosti MPa
I — vztrajnostni moment mm4

L — dolžina mm
d — prem er mm
o — norm alna napetost MPa
T — tangencialna napetost MPa
b — širina zoba mm

K v — dinamični faktor
Y — geometrijski faktor

Ki, K% — faktor koncentracije
napetosti

00,2 — m eja plastičnosti MPa
OT — meja tečenja MPa

Ki ,  Kn, 
Km — faktor intenzivnosti

napetosti MPa J/ mm
Kc, Kie — kritična vrednost fak-

MPa j/mmtorja int. nap.
Kp — vrednost praga faktor-

MPa [/mmja int. nap.
R — stopnja zanesljivosti
P — stopnja tveganja

0 M— natezna zrušilna trd-
nost MPa

OD — tra jna  dinamična trd-
nost MPa

C — koeficient oblike
k — koeficient hitrosti

N (u ,  s) — normalna porazdelitev
4 — enakomerna obremeni-

tev MPa
r — polmer krožne plošče mm
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