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Povezava med deform acijam i, deform acijskim i h itrostm i 
in napetostm i v plastičnem področju za izotropne  

in nestisljive m ateriale
PETER LEŠ

P re o b lik o v a n je  k o v in  s p la s tič n o  d efo rm ac ijo  
sp a d a  m ed  tis to  o b delovalno  teh n ik o , p r i  k a te r i  si 
s te h n o lo šk im i p o sto p k i p riza d ev a m o  doseči izde lo 
v a n je  b rez  odpadkov . P la s tič n o  p re o b lik o v a n e  iz 
d e lk e  n a jd em o  povsod  ta m , k je r  je  p o tre b n a  v e lik a  
za n es ljiv o s t ob m a jh n i tež i, h k r a t i  p a  iz d e lk e  iz
d e lu jem o  v  iz red n o  k ra tk e m  te h n o lo šk e m  času  z 
zad o stn o  n a ta n č n o s tjo . Z a l p a  so in v e s tic ije  za  n a 
bavo  s tro je v  in  o ro d ij v e lik e . P ra v  z a ra d i te g a  je  
n u jn o  p o treb n o  n a ta n č n o  p o z n a v a n je  m e h an iz m a  
p re o b lik o v a n ja  in  v n a p re jš n je  n a ta n č n o  d o lo čan je  
p re p o tre b n ih  k o n s tru k c ijsk ih  in  te h n o lo šk ih  p o 
datk o v . N a p e to s tn e  ra z m e re  so posebno  p r i  h la d 
n em  p re o b lik o v a n ju  je k la  n a  s k ra jn e m  ro b u  v z d rž 
ljiv o s ti o ro d n ih  je k e l in  k a rb id n ih  trd in . D o ločitev  
re sn ič n ih  d e fo rm ac ijsk ih , h itro s tn ih , n a p e to s tn ih  
in  te m p e ra tu rn ih  ra z m e r  m e d  p re o b lik o v a n je m  je  
zelo p om em bno  za  raz lag o  n a s ta ja n ja  in  p re p re č e 
v a n ja  n o tr a n j ih  p oškodb  v  o ro d ju  k a k o r  tu d i  v  
p reo b lik o v a n c u  te r  n e  n a z a d n je  za  v n a p re jš n je  do 
lo č an je  k a k o v o s ti in  la s tn o s ti izde lka .

Z a iz o tro p n e  n e s tis lj iv e  m a te r i je  la h k o  z M ise- 
sovo te o rijo  [1] o p la s tič n e m  te č e n ju  zadovo ljivo  
op išem o fiz ik a ln a  s ta n ja . P re o b lik o v a n je  je  m ogoče 
le, če je  m a te r ia l  v  p la s tič n e m  s ta n ju , to  je , ko  n a  
trd n o  te lo  d e lu je jo  ta k o  v e lik e  z u n a n je  sile, d a  p o 
vzro ča jo  s sv o jim i d e fo rm a c ija m i v e č je  n o tra n je  
n a p e to s ti od  m e je  p la s tič n o s ti m a te r ia la .

P la s tič n i p o te n c ia l k o t fu n k c ija  n a p e to s ti

F =  Кац) (1)

te r ja ,  d a  m o ra ta  b it i  iz p o ln je n a  d v a  p o g o ja  za p o 
ja v  t r a jn e  d e fo rm ac ije :

/(ay) =  co n st (2)
in  enačbo  p la s tič n o sti, k i p o v ez u je  d e fo rm ac ijsk e  
h itro s ti  z n a p e to s tm i

dry  =  d l
dFjoij)
доц

(3)

Iz sp lo šne  fo rm u la c ije  (2) la h k o  izvedem o tu d i 
d ru g e  pogo je  za  p o ja v  p la s tič n e g a  s ta n ja  k o t p o 
seb n e  p r im e re , za to  la h k o  fo rm u lac ijo  (2) n ap išem o  
v  n a s le d n ji  ob lik i:

J l  — on . dij (5 )

J2 — 1 /2  (<Jy Oij OII . Оц) (6)

J 3 =  d e t (o„) (7)

a li p isa n o  v  k o o rd in a tn e m  s is te m u  z g la v n im i 
osm i ai, 02 in  a3 la h k o  n a p e to s tn i te n z o r  zap išem o  
v  o b lik i

J i =  Ol +  02 +  <J3 (8)

J2 —  —  (01 02 +  02 03 +  03 ai) (9 )

Јз = 01.02.03 (10)

S am o p o se b n i p r im e r  en a čb e  (4 ) je  M isesov  p o 
goj o p la s tič n e m  te č e n ju , za to  je  te d a j d ru g a  in -  
v a r ia n ta  n a p e to s tn e g a  d e v ia to r ja  e n a k a

9 2 — k 2 =  0 a li tu d i  3 £ 2 —  kf2 =  0 (11)

k je r  p o m e n i 7ct d e fo rm a c ijsk o  n a p e to s t , k i  je  k{ =  
=  } / 3 . 7c, 7c p a  p o m e n i m e jo  s tr iž n e  n a p e to s ti.

D ru g o  in v a r ia n to  n a p e to s tn e g a  d e v ia to r ja  la h k o  
iz raz im o  z

9 s  =  J 2 +  1/3 J i2 (12)

a li tu d i  v  s k ra jš a n i  p isa v i

'J2 =  1/2 o tj. o ij (12a)

zap isan o  tu d i  v  k o o rd in a tn e m  s is te m u  01, o2, 03 

9-2 =  i  ((01 —  02)2 +  (o2 —  03)2 +  (03 — ai)2) (13)

Iz en a čb e  (11), k i je  M isesov  pogo j o p o ja v u  p la 
s tičn e g a  s ta n ja , v id im o , d a  h id ro s ta t ič n i  d e l n a p e 
to s tn e g a  s ta n ja , t j .  s r e d n ja  n o rm a ln a  n a p e to s t

om =  1 /3  Ji (14)

n im a  v p liv a  n a  za č e te k  p la s tič n e g a  te č e n ja .
M isesov  pogo j o p la s tič n e m  te č e n ju  la h k o  do

b im o  iz  en a čb  (3) in  (11) v  n a s le d n ji  o b lik i

dsn =  d l  o'n (15)

a l i  z a p isa n o  v  g la v n e m  k o o rd in a tn e m  s is te m u

dei =  d l  (ai —  am)
ds2 =  d l  (a2 —  am) (16)
de3 =  d l  (03 —  0m)

/( J i ,  J 2, J 3) =  co n st (4 )

p r i  čem er p o m en ijo  J i ,  J 2 in  J 3 p rv o , d ru g o  in  t r e t 
jo  in v a r ia n to  n a p e to s tn e g a  te n z o r ja  v  n a s le d n jih  
o b lik ah :

S o ra z m e rn i f a k to r  d l  je  p o z itiv n a  s k a la m a  v e 
lič in a , k i se  n e  sp re m in ja  p r i  z a v r t i tv i  k o o rd in a t
n e g a  s is tem a . P o m en i p a  sp re m e n ljiv k o , k i je  o d 
v isn a  od v r s te  m a te r ia la , te m p e ra tu re ,  s to p n je  in  
h itro s t i  d e fo rm ac ije .



Ce v enačbah (16) dopustimo, da gredo defor
macijske hitrosti proti nič, torej e -> 0, tedaj bi to 
pri konstantnem  sorazmernem faktorju  A pomenilo, 
da so tudi komponente napetostnega deviatorja 
zelo m ajhne vrednosti, to pa je lahko samo v p ri
meru tekočega stanja. S tem prihajamo v kontra
dikcijo s prejšnjo izjavo, da se deformacijske hi
trosti, različne od nič, lahko pojavljajo le, če na
petosti izpolnijo pogoje tečenja, prav zato so tedaj 
napetostne komponente določene končne vredno
sti.

Ce eliminiramo napetosti, lahko iz enačb (11) in 
(15) izračunamo sorazmerni faktor d A v obliki

dA =  1/k |/ЕГ oz. dA =  — j/ŠEg (17a in b)
k t

pri čemer je E% druga invarianta hitrosti deforma
cijskega tenzorja

Eg =  1/2 (dr,,-. den — de« . de,,) (18)

ali pisano za glavni koordinatni sistem

Eg =  — (dsi d«2 +  d£2 des +  deg dsi) (19)

Za popolnejši opis plastičnega tečenja nestislji- 
vega m ateriala sta potrebni še ravnovesna enačba

^  =  0 (20)
dxj

in enačba kontinuitete (pogoj o konstantnosti pro
stornine)

de,; =  0 (21)
Povezavo med napetostmi in deformacijskimi

hitrostm i za nekompresibilne snovi lahko po Mi-
sesu zapišemo v koordinatnem sistemu x, y, z v 
obliki

V =  - l / e 2 .T '  (22)
k

pri čemer je V  tenzor deformacijske hitrosti

£x £xy Šxz

v a = £xy EV £yz

£xz £yz £z

T' pa je napetostni deviator

Ox ---O m Xxy Xxz S i S ху S>XZ
t x y O y  — -  Om Ty z = Sxy S „ S yz
Xxz 7 y z Oz — -  O m £>xz s ^2 S г

(24)
pri čemer je 0m srednja aritm etična napetost

Om — 1/3 (ox +  Oy +  O z) (25)

Druga invarianta tenzorja deformacijske hitro
sti dobi sedaj novo obliko, in sicer

(ex e.y -f- £y e,z +  £x £g) -j- &zXy ”b &zyz "h ^xz (26)

Komponente deformacijske in strižne hitrosti 
lahko izračunamo iz lokalnih hitrosti posameznih 
m aterialnih delcev po naslednjih enačbah

()vx £ _  dvy £ _  dva 
дх dy dz

(27)

oziroma

. =  1/2 +  — 
\ c ) „  d.

=  1/ 2 / ^ +  —г)
U  dx )

U ,  4

Vy\
h /

/ 2\ 
v /

(28)

Enačba kontinuitete (21) dobi tako novo obliko

(29)dvx_ +  dvy_ + dvz _

()'x Čy Öz

Drugo invarianto napetostnega deviatorja 9г  
lahko sedaj zapišemo iz enačbe (24) v obliki

9-2 =   ( S x S y  +  S y  S z  +  S z  S x ) +  Sx*y  +  S x Zz +  Sy*z
(30)

Napetost v vsaki točki plastičnega prostora 
mora zadovoljevati naslednje enačbe ravnovesja:

д о х
+

д х Ху
4 - d x Xz

д х д у
1

d z

д х  ху
+

д о у 4- d x y z

д х д у d z

d x Xz _L ÖXyz 4 - d o z

д х
п

д у
Г

d z

V ravnovesnih enačbah (31) so masne sile iz
puščene, ker imajo pri plastičnem preoblikovanju 
ponavadi zelo m ajhne vrednosti.

Za rotacijsko simetrično obliko izdelka je  ugod
nejše, če računamo v cilindričnih koordinatah (sl. 1)



Ce vzamemo za prim er, da plastično preobliko
vanje poteka aksialno simetrično, so napetostna 
stanja in deformacije neodvisne od kota zavrtitve & 
te r so po konstantnem  obodu stalna, tedaj velja

—  =  — =  0 i\ ,  =  0 т^ =  г#г= 0  (32)
d& d&

oziroma
dvj +  v r +  dvz 
dr T dz

(33)

pri čemer sta vT in  vz h itrostni komponenti v ra 
dialni oz. v aksialni smeri. Za napetosti v plastič
nem področju dobimo iz enačb (31) v tem  prim eru 
obliko

dor dtrz Or —- Oj)  p
dr dz dr

do1 + drr1 + dtr1 = Q  (34)
dz dr r

pri čemer so or, o$ in  az komponente norm alnih 
napetosti v radialni, obodni in aksialni smeri, тrz 
pa je še edina preostala komponenta strižne na
petosti.

Druga invarianta napetostnega deviatorja 9г 
dobi tako novo obliko

?2 -  1/2 (Sr2 +  S»2 +  Sz2) +  Srz2 (35)

s svojimi komponentami

Sr =  Or %  S# =  O# — Um Sz =  Oz — Um (36)

te r srednje aritm etične napetosti

Komponente deform acijskih h itrosti šj so so
razm erne komponentam napetostnega deviatorja, 
zato lahko za rotacijsko simetrično obliko telesa 
zapišemo

Er ~  A Sr ~  1 (Or---Um)
£$ =  A S' =  A (u$---Um)
E z — 1 S z — A (o z  Um)

Erz ~ A Srz —  A T rz ( 1 2 )

Druga invarian ta hitrosti deform acijskega ten 
zorja dobi obliko

E2 =  1/2 ( s /  +  h 2 +  iz2) + irz2 (43)

Za prim erjalno deformacijsko h itrost lahko za
pišemo sedaj obliko

Ev  —  j/2/3 (E  2 +  E # 2  +  Ez 2  +  2 E r z )  (44)

Če enačbi (43 in 44) vstavim o v  enačbo (17), 
dobimo za sorazm erni fak tor A obliko

2 k

Komponente deform acijskih in  strižnih h itrosti 
(27, 28, 40, 41) lahko prav tako izračunamo, če 
poznamo enačbo tokovnice гр, npr.: za neko tokov
no funkcijo ip (r, z) iz naslednjega zapisa

1 dtp 1 dip
Vz — ----- oz. v r = -----------

r dr r dz
(46)

zaradi česar so komponente tenzorja deform acijske 
h itrosti E%:

um =  1/3 (ur +  o» +  Oz) (37)

kakor tudi za strižno napetost

Srz =  Trz (38)

Druga invarianta napetostnega deviatorja ima 
zato v cilindričnih koordinatah obliko

92 =  —  ((U;- Um) (O& Um) d- (u# —  Um) (oz  Um) d"
d- (Oz — Um) (or — Um)) d- Trz2 +  r /  +  Tr&2 (39)

dvr d /  1 &ip\ 1 d2ip 1 dtp
dr r \  r dz J r drdz r2 dz

v r 1 dw

ker je p ri obravnavanju rotacijsko sim etrične ob
like telesa t»z =  rr» =  0. Iz enačbe (27) dobimo za 
rotacijsko-simetrično obliko telesa komponente de
formacijskih hitrosti iz naslednjih enačb

dvr . Vr p dvr
dr r

öz
dz

pa dobimo še

Erz =  h i ---- +
\ d r

dvr\

d z )

(40)

(41)

pri čemer upoštevamo, da sta komponenta defor
macijskih hitrosti enaki nič: i &2 =  'sr# =  0.

Ravnovesni enačbi (31, 34) lahko vedno zadovo
ljimo, če napetostne kom ponente določamo iz dveh 
napetostnih funkcij Ф (z, r) in  % (z, r) po zapisu

1&Ф  +  z
d 2 r

1 д2Ф
Oz =  -  —  

r  dr2
1 агФ
r drdz



Za tokovno funkcijo yj in napetostni funkciji Ф 
in % je treba izraziti takšne linearne člene, ki lahko 
hkrati izpolnjujejo p ri plastičnem  preoblikovanju 
robne kakor tudi sim etrijske pogoje, zato za te 
funkcije v splošnem veljajo naslednje oblike

V  =  V (An, z, r)
Ф = Ф  (Bn, z, r) (49)

X  =  X  (Cii, z, r)

Poiskati je torej treba takšne kombinacije pa
ram etrov Aij, Вц, Cij, ki izpolnjujejo Misesov pogoj 
za pojav plastičnega tečenja kakor tudi druge rob
ne pogoje s čim m anjšim  odstopanjem. Če v  kateri 
koli točki N preoblikovalnega prostora napravim o 
pogrešek (npr. v enačbi 42 za e# =  A. S$), ki ga 
dobimo, če izračunavamo napetosti kakor tud i de
formacijske hitrosti po enačbah (47, 48), dobimo 
odstopek

Oin =  OP (vn. Zn, Bjci, Cpq) m(fn, Zn, B/:l, Cpq) =

=  — i  4 (A i j )  (50)
У Ü2

Takšne odstopke moramo preračunati za vse 
točke preoblikovalnega prostora. Iz vsote vseh teh 
posameznih odstopkov dobimo funkcijo odstopkov:

Ot (An, B m, Cpq) =  2  (Oin)2 >  0 (51)
ž=1

s prostimi param etri Ац, Вкг in Cpq.
Podobne enačbe odstopkov CL, 0 3 dobimo iz 

preostalih zadnjih dveh enačb (42). Prvo enačbo 
za ~r v enačbah (42) ne moremo uporabiti za enačbo 
odstopanja, ker je zaradi kontinuitetnega pogoja 
že obsežena v obeh enačbah za e9 in  kz.

Druge enačbe odstopanj zapišemo iz robnih po
gojev, ki še niso obsežene v funkcijah (49). Tako 
dobimo iz robnega pogoja T r z  =  тгг*, tj. tokovnica 
V (r, z) je  na površini izdelka enaka notran ji obliki 
orodja (matrice), naslednjo enačbo odstopanja

O4 (Bkl, Cpq) — 2  (O ir p)2 =
n  rp

—  2  (Z rz  (rrp ,  Z r p ,  B]cl, C p q )   Z r z * ) 2 0 (53)
r ,P

Da bi lahko zadovoljili linearni sistem enačb 
s param etri Ац, Bu, Cpq, m orajo biti robni pogoji 
linearno odvisni od teh veličin. Po metodi najm anj
ših kvadratnih  odstopanj določimo sedaj tiste pa- 
ram etrske kombinacije, ki dajejo najm anjšo vsoto 
posameznih funkcij odstopanj (morebiti pomnožene 
še z nekim  utežnim  faktorjem  g)

Oeel =  (Aij, B/cl, Cpq) =  2  Qi Oj (54)
i=l

S parcialnim  odvajanjem  po neznankah Ац, Bki 
in Cpq in z izenačevanjem z nič dobimo sistem

enačb, iz katerih  lahko izračunam o iskane vredno
sti Aij, B m in Cpq. Misesov pogoj o pojavu plastič
nega tečenja (22) lahko zapišemo tud i v obliki

T ij — 77= Vij
yE '2

(55)

ki pa ni linearna funkcija deform acijskih h itrosti 
in moramo m inim alno vrednost enačbe odstopanja 
izračunati z iterativnim  postopkom, tj. s postopnim 
približevanjem .

V prvem  iteracijskem  koraku zamenjamo enač
bo plastičnosti (55) z enačbo

T V 1) =  к . ViУ> (56)

k ar pomeni, da se najprej za dane robne pogoje 
izračuna napetostno in  hitrostno stan je  za viskozno 
snov z žilavost j o џ  = k/2 oziroma Л =  1.

Tako dobimo grob opis h itrostnega polja pri 
plastičnem  tečenju. Napetostno polje pa še vedno 
zelo močno odstopa od pogoja plastičnega tečenja
(11), 4-2 — k2 =  0. V drugem  iteracijskem  koraku 
določimo napetostno stanje p ri plastičnem  tečenju 
(z znanim  hitrostnim  stanjem  iz prvega iteracijske- 
ga koraka) po naslednji zvezi

r “m = m v,‘m <5,)
pri čemer se Ea(1) izračuna iz prvega iteracijskega 
koraka viskoznega hitrostnega polja. Tako izraču
nano napetostno polje že k a r dobro zadovoljuje 
pogoje plastičnega tečenja. V tre tjem  iteracijskem  
koraku obdržimo konstantno napetostno stan je  in 
izračunamo natančneje hitrostno polje po zvezi

Takšen iteracijski postopek se konča tedaj, ko 
je  odstopek v pogoju za plastično tečenje zadovo
ljivo m ajhen, ko je

3 9-2—  fcf* =  0 oz. 9 2 — k 2 =  0
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