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Stevensov model upogiba ravne homogene plos&e
in njegove posplositve
BOGDAN KRUSIC

1. UVOD

Prvotna teorija upogiba plos¢e je dobila svojo
dokonéno obliko in utemeljitev sredi prej$njega sto-
letja in je znana pod imenom Kirchhoffova teorija
upogiba, ki sloni na znanih fizikalnih predpostav-
kah, zato velja v matematiénem pomenu le apro-
ksimativno. Poleg sploSne zapletene teorije upo-
giba, ki je nastala v prvi polovici dvajsetega sto-
letja, spada v Stirideseta leta manj znana teorija,
izvirajoéa od Stevensona [1], ki izhaja iz Hooko-
vega zakona in ravnoteZnih enacb in le ene pred-
postavke, ki je povsem matemati¢ne narave. Ta
zadeva zahtevano zakonitost za porazdelitev nape-
tosti, normalne na povrSino ploS¢e, po debelini te
plod¢e. S to predpostavko je Stevenson naSel
eksaktno resSitev vseh enac¢b, ki jim moramo za-
dostiti. PokaZe se, da izhaja odtod Kirchhoffova
teorija kot mejni primer, ¢e vzamemo debelino
plosée nié. Pa¢ pa da Stevensonova teorija mnogo
bogatej$i pregled v dogajanje v sami plosé¢i, kar
Kirchhoffova ne zmore [2]. V naslednjih razdelkih
si bomo ogledali nekaj najpomembnejsih rezulta-
tov Stevensonovega izvajanja in dopolnitve, ki jih
je izdelala skupina matematikov, fizikov in meha-
nikov obeh slovenskih univerz.

Do leta 1975 $e ni bil znan iz svetovne literature
noben izrek o enoli¢nosti re§itve ali o eksistenci
reSitve ali izdelana splosSna eksaktna metodologija
reSevanja robnih problemov v zvezi z upogibom.
Izkazalo se je, da je mogoée robne probleme pri
Stevensonovem modelu zastavljati mnogo SirSe kot
v prvotni teoriji. Obenem z upogibom se pojavi
v splo$nem simultano tudi premik v ravnini plo-
§¢e same. Pokazano je, da je mogoée v polni meri
uporabljati pri reSevanju teh problemov vse me-
tode, ki so znane v svetu pod imenom MusheliSvi-
lijeve metode.

2. NEKAJ NAJPOMEMBNEJSIH REZULTATOV
STEVENSONOVEGA MODELA

Koordinatni sistem (x, ¥, Z) bomo vseskozi imeli
postavljen tako, da je srednja ravnina ploSt¢e v rav-
nini xy, debelina plo$¢e pa naj bo 2h. Ce na plosto
ne delujejo prostorninske sile, kar bomo zahtevali
vseskozi, in deluje na zgornjo ploskev plos¢e
(Z = h) obremenitev oz = —q(x,¥), Txa =Ty =0
na spodnji (Z = — h) pa 8e g = 0, tedaj iz ene od

Gr
ravnoteznih enalb dobimo Se E)?"‘(Z = + h) =0.

Za oz pa i¢emo v okviru polinomov spremenljivke
7 mo¥nost zadostitve tem zahtevam. Pri Steven-
sonovem modelu je izbrana najpreprostejSa moz-
nost, to je polinom tretje stopnje

oy = 1BY) 73 3p27__ ohs) Q)
an

kar je mogoce le, ¢e je
A1q(x,y) =0 (2)
Funkcija g(x,y) mora biti torej harmoniéna.
Ce funkcijo g(x,y) generiramo iz analitiéne funk-
cije P(z) na naéin
q(z, y) = Re [P"(2)] (3)
tedaj moremo dokazati, da se izrazi za elemente
napetostnega tenzorja (py;) izrazajo takole
=5
Dii = 2 .0k, ZP (4)
=0
kjer so koeficienti ayi linearne funkcije P(z) in 3e
Stirih analitiénih funkcij @(2), w(2), 2(2) in w(z),
ki so $e povsem poljubne. Za zgled navedimo
1(.)23 = TyZ = & b a‘gz?' 3 E4Z"'

g0 = Efi [Q7(z) — Q7(2)] +
o+ . [P'(2) —P'(z) + zP"(2) —
32h
_Z P + gi [P"(2) — P (2)]
e —41 [2(2) — 27 ()] —
_.323?5[}% —P(2) + 2P"(2) —
2 P @) — i (P &) — P (]
16h

1 e =y
g = — i [P"'(2) — P (2)]
16h?

Odtod moremo po nekoliko dolgotrajnejSem ra-
¢unanju dobiti e vse tri izraze za pomike

pP=5
D=u+iv= 2 D,Z¢ (5)
=0
p=4
w= 2 w,2Z° (6)
p=0

kjer so zopet izrazi Dy in wg linearne funkcije ana-
liti¢nih funkeij P(2), ¢(2), ¥(2), 2(2) in w(2).

Izraz za D ima razen Dy vse druge ¢lene v splos-
nem razliéne od nié, medtem ko je v Kirchhoffovi
teoriji D = 0. Izraz za w pa ima razen ws tudi vse
¢lene razlitne od nié¢, kar v Kirchhoffovi teoriji
velja le za wy, ki se po Stevensonu glasi

2 pwy = {1_;_"[':9(2) +200@) + w@) + o@)] +
4 Jiil ¥y 9’(z>1] + 3 EP@) + 2P @1+
2 32h

+ M + P — 22 B + 22 P(2)]
4 128 h?
(7



212

STROJNISKI VESTNIK, LJUBLJANA 1985/9—10

Izraz v prvem oglatem oklepaju je znacilen za
Kirchhoffovo teorijo, drugi ¢len v zavitem okle-
paju pa je Stevensonov dodatek skupaj s ¢leni
wi Z, wzZ® in wy Z* Podrobnosti teh izvajanj in
posledice so podane v delih [2], [3], [4], [5], [6], [7],
[8] in Se razliénih drugih domacih in tujih objavah
istih avtorjev.

Ce preskoéimo §tudij oblike razpoloZljivih tirih
analitiénih funkeij, ki jih ob predpostavki o enolié-
nosti funkcije P(z) omejuje le vedenje okrog lu-
kenj plosée, ki je v bistvu podobno prvotnemu pro-
blemu stene oziroma plosée, tedaj moremo defini-
rati dve skupini robnih problemov; v vsaki skupini
sta po dve moZnosti.

I. Dolo¢iti je treba analitini funkeciji @(z) in
y(z) tako, da velja:

P(2) +2¢'(2) + w() + a1 ¢”(2) = f1(2) + fi, z € Cx
®)

kjer je s C = U Ck oznadena celotna ograja plosce.
C, je zunanja ograja, Cy pa so ograje lukenj, ali

—x1¢(2) + 29 @) + w(2) + a2 9”(2) = 91(2), 2 € Ck
(9)
II. Dolo¢iti je treba analitiéni funkeiji 2(z) in
w(z) tako, da velja
Q) +22'(2) + 0'(2) + a3 Q"(2) = fa(2), z€Cx
(10)

ali

— 0@ +200@) + 0@ + w2 = glz) +
+iypz + kzeCx (11)

kjer je yx eR (realno $tevilo).

Tu so a1, ag, ag in a4 znane konstante.

Pri tem morajo biti vse §tiri iskane funkcije re-
gularne v obmoé&ju ploSte. Prva moZnost v prvi
skupini problemov pomeni na ograji bo¢no obre-
menjeno ploS¢o kakor pri obifajni steni, druga
moznost pa predpisuje na ograji podana pomika u
in v v srednji ravnini plo§¢e. V drugi skupini po-
meni prva moZnost predpisan poves srednje rav-
nine in njegov odvod po normali ograje, na ograji
ploste, druga moZnost pa je na ograji obremenjena
plos€a s silo in momentom tako kakor je pri upo-
gibu plos¢e v Kirchhoffovi teoriji. Dolo¢anje kon-
stant fx, yx in dx spada k reSevanju ustreznega pro-
blema, ker ne morejo biti poljubne. Dokazati mo-
remo, da obstaja pri poljubnih podatkih na desnih
straneh zgornjih enaéb reditev problema, ¢e vza-
memo po eno moznost iz prve skupine in po eno iz
druge. Tako dobimo §tiri posploSene robne proble-
me upogiba plo3te. IzkaZe se, da so vsi §tirje eno-
liéno resljivi, ée zanemarimo morebitni mali togi
pomik vse plosce. Za izpri¢anje te trditve je treba
dokazati najprej izreke o enoli¢nosti regitve robnih
problemov, nato pa Se eksistenco. Zadnja je bila
v Zze citirani literaturi izpri¢ana za neskonéno plo-
8o, Ce je le-ta nekajkrat prerezana vzdolz ravne
crte.

Problem je bilo mo¢ prevesti na znani Riemann-
Hilbertov robni problem pri analitiénih funkecijah.
Zato naj bo tokrat posveeno nekaj besed problemu
upogiba ploS¢e z luknjami, katerih plos¢ina ni
ni¢na, torej luknje naj ne bodo zareze. V tem pri-
meru je mogo&e z majhno prilagoditvijo znane Ser-
manove poti [9] na preprost nalin pokazati eksi-
stenco resitve, po drugi strani pa ponuja ta naéin,
ki je po mnenju avtorja dale¢ najlepSi in najpre-
prostejsi, izjemno moZnost za numeri¢no reSevanje
teh problemov. Celoten robni problem razpade vse-
lej, kakor je razvidno iz definicije, na dva dela, ki
ju reSujemo lo¢eno.

Za razreS§itev prvega dela robnega problema iz-
beremo za prvo moznost

u(t) dt
p(2) = Fr T e
2mi t—z
c
k=n k=n
by
+ S AxIn(z—2z) + (12)
2— Zk
k=1 k=1

w(z) = 1 fﬁ_t(_tidt+u(t}c_if_ 1 J‘t_ﬂ(t)dt_

2mi t—=z 2xi ) (t—2)*

k=n k=n
—-—-Zx ;'l; In(z — zx) +Z L —aig’(2) (13)
g—2Zx
k=1 k=1

kjer je zx poljubno izbrana to¢ka znotraj luknje, ki
jo omejuje krivulja Ck, konstante Ay so znane iz
dane robne obremenitve, za by in fx je treba vzeti

bic = i f [u(t) dt — u(t) dt] (14)
Ck
P = [ u(t) ds (15)
S
k=n
in u(t), te C = UCx pa je iskana funkcija na ograji
k=0

plosée. Celotna ograja C pa mora biti dovolj gladka.
Pri drugi moZnosti pa vzamemo

p(z) = 2 f 0 dt _S- AxIn(z—z) (16)
2mi ) t—2z
W) = 1. . J‘—x#(t)dt +‘u(t)dtb
2mi t—z
c
s k=n
1—‘ Sl E % AxIn(z — ) — a2 ¢”(2)
2xni ) (t—2)®
k=1 an

Tu pa konstant Ai ne poznamo in jih i§¢emo
v obliki

Ag =éf wu(t) ds (18)



STROJNISKI VESTNIK, LJUBLJANA 1935,"9—10.

213

Pri drugem delu robnega problema pa so na-
stavki za funkeiji 2(2) in w(z) pri prvi moznosti:

06) — 1 J‘v(t) dt":_

2mi t—=z
c
k=n k=n
+ Z(Ak 2z + By In(z — 1) +Z B toy
& — Zk
k=1 k=1
»(t) t) dt 1 [tr(t)dt
o'l 2 1 J‘v(t)dt—i-v{)d_ : t »(t) 3
2mi t—z 2xi) (t—2)®
c
ZBk InE—z) + > — — u Q@) (20
Z — 2k
kjer moramo $e pisati
Ax = [ Re[»(t)] ds (21)
Ck
k= § Im[»(t)] ds (22)
Cx
: 1 —
By zg =— | »(t) dt (23)
i
Ck

Druga moznost pa terja izbor

e st J' o Z{Ak 2 + By) In(z — z)
27 t—=z
& 24)
iy 1 1 J‘— x v(t) dt + »(t) dt "
2mi t—z
e
e k=n

1 B, |
R t:(t) d: v Z Bop el i ye e, 940

T —

Wbyl g (25)

Tu so konstante Ay in By zaradi znanih robnih
obremenitev znane, postavimo pa Se

Re [—” dce fd'z' (limj > dt) A f 90(2) dz] -
2mi iz ) t—¢
C

Ck Ck
=iykfzdz+2m(3_kzk_13kz—k) (26)
Ck
0 = [ »(t) ds 27
Cx

V enacbah (26) je
9o(2) = g(2) — g(Ax, By, 2)

kjer pomeni G(Ay, By, 2) izraz na levi strani enaébe
(11), narejen za tisti del napetostnih funkeij Q(2)
in w(z), kjer se pojavljajo le logaritmi.

Enatba za doloéitev neznane funkcije, bodisi
»(t), bodisi u(t), je vselej Fredholmove oblike dru-
gega reda oziroma Sermanova, za katero se po
znani metodologiji pokaZe, da je enoli¢no resljiva
za vsak podatek. Dokaz opuS¢amo. Za zgled zapi-
&imo enadbo za »(t) v prvem primeru. Oznac¢imo
v ta namen

F(z) = F [2(2), w(2)] = Q(z) + 22z (z) ot

+ w'(2) — a3 27 (2) (28)
tedaj so v izrazih k
=
Fi(z) = F [Q1(2), w1(r)] = F kE (Ax z +
=1
i anis .
-+ By) In(z — zi), Ean In(z — z1) — a3 21" (2) (29)
in ;
F2(z) =F [Qz(z), wz(2)] =
e Z z — 2@ 30)
2—2k Z2— 2k

neznani le koeficienti Ag, By in by, ki jih izrazimo
z enatbami (21), (22) in (23). Ce ozna&imo z 2¢(2)
in w'o(2) tisti del izrazov Q(z) in w'(2) iz (24) in (25),
kjer se pojavljajo integrali, tedaj velja z uporabo
Plemljevih formul prilimz = zeC

S [#(z0)] = Lim F [Q0(2), wo(2)] =

-2,

e e
2 plegyicpoidinsd yiigyiath SO0 Dustcis pofthdsaved
2mi t—zp 2mi t—2zp
c (o}
(31)

Sermanova enacba za dologitev funkcije »(t) se
tako glasi

S [#(20)] + Fi(z0) + Fa(zo) + i 20 D [7(20)] = fa(20)
(32)

V zgornji enaébi imamo korekcijski élen @ [» (z0)l,
ki pri problemu upogiba ploi¢e odpade. Pomeni pa

»(t) dt
=

za 2p € Cy : D [»(20)] = Re [f

zazge Cr, k>0 : D [v(z0)] =
= { [wo(» (1)) — wo(rK)] — [wo(¥(0)) — wo(0)]}

kjer je wo(r(rx)) izraz, izraéunan po formuli (7), v
poljubno izbrani toéki 7x € Cik, wo(rx) pa predpisana
vrednost v isti to¢ki.

Podobne enacbe dobimo pri drugaénih robnih
zahtevah. Enatbe (32) so, kakor je Ze omenjeno,
izredno ugodne za numeri¢no vrednotenje, saj, ka-
kor vidimo iz (29), (30) in (31), so njihova jedra
elementarna. Pokazati moremo tudi naslednjo tr-
ditev: ¢e konvergira po kaki numeri¢ni metodi
dobljena reSitev »(tf) na nekem notranjem delu
plosée k eksaktni reSitvi, tedaj konvergirata tudi
Q(z) in w(z), dobljena po formulah (19) in (20) ali
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(24) in (25), kjer za »(t) vstavimo numeriéno dob-
ljene priblizke, proti eksaktnim re§itvam enako-
merno na istem delu ploS¢e. Analogna trditev ve-
lja za odvode teh funkecij, seveda pa tudi za funk-
cije u(t) ter @(2) in p(2).

Zgornje izvajanje velja, ¢e je ploi¢a konéna.
Pri neskon&nih plo$¢ah se razmere nekoliko spre-
menijo, vendar ne bistveno.

3. POSPLOSITVE STEVENSONOVEGA MODELA

Ker je Stevensonova teorija utemeljena na
enem samem privzetku (1), si kaze ogledati mogoce
posploSitve te zahteve in posledice, ki izhajajo od-
tod. Prvi korak v tej smeri je bil narejen v [10].
Tu imamo namesto enatbe (1) za izhodii¢e

p=5
o7 = X 0,2°
p=0
pri istih obremenitvenih pogojih, upo$tevana pa
je tudi prostorninska sila teZe. IzkaZe se, da je
enathi (33) mogoce eksakino zadostiti, ¢e je

4t qx,y) =0

Po povsem enaki poti kakor pri Stevensonu je
mogole eksaktno izraziti elemente napetostnega
tenzorja in vse pomike s §tirimi analitiénimi funk-
cijami @(z), w(2), 2(2), w(2) in Se z dvema P;(2) in
P3(2), s katerima je mogole popisati obremenitev
q(x, y). Odtod izhaja, da z zahtevo (33) moremo
refiti mnogo ve¢ problemov eksaktno kakor pa s
Stevensonovo zahtevo (1). Robni problemi, ki se
izraZajo z enacbami (8...11), pa ostanejo povsem
enaki. Leto kasneje se je isti avtor lotil problema
posploditve Stevensonovega modela s polinomskim
nastavkom za oz povsem splo3no in problem do-
konéno razresil. Rezultati so zaradi obSirnosti ob-
javljeni za zdaj v domadi publikaciji [11]. Pokaza-
no je, da je smiselno za oz suponirati polinom lihe
stopnje n = 2N + 1 glede na Z:

(33)

(34)

p=n
oz = X op(x,y) . 2° (35)
=0
Izrazi ¢,(z) se izrazajo z obremenitveno funk-
cijo qg(x, y), za katero velja

AN q(x,y) =0 (36)

Funkcijo g(x,y) je mogofe izraziti z analiti¢-
nimi funkeijami. Pri n = 2N + 1 jih rabimo N.

Cim obremenitev gq(x,y) ustreza enathi tipa
(36), je mogole torej eksaktno izraziti elemente
napetostnega tenzorja in vse pomike. Robni pro-
blemi pa ostanejo tudi tu tak3ni, kakor smo jih
formulirali pri Stevensonovem modelu.

Ostane na koncu vpraSanje praktiéne vrednosti
posploSitve Stevensonovega modela. V strogem teo-
reticnem pomenu je napredek nesporen. Gre pa za
kolikostno presojo rezultatov, dobljenih po kaksni
posploSeni teoriji glede na prvotno Kirchhoffovo.
V [11] je obravnavan primer

22z
q(x, y) = QO-(I—E), go = const

kjer je R polmer kroZne plosée, poloZene s sredi-
Stem v koordinatnem zacetku. Kirchoffova teorija
velja tu kakor vedno aproksimativno, za Steven-
sonov model zgornja zahteva ni dostopna, paé pa je
eksaktno dostopna za posploSen model (33) oziroma
(34). Po daljSem rafunanju je dobljena zanimiva
formula:

wo(r = 0) — wg(r = 0)

_ 18(8 — 38) (2)2
35(1 —») \R

wi(r = 0)

Tu je wy upogib srednje ravnine po Kirchhoffu.
Ce vzamemo » = 0,3 in h = 0,1. R, tedaj je Kirch-
hoffov upogib za 5,2% premajhen, pri h = 0,15 R
pa ze za 11,7 %. Z vetanjem debeline plo¢e postaja
Kirchhoffova teorija hitro nenatané¢na.

4. SKLEP

Z delom [11] je vsaj po mnenju pisca posplo-
Sevanje Stevensonovega modela upogiba homogene
izotropne ravne ploSée konéano v duhu posplo-
Sevanja obremenitvene funkcije g(x, y) s polinom-
skim nastavkom za oz. Teoreti¢na vrednost teh iz-
vajanj je v tem, da moremo eksaktno zapisati ele-
mente napetostnega tenzorja in vse pomike vselej,
¢e je g(x,y) poljuben polinom. Ta namre¢ vselej
ustreza enacbi (36) pri dovolj visokem N. Robni
problemi, ki jih moremo razre$iti, pa so Ze pri
Stevensonovem modelu definirani v naj$ir§i mo-
goti obliki. Seveda je ostalo Se nekaj nereSenih
vpraSanj pri prosto poloZeni plodéi, o ¢emer v tem
sestavku nismo govorili. V prihodnosti pa se obeta
posploSevanje v povsem drugi smeri, in sicer za
plosée iz visoelasti¢nega materiala.

LITERATURA

[1] A. C. Stevenson: On the Equilibrium of Plates, Philos.
Mag. 1942, London, pp 639—661.

[2] M. Mursi¢: Koncentracija napetosti na robovih lukenj
v zmerno debelih elastiénih plo&éah (disertacija)y FNT, Ljub-
ljana 1965.

[3] F. Bredar: Studij upogiba neskonéne elastiéne plo&te
z ravnimi zarezami na eni premieci (disertacija), Maribor 1978.

[4] B. Krusi¢: About some Properties of the Solving of the
boundary-value problems of the bending of a plate by the
improved theory, TAM 6, 1980.

[5] B. Krusi¢: Solving a mixed boundary value problem
for the bending of a plate TAM 4, 1978.

[6] B. Stok: ReSevanje robnih problemov upogiba neskond-
ne ploife z metodo preslikave (disertacija) FS Ljubljana 1982,

[71 B. Krusi¢: Improved theory of bending of a simply
supported plate, TPM 5, 1979.

[8] J. Lep: Tretji robni problem upogiba zmerno debele
ploscée, (disertacija), Maribor 1982.

9] I. Babuska, K. Rektorys, F. Vycichlo: Mattematische
Elastizitaetstheorie der ebenen Probleme, Akademic Verlag —
Berlin 1960.

[10] V. Kumperséak: Posplositev Stevensonovega modela
upogiba ravne homogene plosi¢e z aplikacijami (disertacija),
Maribor 1981.

[11] V. Kumperi¢ak: SploSna reditev osnovnih elastosta-
ti¢nih enaéb teorije ploi¢ z analitiénimi funkecijami, Univerza
v Mariboru 1982 (103 strani).

Avtorjev naslov: prof. dr. Bogdan Krusi¢, dipl. mat.
Fakulteta za strojnistvo



