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Stevensov model upogiba ravne homogene plošče 

in njegove posplošitve
BOGDAN KRUSIC

1. UVOD
P rv o tn a  te o r ija  upog iba  plošče je  dobila  svojo 

dokončno obliko in  u tem e ljitev  sred i p re jšn jeg a  sto
le tja  in  je  znana  pod im enom  K irchhoffova teo rija  
upogiba, k i sloni na  znan ih  fiz ika ln ih  p red p o stav 
kah, zato  v e lja  v  m atem atičn em  pom enu  le ap ro 
ksim ativno. Poleg  splošne zap le tene  teo rije  upo
giba, k i je  n a s ta la  v  p rv i polovici d v ajse tega  sto 
letja , sp ad a  v  š tir id e se ta  le ta  m an j znana  teo rija , 
izv irajoča od S tevensona [1], ki izh a ja  iz H ooko- 
vega zakona in  rav n o težn ih  enačb in  le  ene p red 
postavke, ki je  povsem  m atem atične  narave . Ta 
zadeva zah tevano  zakon itost za po razde litev  n ap e
tosti, n o rm alne  n a  površino  plošče, po debelin i te  
plošče. S to  p redpostavko  je  S tevenson  našel 
eksak tno  re š ite v  vseh  enačb, k i jim  m oram o za
dostiti. Pokaže se, da izha ja  odtod K irchhof fova 
teo rija  k o t m ejn i p rim er, če vzam em o debelino 
plošče nič. P ač  pa  da S tevensonova teo rija  mnogo 
bogate jši p reg led  v  d oga jan je  v  sam i plošči, k a r  
K irchhoffova  n e  zm ore [2], V  n as led n jih  razde lk ih  
si bom o ogledali nekaj na jpom em bnejših  rezu lta 
tov  S tevensonovega izv a jan ja  in  dopolnitve, k i jih  
je  izdela la  sk u p in a  m atem atikov , fizikov in  m eha
nikov  obeh slovensk ih  un iverz .

Do le ta  1975 še n i b il znan  iz svetovne li te ra tu re  
noben izrek  o enoličnosti re š itv e  a li o eksistenci 
reš itv e  ali izdelana  splošna ek sak tn a  m etodologija 
re šev an ja  ro b n ih  p roblem ov v  zvezi z upogibom . 
Izkazalo se je, da  je  m ogoče robne problem e p r i 
S tevensonovem  m odelu  za s tav lja ti m nogo širše  ko t 
v p rv o tn i teo riji. O benem  z upogibom  se pojavi 
v splošnem  sim u ltano  tu d i p rem ik  v  rav n in i p lo
šče sam e. P okazano  je, da je  m ogoče v  polni m eri 
u p o rab lja ti p r i re šev an ju  te h  p roblem ov vse m e
tode, k i so znane  v  sv e tu  pod im enom  M ushelišvi- 
lijeve  m etode.

k a r  je  mogoče le, če je
•di <2fo V) -  0 (2)

F u n k c ija  q (x ,y )  m ora  b iti to re j harm onična! 
Če funkcijo  q(x, y) generiram o iz analitične  fu n k 
cije P(z) na  način

q(x, V) =  Re [P"(z)] (3)
tedaj m orem o dokazati, da se izrazi za elem ente 
napetostnega  ten zo rja  (pki) izražajo takole

p= 5
p ki =  2  akp Z » (4)

p = 0
k je r  so koeficienti ctki lin earn e  funkcije  P(z) in  še 
š tir ih  analitičn ih  funkcij <p(z), tp{z), 0(z)  in  oj (z), 
ki so še povsem  poljubne. Za zgled navedim o

P23 =  fyZ =  So +  £2 Z2 +  S4 Z 4
h2 --------

£0 =  — i [D"(z) — D"(z)] +
4

+  —  i [P'(z) —  P'(z) +  z P ” (z) —

32 h

-  Z  P77̂ ) ]  +  -  i [P"'(z) -  P " '(z)]
8

«  =  — -  [ ß " ( z ) - ß > j ] -  
4

----- ! _  i [p r(2) _  P (Z) +  £ P"(z) —
32 h3

-  z P > ) ] -----—  i  [P'"(z) -  P777!*)]
16 h

S4 =  ^ — i [P"'(Z) -  P 77'^ ) ]
16h3

O dtod m orem o po nekoliko dolgotrajnejšem  ra 
ču n an ju  dobiti še vse tr i  izraze za pom ike

p —5
D =  u  +  i v  =  2  DpZP (5)

p=o

2. N E K A J N A JPO M EM B N EJŠIH  REZULTATOV 
STEVENSONOVEGA MODELA 

K o o rd in a tn i sistem  (x, y, Z) bom o vseskozi im eli 
p o stav ljen  tako, da  je  s red n ja  rav n in a  plošče v ra v 
n in i x y ,  debe lina  plošče pa  naj bo 2h. Če n a  ploščo 
ne delu je jo  p ro sto rn in sk e  sile, k a r  bom o zah tevali 
vseskozi, in  d e lu je  n a  zgornjo  ploskev plošče 
(Z =  h) o b rem en itev  oz =  — q(x, y), r xz =  Tyz =  0 
na spodn ji (Z =  — h.) p a  še q =  0, teda j iz ene od

rav n o težn ih  enačb dobim o še -----(Z =  +  h) =  0.
ÒZ

Za oz pa  iščem o v  o k v iru  polinom ov sprem enljivke  
Z m ožnost zadostitve  tem  zahtevam . P r i  S teven 
sonovem  m odelu  je  izb ran a  n a jp rep ro s te jša  mož
nost, to  je  polinom  tre t je  stopn je

0Z = q(-x\vA (Z» — 3h2 Z  — 2h3) (1)
4 h3

p=4
w  =  2  m  p Z p (6)

p =o
k je r  so zopet izrazi Dk in  u>k lin earn e  funkcije  ana
litičn ih  funkcij P(z), q(z), yj(z), O (z) in  co(z).

Izraz za D im a razen  D4 vse d ruge  člene v sploš
nem  različne od nič, m edtem  ko je  v  K irchhoffovi 
teo riji D =  0. Izraz za w  pa im a razen  w$ tud i vse 
člene različne od nič, k a r  v K irchhoffovi teo riji 
v e lja  le  za ico, k i se po S tevensonu glasi

2 u  wo =  (------- [ z  Q(z) +  z O (z) +  co (z) +  oj (z)] +
l  8

+  — [Q \z) +  ß '(z ) ] | +  —  IžP '(z) +  z P'(z)] +
2 J 32 h

+  -  [P"(z) +  P 77̂ ) ]  -  3(1 [z2 P(z) +  z2 P(z)]
4 128 h3



Izraz v prvem  oglatem  oklepaju je  značilen za 
K irchhoffovo teorijo, drugi člen v zavitem  okle
pa ju  pa je  Stevensonov dodatek skupaj s členi 
w i Z, W2 Z 2 in  w.i Z4. Podrobnosti teh  izvajanj in  
posledice so podane v delih [2], [3], [4], [5], [6], [7], 
[8] in  še različnih drugih dom ačih in  tu jih  objavah 
istih  avtorjev.

Ce preskočim o študij oblike razpoložljivih štirih  
analitičnih  funkcij, k i jih  ob predpostavki o enolič
nosti funkcije P(z) om ejuje le vedenje okrog lu 
kenj plošče, ki je  v b istvu  podobno p rvotnem u pro 
blem u stene oziroma plošče, tedaj m oremo defini
ra ti dve skupini robnih problem ov; v vsaki skupini 
sta  po dve možnosti.

I. Določiti je  treb a  analitični funkciji <p(z) in 
y(z) tako, da velja:

(p(z) +  z ep'{z) +  %p{z) +  «i ep"{z) =  /i(z) + ßk, z e Ck
(8)

k je r je  s C =  U Ck označena celotna ograja  plošče. 
C0 je  zunanja ograja, Ck pa so ograje lukenj, ali

— x\ (p(z) +  z <p'(z) + rp(z) +  a2<p"(z) =  pi(z), z s  Ck
O)

II. Določiti je  treba  analitični funkciji Q{z) in 
ca (z) tako, da velja

Q{z) +  z Q’(z) +  o/(z) + 03 O”(z) =  /i>(z), z e Ck
(10)

ali
— X2 fl(z) +  z I3(z) +  co'(z) +  «4 Q”{z) =  gs(z) +

+  i y k z  +  <5k z eC k (11)

k je r je  yk e IR (realno število).
Tu so ai, 02, «3 in  04 znane konstante.
P ri tem  m orajo biti vse štiri iskane funkcije re 

gu larne  v  obm očju plošče. P rv a  možnost v prvi 
skupini problem ov pomeni n a  ograji bočno obre
m enjeno ploščo kakor pri običajni steni, druga 
možnost pa predpisu je  na ograji podana pom ika u 
in  v v  sredn ji ravn in i plošče. V drugi skupini po
m eni p rva  m ožnost p redpisan  poveš srednje  rav 
nine in  njegov odvod po norm ali ograje, na  ograji 
plošče, d ruga m ožnost pa je  na  ograji obrem enjena 
plošča s silo in  m om entom  tako kakor je  p ri upo
gibu plošče v K irchhoffovi teoriji. Določanje kon
stan t ßk, /k in  <5k spada k reševanju  ustreznega p ro 
blema, k er ne m orejo biti poljubne. D okazati m o
remo, da obstaja p ri poljubnih  podatkih  na desnih 
straneh  zgornjih  enačb rešitev  problem a, če vza
memo po eno m ožnost iz p rve  skupine in  po eno iz 
druge. Tako dobimo štiri posplošene robne proble
me upogiba plošče. Izkaže se, da so vsi š tirje  eno
lično rešljivi, če zanem arim o m orebitn i m ali togi 
pom ik vse plošče. Za izpričanje te  trd itv e  je  treb a  
dokazati najp rej izreke o enoličnosti rešitve robnih  
problem ov, nato  pa še eksistenco. Z adnja je  b ila  
v  že c itiran i lite ra tu ri izpričana za neskončno plo
ščo, če je  le-ta  n ek a jk ra t prerezana vzdolž ravne 
črte.

P roblem  je bilo moč prevesti na znani R iem ann- 
H ilbertov robni problem  p ri analitičn ih  funkcijah. 
Zato naj bo to k ra t posvečeno nekaj besed problem u 
upogiba plošče z luknjam i, k a te rih  ploščina ni 
nična, torej lu kn je  naj ne bodo zareze. V tem  p ri
m eru  je  mogoče z m ajhno prilagoditv ijo  znane Šer- 
m anove poti [9] na  p reprost način  pokazati eksi
stenco rešitve, po drugi s tran i pa ponuja ta  način, 
ki je  po m nenju  av to rja  daleč najlepši in  n a jp re 
prostejši, izjemno m ožnost za num erično reševanje  
teh  problem ov. Celoten robni problem  razpade vse
lej, kakor je  razvidno iz definicije, na  dva dela, ki 
ju  rešujem o ločeno.

Za razrešitev  prvega dela robnega problem a iz
berem o za prvo m ožnost

qj{z)
1 C /-i(t) d t 

2 n i
f  ß(t) c

J t — ;
k=n k=n

Ak In (z — zu) + bk
z — zk

(12)

ip(z) =

k=n

k = l  k = l

1 r fi(t) d t +  ju(t) d t 1 r t  pi(t) dt1 r  pi(t) d t +  ju(t) d t 1 r  t  fi(t] 
I n i  J  t — z 2 n i  J  (t — zY

k ^ n

2x  Ak ln(z — zk) +  ^  ——-------ori ep”{z) (13)
Z—i z — zk

fc=i ;c=1

k je r  je  zk poljubno izbrana točka znotraj luknje, ki 
jo om ejuje k rivu lja  Ck, konstan te  Ak so znane iz 
dane robne obrem enitve, za bk in  ßk je  treb a  vzeti

bk =  i J Lu(l) dt — /u(t) dt] (14)
Cie

ßk =  1 n(t) ds (15)
Ck

tc=n
in  /u(t), t e C  =  U Ck pa je  iskana funkcija  na ograji

k=0
plošče. Celotna ograja C pa  m ora b iti dovolj gladka. 

P ri drugi m ožnosti pa vzamemo

k=n
cp {z)

1 C u(t) d t .
=  -— 7 ---------+  >  Ak ln(z — zk) (16)

2 UTI J t ---Z /  f
k=i

xp(z)
1 f  — X ju(t) d t +  fjL(t) d t— f2 n i  J t  — z

c

1 r t f i ( t )  d t nt^  —
~ T d J  k “  * - m t»)

c k~!  (17)

Tu pa  konstan t Ak ne poznamo in  jih  iščemo 
v obliki

Ak = J A*(t) ds
ck



P ri drugem  delu robnega problem a pa so n a 
stavki za funkciji O (z) in  co (z) p ri p rv i m ožnosti:

Q(z)
1 r  v(t) dt

2 n i  J  t
+

k = n

+  2 ^ k Z  +  Bk) ln(z

k = 1

k=n

1 r v(t) d t  +  v(t) d t 1 r t  v(t) d t
co (z) = ------ ------------------------------------------------------

2 Tli J  t  —  z 2 j i i  J  (t — z)2

k = n

t  — Z

k = n

k = l

—  f2 Tli J

(19)
Zk

+ V Bk ln(z -  zk) +  V  — -------«3 fl"(z) (20)
Z w  z — zk
k = l  k = l

k je r m oram o še p isati

Ak =  J Re[v(t)] ds
Ck

bk =  J Im[v(t)] ds
Ck

■Af .Tli J
B k zk =  —  I v(t) d t

Ck

D ruga m ožnost pa te r ja  izbor

k=n
1 f  v(t) d t

(21)

(22)

(23)

Q{z) =  - Ì — f '-V' —  +  (Ak z +  B k) ln(z — zk) 
2 Tli J t  — z

C fc= l (24)

E načba za določitev neznane funkcije, bodisi 
r(t), bodisi ju(t), je  vselej F redholm ove oblike d ru 
gega red a  ozirom a Serm anova, za k a te ro  se po 
znani m etodologiji pokaže, da je  enolično rešljiva  
za vsak  podatek. Dokaz opuščam o. Za zgled zapi
šimo enačbo za v(t) v  p rvem  prim eru . Označim o 
v  ta  nam en

f(z ) =  F  [D (z), co (z)] =  D (z) +  z Q'(z) 
+  co'(z) «3 0"(z)

[k = n
2  (Ak z +

k = 1

CT3 Dl "(z) j

(28)

tedaj so v izrazih

+  Bk) ln(z — Zk), 2  Bk ln(z — zk) 
k = l

r k = n

F 2(z ) =  F  [D2(z), ®3(z)] =
k = n

bk2 bk
Z — Zk

Lfe = l
Z _ /Z  — Zk
fc=l

«3 Da” (z)

(29)

(30)

neznani le koeficienti Ak, B k in  bk, k i jih  izrazim o 
z enačbam i (21), (22) in  (23). Če označimo z Do(z) 
in  co'o(z) tis ti del izrazov D (z) in  oj'{z) iz (24) in  (25), 
k je r  se po jav lja jo  in tegra li, teda j v e lja  z uporabo 
P lem ljev ih  fo rm ul p r i lim  z  — z  o e C

r(z0) +

S [i'(Z(i)] =  lim  F  [Do(z), cao(z)]
z-+z0

t  —  Zo
- f2 n i  J

v(t)  din  •
t  — zo - f2 m  J

v(t) d
t  —  Zq

t  — zo

9'(Z) =  —  f :2 ?rz J
« v(t) d t +  v(t) dt 

t  — z

k = n
1 r t  v(t) d t , XT' ■ ,  ,

-----  ---------- +  N  Bk ln(z ■— zk) — ccìQ
■ Tli J  (t —  Z)2 /  (

fc=i

(Z)

(25)

Tu so konstan te  Ak in  Bk zarad i znanih  robnih  
obrem enitev  znane, postavim o pa še

Re V

Ck ' c  1 Ck

7k f z  d l  +  2 n  i(Bk zk — Bk žk) (26)
J

Ck
<5k =  j' v(t) ds

Ck
(27)

V enačbah (26) je

ffo(z) =  g (z) —  g(Ak, B k> z)

k je r  pom eni G(Ak, Bk, z) izraz na levi s tran i enačbe 
(11), n a re jen  za tis ti del napetostn ih  funkcij Q(z) 
in  co(z), k je r  se po jav lja jo  le logaritm i.

Serm anova enačba za določitev funkc ije  v(t) se 
tako  glasi

S [r(zo)j +  Fi(zo) +  F2(zo) +  i Zo fJJ [v(z<>)] =  / 2(20)
(32)

V zgorn ji enačbi im am o korekcijsk i člen [v (zo)], 
k i p ri p rob lem u upogiba plošče odpade. Pom eni pa

za zo e C0 : 0  [r(zo)] =  Re

za z0 e Ck, k  >  0 : [r(zo)j =
=  { [zuo(r(Tk)) — -tno(Tk)] — [ioo(v(t0)) — «Ti(*o)] }

k je r  je  wo(v(rk)) izraz, iz raču n an  po fo rm uli (7), v 
po ljubno izb ran i točki r k e Ck, wo(rk) pa p redp isana  
v rednost v  isti točki.

Podobne enačbe dobim o p ri d rugačn ih  robn ih  
zahtevah. Enačbe (32) so, k ak o r je  že om enjeno, 
izredno ugodne za num erično  v redno ten je , saj, k a 
ko r vidim o iz (29), (30) in  (31), so n jihova  jed ra  
e lem entarna. P okazati m orem o tu d i nasledn jo  t r 
d itev : če konverg ira  po kaki num eričn i m etodi 
dobljena rešitev  v(t) na nekem  n o tran jem  delu  
plošče k  ek sak tn i rešitv i, tedaj k o n v erg ira ta  tu d i 
Q(z) in  a>(z), dobljena po fo rm u lah  (19) in  (20) ali



(24) in  (25), k je r za v(t) vstavim o num erično dob
ljene približke, p ro ti eksaktnim  rešitvam  enako
m erno na istem  delu plošče. A nalogna trd itev  ve
lja  za odvode teh  funkcij, seveda pa tud i za funk
cije fi{t) te r  (p(z) in  rp(z).

Z gornje izvajan je velja, če je  plošča končna. 
P ri neskončnih ploščah se razm ere nekoliko sp re
menijo, vendar ne bistveno.

3. POSPLOŠITVE STEVENSONOVEGA MODELA

q(x, y) =  q0 . ( 1 — —  | , qo =  const
l  K2/

k je r  je  R  polm er krožne plošče, položene s sredi
ščem v koordinatnem  začetku. K irchoffova teo rija  
velja tu  kakor vedno aproksim ativno, za Steven- 
sonov model zgornja zahteva n i dostopna, pač pa je 
eksaktno dostopna za posplošen model (33) oziroma 
(34). Po daljšem  računan ju  je  dobljena zanim iva 
form ula:

K er je  Stevensonova teo rija  u tem eljena na 
enem  sam em  privzetku  (1), si kaže ogledati mogoče 
posplošitve te  zahteve in  posledice, ki izhajajo od
tod. P rv i korak  v  tej sm eri je  bil n are jen  v [10]. 
Tu imamo nam esto enačbe (1) za izhodišče

oz = /’Š op Z p (33)
p =o

pri istih  obrem enitvenih pogojih, upoštevana pa 
je  tud i prostorn inska sila teže. Izkaže se, da je 
enačbi (33) mogoče eksaktno zadostiti, če je

d i2 q(x, y) = 0 (34)

Po povsem enaki poti kakor p ri S tevensonu je  
mogoče eksaktno izraziti elem ente napetostnega 
tenzorja  in  vse pom ike s štirim i analitičnim i funk 
cijam i cp(z), ip(z), Q{z), co (z) in  še z dvem a Pi(z) in 
Pa(z), s k a terim a je mogoče popisati obrem enitev 
q{x, y). Odtod izhaja, da z zahtevo (33) m oremo 
rešiti mnogo več problem ov eksaktno kakor pa s 
Stevensonovo zahtevo (1). Robni problem i, ki se 
izražajo z enačbam i (8 . . .  11), pa ostanejo povsem 
enaki. Leto kasneje se je  isti av to r lotil problem a 
posplošitve Stevensonovega m odela s polinom skim  
nastavkom  za oz povsem splošno in  problem  do
končno razrešil. R ezultati so zaradi obširnosti ob
jav ljen i za zdaj v  domači publikaciji [11]. Pokaza
no je, da je sm iselno za oz suponirati polinom  lihe 
stopnje n  — 2N + 1 glede na Z:

p—n
oz =  2  op{x, y) . ZP (35)

p ~ o

Izrazi op(z) se izražajo z obrem enitveno fu n k 
cijo q(x, y), za katero  velja

ZjN q(x , y) =  0 (36)

Funkcijo  q(x, y) je  mogoče izraziti z analitič
nim i funkcijam i. P ri n  = 2N +  1 jih  rabim o N.

Cim obrem enitev  q(x, y) ustreza enačbi tipa 
(36), je  mogoče torej eksaktno izraziti elem ente 
napetostnega tenzorja  in  vse pomike. Robni pro
blem i pa  ostanejo tud i tu  takšni, kakor smo jih  
form ulirali p ri S tevensonovem  modelu.

O stane na koncu vprašan je  prak tične  vrednosti 
posplošitve Stevensonovega modela. V strogem  teo
retičnem  pom enu je napredek  nesporen. G re pa za 
kolikostno presojo rezultatov, dobljenih  po kakšni 
posplošeni teo riji glede na  prvotno Kirchhoffovo. 
V [11] je  obravnavan  p rim er

w 0(r =  0) — iuk(r =  0) _  18(8 — 38) / h \ 2 1 11

tuk(r =  0) 35(1 — v) \ r )

Tu je Wk upogib sredn je  ravn ine  po K irchhoffu. 
Če vzamemo r  =  0,3 in  h =  0,1. R, tedaj je  K irch- 
hoffov upogib za 5,2 °/o prem ajhen, p ri h =  0,15 R 
pa že za 11,7 %. Z večanjem  debeline plošče postaja  
K irchhoffova teo rija  h itro  nenatančna.

4. SKLEP

Z delom [11] je  vsaj po m nen ju  pisca posplo
ševanje Stevensonovega m odela upogiba hom ogene 
izotropne ravne  plošče končano v  duhu  posplo
ševanja  obrem enitvene funkcije  q(x, y) s polinom 
skim  nastavkom  za oz- Teoretična vrednost teh  iz
vajan j je  v tem, da m oremo eksaktno zapisati ele
m ente napetostnega tenzorja  in  vse pom ike vselej, 
če je  q (x ,y )  poljuben polinom. Ta nam reč vselej 
ustreza  enačbi (36) p ri dovolj visokem  N. Robni 
problem i, ki jih  m orem o razrešiti, pa so že p ri 
Stevensonovem  m odelu defin iran i v na jširši mo
goči obliki. Seveda je  ostalo še nekaj nerešenih  
vprašan j p ri prosto položeni plošči, o čem er v  tem  
sestavku  nismo govorili. V prihodnosti pa se obeta 
posploševanje v povsem  drugi sm eri, in  sicer za 
plošče iz visoelastičnega m ateria la .
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