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Uporaba postopka končnih elementov za določitev 
neustaljenih temperatur v ceveh parnih kotlov

A. ALUJEVIČ, Z. MUDRI, P. ŠKERGET, F. ZGAGA

1. UVOD
Za reševanje problemov določitve tem peratur

nega polja v ravninskih prerezih trdn ih  teles im a
mo na voljo postopke končnih razlik kakor tudi 
končne in robne elemente. Doslej smo pri nas iz
delali programe za ustaljene tem peraturne razm e
re  s postopkoma MKE (metode končnih elemen
tov) in MRE (metode robnih elementov), sedaj pa 
smo obdelali tudi nestacionarne razm ere z MKE. 
P ri tem imamo trenutno v  program u vdelane samo 
mejne pogoje prve in druge vrste (znana vrednost 
funkcije in njen norm alni odvod), medtem ko 
bomo konvekcijske in sevalne pogoje upoštevali 
šele pri nadaljnjem  razvoju programa. (Omenimo 
naj še, da smo celotni problem z vsakršnim i mej
nimi pogoji po postopku MRE že razrešili in  ob
javili v Nuclear Engineering and Design, Vol. 76, 
No. 1, pp. 47—54, Amsterdam 1983.)

2. OSNOVE
Če ne upoštevamo notranjih  virov toplote, je 

vodilna enačba prenosa toplote v neustaljenem  
stanju

X V 21 = c g t  (1)

k jer so t tem peratura, X toplotna prevodnost, c spe
cifična toplota in g gostota snovi, m edtem  ko sta 
V 2 Laplaceov operator in (') časovni odvod. H zgor
nji enačbi lahko priredim o ustrezen funkcional ob
like

I  =  Ì  n  {A [(tx)2 +  (ty)2] +  c p (tT)2} dx dp (2) 

ki mora imeti minimum, tj.

d l/d t =  0 (3)

kjer je stolpec vozliščnih tem peratur

t =  (ti, t2, . .  ., tm} (4)

S postopkom končnih elementov izvedemo di- 
skretizacijo področja prereza na trikotne končne 
elemente te r dobimo sistem enačb

K  t +  C  t =  o (5)
kjer sta m atriki

K = S D ' K e D e* (6)
in

C = 2 D e CeD e* (7)

konduktivna oz. kapacitivna m atrika sistema, se
stavljeni iz deležev posameznih elementov (m, n — 
=  i, j, k)

K • Xe A e
e

[Ee <5mn +  (1 — dmn) Fe] (8)

kjer so

Ae =  ( P \ X j j  AVik — A  Vij A x ik)/^ (9)

Be =  (A  Xij A  V i k  — A  V i i  Axjk)2 (10)

£ e =  A A - l ,n + l  +  A j/V l,» + 1  (11)

Fe =  A CCm.m—1 A*£«+l, n A Vm.m—1 AVn+t, n (13)

oziroma

C e = (g c)e A e
1 2
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1 2 1
1 1 2

(o cle A e o'----------- (1 i- Omn)
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3. REŠEVANJE
Sistem enačb (5) prevedemo na sistem algebraj- 

skih enačb v splošni obliki

M  t k+1 =  N  t* (14)

na različne mogoče načine ekstrapolacije (reševanje 
navadnih diferencialnih enačb).

3.1 Euler jev eksplicitni postopek 
Uporabimo preprosto ekstrapolacijo

t k+i — t k -j- A t i fc (15)

in dobimo enačbo (14) v  obliki

C t k+1 =  ( C — A r K )  t fc (16)

3.2 Crank-Nicolsonov srednji postopek 
Uporabimo izboljšano ekstrapolacijo

t k+i =  t fc +  J A r  ( i fc +  t fc+1) (17)

in dobimo enačbo (14) v  obliki

( C +  h A t K ) 1 * + '  =  (C — h A r K ) t *  (18)

3.3 Povsem impliciten postopek 
Uporabimo ekstrapolacijo v obliki

t fc+i =  +  A t t fc+1 (19)

in dobimo enačbo (14) v obliki

( C + A * .K )  t fc+1 =  C t*  (20)
Vse omenjene različice lahko združimo v  na

slednjo obliko enačbe (14)

{ C  +  A r  0  K )  t k+1 =  [C — A t  (1 — 0) K ]  t k (21)

kjer je 0  =  0 pri Eulerju, 0  =  0,5 za Crank-Ni- 
colsona te r  0  — 1 v im plicitnem  postopku. Doblje
no enačbo (21) rešujemo potem v korakih časa A r  
z Gaussovo eliminacijo. Upoštevamo pri tem  m ejneB,



*
in začetne vrednosti tem peratur (Dirichletov po
goj), zelo preprosto pa tudi izolacijski (Neumannov) 
pogoj kot »neobremenjeni« rob.

4. RAČUNSKI PRIMER

Analizirali smo neustaljeno prevajanje toplote 
v prerezu cevi parnega kotla (slika 1) z diskretiza- 
cijo (slika 2) te r ustreznimi začetnimi in mejnimi

Sl. 1. Geometrija cevne stene s plavutjo

pogoji (slika 3). Zaradi preprostosti program iranja 
smo upoštevali samo prim er telesa z idealno pre- 
stopnostjo. V danem trenutku se torej tem peratura 
na Dirichletovih m ejah zniža oz. zviša z začetne 
vrednosti 200 °C ali 350 °C na tem peraturo med 
280 °C in 285 °C na površinah cevi te r 300 °C na sre
dini plavutnega rebra. Vmesna stanja ogrevanja 
cevi so prikazana na slikah 4, 5 in 6, medtem ko 
slika 7 podaja končno ustaljeno stanje. Ustrezna

Sl. 5. Izoterme ogrevanja cevi (po 0,6 s)

Sl. 6. Izoterme ogrevanja cevi (po 1,8 s)



Sl. 8. Izoterme ohlajanja cevi (po 0,25 s)

Sl. 10. Izoterme ohlajanja cevi (po 2,00 s)

stanja ohlajanja cevi so prikazana na slikah 8, 9 in 
10, m edtem  ko je končno ustaljeno stanje enako 
kakor na sliki 7. P ri analizah smo upoštevali tudi 
izbiro reševalne m etode (0 <  0  <1), kakor tud i ča
sovnega koraka (0,2 < A r  <  0,5 s), vendar vsega 
tega tukaj podrobno ne bomo podajali.

5. SKLEP
Z obravnavo neustaljenega p revajan ja toplote 

po postopku končnih elem entov smo analizirali 
uporabnost tega num eričnega orodja p ri iskanju 
porazdelitve tem peraturnega polja v  prerezu stene 
cevi parnega kotla. Z dobljenimi rezultati smo lah 
ko zadovoljni, saj smo s testiranjem  program a po
trdili, da daje dobre vrednosti. K er pa program  za 
zdaj dopušča samo uporabo tem peraturnih  in  izo
lacijskih m ejnih pogojev, bo dobro, če ga v p ri
hodnje dopolnimo, tako da bo upošteval tud i kon- 
vektivne in sevalne m ejne pogoje.
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