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Nekatere zakonitosti plastičnega tečenja anizotropnih stisljivih kovin
PETER LES

V novejšem času, še posebej med drugo sve
tovno vojno in po njej, so izdelovalci začeli izde
lovati izdelke iz kovinskega prahu, s čimer je me
talurgija dozorela v novo tehnično in ekonomsko 
zelo pomembno tehnologijo [1],

Dandanes lahko pridobivamo skoraj vse kovine 
v obliki prahu, tj. v drobnih delcih, katerih  veli
kost redko presega nekaj desetink milimetra. Ko
vinski prah uporabljamo povsod tam, k jer gre za 
izdelke ali m ateriale [2], ki jih drugače sploh ne 
moremo izdelati, kakor tudi tam, k jer je običajna 
m etalurška pot (npr. z litjem) sicer mogoča, daje 
pa slabše pričakovane rezultate, in nazadnje po
vsod tam, k jer je uparaba prahu zaradi prihranka 
m ateriala ali delovnega časa gospodarsko upravi
čena v prim erjavi z drugimi tehnološkimi postopki.

S prašno tehnologijo lahko tudi kovine in  druge 
m ateriale z visokimi tališči gospodarno predeluje
mo v izdelke z določeno obliko in lastnostmi, zato 
je včasih ugodna razdelitev prašne tehnologije v 
trdo in mehko. V mehko tehnologijo spada pred
vsem predelava železnih in neželeznih kovin, ki 
jih  lahko po sintranju še nadalje preoblikujemo, 
medtem ko spadajo v trdo tehnologijo izdelki, s 
katerim i mehansko obdelujemo druge m ateriale; 
to pa so karbidne trdine. Železne in  neželezne ko
vine je mogoče preoblikovati s prašno tehnologijo 
v oblikovno zapletene izdelke, in to z veliko m er
sko in  površinsko natančnostjo.

V zadnjem desetletju so polizdelki, izdelani iz 
kovinskega prahu, postali ponovno zelo zanimivi, 
ne samo zaradi gospodarnejšega pridobivanja za
pletenih oblik, ki se kažejo v prihrankih pri ener
giji, m aterialu in  času izdelave, temveč predvsem 
zaradi možnosti nadaljnje predelave v končne iz
delke z velikimi trdotami, trdnostnim i in drugimi 
mehanskimi lastnostmi. Mnogi avtorji so zato po
skušali tudi teoretično obravnavati zakonitosti pri 
plastičnem tečenju stisljivih, tj. poroznih (sintranih) 
snoveh.
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pri čemer je srednja deformacija em =  f(Ji) enaka

£m =  H £n  +  622 +  £33) (6 )

Teoretično obravnavanje enačbe (4) in s preiz
kusi določene deformacije kažejo, da Misesov pogoj 
o pojavu plastičnega tečenja ( % — k2 =  0 oz. З/Ј2 — 
— fcta =  0) velja le približno, in to tem bolj na
tančno, čim bolj gre poroznost proti nič.

Avtorji [1, 2, 3, 5], ki so teoretično obravnavali 
pogoje za pojav plastičnega tečenja, so razvili svo
je zakone o plastičnem tečenju.

Tako je K uhn [2] s svojimi sodelavci predlagal, 
naj velja naslednji pogoj o pojavu plastičnega te
čenja

3?2— (1 — Zv) J 2 =  kf2, (7)

k jer pomenijo drugo invarianto napetostnega 
deviatorja, J-2 drugo invarianto napetostnega ten
zorja, Zcf -—• deformacijsko napetost porozne snovi, 
v je Poissonovo število, ki se pri enoosnem tlačnem 
preizkusu določi iz enačbe

Porozne snovi se pri plastičnem preoblikovanju 
nekoliko stisnejo, p ri čemer nastanejo tra jne  spre
membe prostornine. Iz tega izhaja, da mora pogoj 
o plastičnem tečenju obsegati še dodatni m atem a
tični izraz, ki poleg napetostnega deviatorja in 
hidrostatičnega tlaka vpliva na začetek plastičnega 
tečenja, to pa tudi pomeni, da mora že prva in- 
varianta napetostnega tenzorja J\ obsegati pogoje 
za plastično stanje. Novejše teoretične razlage o 
plastičnem tečenju za porozne snovi [1, 2, 3, 5, 6] so 
to tudi upoštevale. Avtorji izhajajo iz plastičnega 
potenciala
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p ri čemer sta  <pa =  ln — in rpo =  ln — . K er pa je 
do ho

Poissonovo število pri nestisljivih snoveh v =  0,5, 
dobi enačba (7) ponovno obliko Misesove enačbe.

Kuhn je tudi predlagal, da se Poissonovo šte
vilo za sintrane kovine dobi z enoosnim tlačnim 
preizkusom po enačbi

v =  0,5 parei oz. v =  0,5(1 — p)a (9a, b)



pri čemer je relativna gostota porozne snovi

e r e i = ( l — P ) = ( l  — — ) =  -  (10)
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Poroznost dobimo iz prostorninskih delov p =  
Vn=  —  , gp je gostota porozne kovine, p0 pa gostota 
Vo

osnovne kovine.
V enačbi (9a, b) pomeni eksponent a določeno 

številčno vrednost (od 1 do 5), ki je odvisen od 
vrste in  toplotnega stanja poroznega m ateriala.

Z enačbama %  =  Jz +  4 J 12 in Џ2 =  ho'a . о'ц 
lahko pogoj o plastičnem tečenju (7) zapišemo v 
naslednji obliki

2(1 +  r ) 9 2 +  i ( l  — 2v) J i2 =  kf2 (11)

Ce v tej enačbi pišemo za 4(1 — 2v) =  a (12) 
dobimo z enačbo (9a, b) za a

a =  4(1 —• 2(0,5(1 — (1 — p)2))) =  U l  — (1 — p)2)
(13)

zato je tedaj pogoj o plastičnem tečenju

3(1 — a) Џ2 + a J i2 =  k£2 (14)
oziroma

F (o i j )  =  9 2 +  — ----- J i2 =  -  —  (15)
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Enačbe plastičnosti, ki povezujejo deformacijske 
hitrosti in napetosti za porozne snovi, lahko za 
glavni koordinatni sistem zapišemo v naslednji 
obliki

d st =  d l  ^Oi — om +  ———  om j  i =  1, 2, 3 (16)

Proporcionalni faktor d2  lahko določimo z iz- 
ločenjem napetosti iz (15) in (16)
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pri čemer pomeni E'g drugo invarianto hitrosti de
formacijskega deviatorja

E'g =  J((d £1 — d eg) 2 +  (d £g — d £з)2 +  (d £3 — d s{)2)
(18)

Ej je prva invardanta hitrosti deformacijskega ten
zorja:

Ei =  d £1 +  d eg- +  d £3 (19)

Za nestisljive snovi je v — 0,5, zato izhaja iz 
enačbe (12) a =  0 in  tako dobimo iz enačb (16) po
novno Misesov zakon o plastičnem tečenju, pri če
mer gre koeficient d A -> ј/ЗЕг/kf, upoštevati pa 
moramo še, da gre pri nestisljivih snoveh E'g -*■ 
Eg in  E1 -> 0.

V svojem izvajanju zakonitosti plastičnega te
čenja izhaja Green [3] iz togega idealno plastičnega 
telesa, ki je  po obliki votla krogla, in  postav
lja, da sta za stisljive snovi dve ekstrem ni napeto
sti, tj. čisti strig (ffi =  — 0 3 ,0 2  = 0 zato je J i =  0) 
in čisti hidrostatični tlak  (01 =  02 =  03, zato је 9 г  -- 
=  0) zelo pomembni.

Pogoj za pojav tra jne  deformacije pri strižni 
obremenitvi je podal v naslednjem  zapisu

pri čemer je k ;0 deform acijska napetost osnovnega 
m ateriala. Pogoj za pojav tra jne  deformacije v p ri
m eru čistega hidrostatičnega tlaka pa je

— kfo =  — ]/Š k0 =  — —  (21)
2 ln  p

Za poljubna vmesna napetostna stanja velja 
kombinacija enačb (20 in 21), iz česar izhaja pogoj 
za pojav tra jne  deformacije

1
4(ln p)2

J i2 (22)

Za enoosno napetostno stanje, ko sta 02 =  03 =  
=  0 in  01 =  kf, dobimo (z upoštevanjem, da je  J i =  
=  01 +  02 +  03 =  kf) pogoj za pojav tra jne  defor
macije v  naslednji obliki

\\3(1 — p ’)/ 4(ln p)2/

Če zadnji izraz vstavimo v enačbo (22), dobimo 
ponovno pogoj za pojav plastičnega stanja enačbo 
(15), pri čemer upoštevamo, da je koeficient a sedaj

__________9(1— p^)2_________
4(ln p)2 (3 — 2pv‘)2 +  9(1 — p,/s)2

(24)

Enačbo plastičnosti za porozne snovi lahko za
pišemo tudi v naslednji obliki:

d Bij — d 1
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kjer za d l  vstavimo enačbo (17).
Za popolnejši opis plastičnega tečenja stisljivih

snovi potrebujemo še tr i ravnovesne enačbe ( —— =
\ dxj

te r  kontinuitetno enačbo (ki jo lahko izve
°)

demo iz konstantnosti mase m  =  q V  =  const) po 
naslednjem  zapisu
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Ce Poissonovo število izračunamo iz (25) in pri 
tem  upoštevamo, da je 02 =  os =  0, dobimo

v =  — =  i ( l — 3a) zato je a — g(l — 2v) 
d si

oziroma:

ali tudi:
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dr r
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Iz mejnih vrednosti za Poissonovo število (v mo
ra biti med vrednostjo 0 — nobenih prečnih defor
macij in med vrednostjo 0,5 — prečne deformacije 
so tako velike, kakor pri nestisljivih kapljevinah) 
dobimo za koeficient a vrednost med

0 ^  a £  S (27)

Ce v enačbi (15) upoštevamo, da je kf =  ]/Šk, 
tedaj jo lahko zapišemo v obliki

k 2 =  3(1 — a) Џ2 + a Ji, (28)

ki je pogoj za pojav plastičnega tečenja za porozne 
snovi.

Teorije o plastičnem tečenju stisljivih snovi se 
razlikujejo samo v faktorju  a, ki je odvisen od po
roznosti oziroma od relativne gostote, a = f  (nrC|).

Faktor a — 0 je za prei =  1, za prei =  0,5 pa do
seže po različnih teorijah vrednosti od 0,1 do 0,25.

Pogoj za plastičnost (28) obsega prvo invarianto 
napetostnega tenzorja Ji, ki ustreza hidrostatične- 
mu deležu, kar pomeni, da velja enačba tudi v p ri
m eru čistega hidrostatičnega napetostnega stanja. 
Samo v posebnem prim eru, ko je  a =  0 (za prei =  1) 
se enačba spremeni v  znano Missesovo enačbo za 
nestisljive snovi.

Enačbo (16) lahko za cilindrični koordinatni si
stem (i =  r, z, d) zapišemo v obliki:

Si =  A* ^Oi — om +   ̂2a omj  , £i;- =  2* . ТЦ (29)

pri čemer je proporcionalni faktor za porozne snovi

1 /  1 — a V 22* =  — (3(1 — a) .E '2 + ------- Ei2 ) (30)
fcf \ 4a  J

Prva in druga invarianta h itrosti deformacij
skega tenzorja dobita novo obliko

Ei =  sr +  +  šz
E2 = i(sr2 +  «,* +  sz2) +  erz2 (31)

medtem ko je  druga invarianta hitrostnega devi- 
atorja

E '2 =  Eg +  g E12 (32)-

Enačba kontinuitete dobi za porozne snovi novo 
obliko:

šr +  +  ez +  — =  0 (33)
в

dvr * v r , d v z \ [  de , dg\  „ ---- +  — +  —  +  — l v r —  +  vz — ) =  0
dr r dz e \  dr dz/

(34)

V tej enačbi pomeni zadnji sumand delež spre
membe gostote.

Če izračunavamo komponente hitrosti v r in v z 
iz podane tokovne funkcije ip{r, z), dobimo ponovno 
enačbe za posamezne hitrosti v obliki

sr = 1 d2 w , 1  dw . 1 dv)------ p  + ----- 1- £,, = --------- - sr =
r dr dz r2 dz r2 dz

/  1 ( V  i 1 d 2 1 d2 %p\
Brz =  21-------------------------------- ----
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1 d2 Z 

r dr dz

(35)

Enačbe (35) so bile razvite v prejšnjem  članku.* 
Če pa so deformacijske hitrosti podane kot 

funkcije časa, lahko prim erjalne deformacije izra
čunamo iz deformacijskih hitrosti po naslednji 
zvezi

t
Sprim =  J ®prim d t (36)

to * 1 2 3 4 5 6

* Leš, P .: P ovezava m ed  defo rm ac ijam i, defo rm ac ijsk im i 
h itro s tm i in  n ap e to s tm i v  p las tičn em  p o d ro č ju  za  an izo tro p n e  
in  n es tis ljiv e  m ate ria le . SV 1983/7—9.
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