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Doloé¢anje koeficientov intenzivnosti napetosti na miniracunalniku
po metodi kon¢énih elementov

JOZE FLASKER — ANTON JEZERNIK

1. UVOD

Ob vrhu razpoke v zobnem korenu zobnika Ze-
limo doloéiti napetostno in deformacijsko stanje.
To stanje lahko dobro opiSemo, ¢e poznamo koefi-
ciente intenzivnosti napetosti (KIN).

Dolo¢imo jih numeri¢no na miniraéunalniku
ISKRA/DELTA po metodi konénih elementov
(MKE) po treh razliénih metodah.

Te metode so ekstrapolacija ali mejni prehod,
energijska metoda in metoda integrala J. Na pod-
lagi znanih KIN in znanega razmerja med Kj in
Kn lahko dolo¢éimo smer S§irjenja razpoke. Izpo-
polnjen program pa omogoca tudi dolo¢anje ob-
motja plastiénosti.

2. PREDMET RAZISKAVE

Izberemo valjasto evolventno zobniSko dvojico
s Stevilom zob zi, 22, standardnim modulom my,
koeficientom premaknitve osnovnega profila x, te-
menskim razstopom c¢ in nagibnim kotom stan-
dardnega profila an. Za izbrano zobnifko dvojico
grafiéno dolo¢imo ubirnico 1, ubirne todke A, B,
C, D, E, velikost premera v zobnem korenu in ve-
likost ro¢ice, na kateri deluje zobna sila [1]. V pre-
rezu 1 — 1 napravimo razpoko z dolzino a (sl. 1).

Silo, od katere je odvisno napetostno in defor-
macijsko stanje, imenujemo zobno silo F},. Najne-
ugodnejse delovanje sile je, ko deluje v ubirni toéki
D [1], pod kotom a, odvisna pa je od relativnega
gibanja zobniSke dvojice in lege totke D mna ubir-
nici oziroma na boku zoba.

Sl. 1. Predmet raziskave
Valjasta zobniSka dvojica: 2y =17, z: =35, i = 2,06
a, = 20° x =0, b = 120 mm, hg* = 20,9 m, Sp* = 19 mm
Fy, = 500 N/mm
(* obe veli¢ini sta dolo¢eni grafi¢no)

y

Zobno silo izratunamo po enacbi

OFdop - w

= (2.1)

cosa.hr.b

Vrednost zobne sile za izbrano zobnisko dvojico
in material je
Fp = 500 N/mm

To je obenem tudi tako imenovana specifitna
sila, s katero obremenimo zob z razpoko za analizo
v ravninskem napetostnem stanju.

2.1. Izbira modela

Izberemo model, za katerega smo mnenja, da
dobro ponazarja zob zobnika. Razdelimo ga na
konéne elemente (KE) in izberemo robne pogoje
(sl. 2).

Elemente v okolici vrha razpoke moéno zgosti-
mo, tako da v polju okrog vrha razpoke dobimo
boljSe rezultate.

Slika 3 prikazuje detajl A, kjer smo KE zmanj-
Sali in mrezo KE moé¢no zgostili.
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Sl. 2. Razdelitev modela na konéne elemente (KE)
Stevilo elementov 104, Stevilo vozlisé 325, Stevilo pod-
por 5, debelina 1mm, tip elementov izoparametri¢en
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Sl. 3. Zgostitev mreZe ob vrhu razpoke
d =0,1mm, 1 in 2 poti integracije
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3. TEORETICNO IZHODISCE

Osnovna enacba za dolocevanje napetostnega in
deformacijskega stanja v okolici vrha razpoke je
Airyjeva napetostna funkcija

AP =10 (3.1)

Z vpeljavo kompleksnih spremenljivk Musheli-
vilija @(2) in %(2) dobimo z znanimi transformaci-
jami znane Irwinove enacbe.

Napetostno stanje ob vrhu konice razpoke (sl. 4)
opiSemo s tenzorjem napetosti

Oif = V_fu © + konéni éleni i,j=1,2,3 (3.2)

in deformacijsko stanje s tenzorjem deformacij

K
Uif — — igij @ + konéni éleni
n 27

i,j=l1,23
(3.3)

Enacbi kaZeta, da ju ne moremo uporabiti za
vrednost r = 0, ker dobimo fizikalno nemogoce
stanje. Pri reSevanju problema z MKE poznamo
napetostno in deformacijsko stanje, kar lahko
s pridom uporabimo za izraéun koeficientov inten-
zivnosti napetosti (KIN).

Poznamo tri vrste KIN: Ky, Kni, Kmr (sl. 5).

Za obravnavani primer je pomembno najprej
ugotoviti KIN Kj, ki je posledica razpiranja raz-
pok (prevladujejo natezne napetosti) in potem
KIN Ky, ki je posledica striznih napetosti (sl.5).

KIN Ky in Kjr lahko ugotovimo po veé razliénih
metodah.

razpoka

Sl. 4. Napetostno stanje ob konici razpoke

i K Km

Sl. 5. Razpiranje razpok

3.1. Metoda ekstrapolacije ali mejni prehod
3.1.1. Doloéanje koeficienta intenzivnosti napetosti
(KIN) K1

Osnovni enatbi (3.2) in (3.3) preoblikujemo.
KIN K dolotimo iz napetosti ali pomikov. Vred-
nost KIN K dobimo tako, da limitiramo z r — 0.

Tako dobimo enaébo za Kj iz napetosti:

K1 = lim[/2770y(r, 6 = 09]  (3.1.1.3)
r=+0

in enadbo za Kj iz deformacij

I/—uy (r, @ = 180")] (3.1.1.2)

Sedaj v okolici vrha razpoke izberemo obmotje
r. Za iskano obmot¢je r moramo ugotoviti potek na-
petosti in deformacij (sl. 6).

Ki =
(k + I) r-—>0
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Sl. 6. Potek mapetosti gy in deformacij v ob konici
razpoke

1 — potek napetosti f(Ky) = ap + a1 7 + a2 72

2 — potek deformacij f(Ky) = ao + o1 7

Potek napetosti in deformacij izrazimo s funk-
cijama. Dobimo sistem enaéb. ReSevanje sistema
enatb mehaniziramo in ga reSimo na raéunalniku.
Resitev ay pomeni vrednost KIN Kj iz napetosti ali
pomikov.

Prednost dajemo rezultatom, izra¢unanih po po-
mikih. Vrednost za Kr = 140 N/mm?~.

3.1.2. Dolocanje koeficienta intenzivnosti napetosti
(KIN) Kp
ReSevanje je podobno kakor v-prejinjem po-
glavju. Enathi (3.2) in (3.3) preoblikujemo tako, da
je iz striznih napetosti ali deformacij mogoée dolo-
¢iti KIN K.
Tako dobimo iz napetosti

K = lim [V2rnr.20(r, © = 0)]

in iz pomikov

(3.1.2.1)

K = lim [ 5

g k—- ulr, 0= 0}] (3.1.2.2)
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Tehnika reSevanja je podobna prejsnji (dolo¢anje
KIN Kj).
Vrednost KIN Kjr znasa

K1 = 43 N/mm??
3.2. Energijska metoda
Teoretiéno izhodiS¢e je sprememba elastiéne
energije, ko se razpoka z dolZino a poveéa za d, pri

enaki obremenitvi (sl. 7),

Ue Ue + d (Ue)
\

7

on

Af d(Af) A
a b
S1. 7. Temelj energijske metode
Osnovno enaébo
Af Af?
d(Ue) = = d(4f) ———dN (3.2.1)
(Ue) N (45) 5 dN?

preoblikujemo tako, da dobimo ena¢bo za izratun

KIN Kj, ki se glasi
F a
2 a7, f(—)
Sr. d Sy

V enatbi (3.2.2) je neznanka funkcije f(a/sr), ki jo
imenujemo korekturna funkcija. Funkecijo f(a/sr)
lahko dolo¢imo, ¢e poznamo deformacijo simetrale
zoba pri razli¢nih globinah razpoke in enaki obre-
menitvi.

Razpoko izpolnimo s KE (sl. 8).

\ 10 l'.ﬁ

K = (3.2.2)

|

Aa=05

a=2

Sl 8. Detajl razpoke za energijske metode

Z izlotevanjem KE razpoka po koraku Ada =
= 0,0mm raste od za¢etne vrednosti a =0 do
konéne vrednosti @ = 2 mm. Pri enaki obremenitvi
postaja zob mehkejsi, deformacije se z vefanjem
razpoke povetujejo. Prek transformacij pridemo do
diagrama za korekcijsko funkcijo (sl. 9).
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Sl1. 9. Korekcijska funkcija

Z diagramom lahko po enacbi (3.2.2) izraduna-
mo KIN Kj za razli¢ne globine razpoke, pa tudi za
a = 2 mm.

Vrednost po tej metodi za K; = 172 N/mm3/2,

3.3 Metoda integrala J

Osnovna enatba je Riccov integral.

E
t
n
&
razpoka ->

a7

Sl. 10, Pot integracije

Lds (3.3.1)

Integral J preoblikujemo tako, da ga je mogote
vgraditi v program po MKE,

Preoblikovan integral J se za numeri¢no inte-
gracijo na miniraéunalniku glasi

J= gf[(W‘i — Ogi « &zi — Tayi - § Yayi) 4y +
T GRSl g ot )
Deformacijsko delo se glasi
Wi='% oy . 5%

Vrednosti &i, y2yi izradunamo iz enadb elastié-
nosti.
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Okoli vrha razpoke izberemo integracijske poti
(sl. 3). Po MKE ne more biti vrednost integrala J
neodvisna od poti, zato vzamemo za vrednost J
povpreéno vrednost. Razlike po izbranih integra-
cijskih poteh so majhne.

Ker velja

Ki (J) = JET

lahko izraéunamo pri znani vrednosti J KIN K (J),
ta vrednost pa znaSa

(3.3.3)

K (J) = 151 N/mm?/?

Enacba (3.3.3) velja samo pri ¢éistem nategu, za
dvoosno obremenitev pa velja
Breh = Kki* FEn" (3.3.9)
Pri znani vrednosti KIN Ky lahko doloéimo res-
niéno vrednost za KIN Kj, dolotenega z metodo
integrala J.
Dobimo Kj = 145 N/mms3/2,

3.4 Analiza rezultatov koeficientov intenzivnosti
napetosti (KIN)

Za zob z razpoko v korenu zoba nam je z nu-
meriéno analizo uspelo izra¢unati KIN K; po treh
metodah, KIN K z mejnim prehodom oziroma
ekstrapolacijo, z metodo integrala J pa tudi raz-
merje med KIN Kp in Kyj. Razmerje med Ki in
K je pomembno za dolofevanje smeri Sirjenja
razpoke.

Tako imamo naslednje vrednosti:

Ekstrapo- Ener- Integral
Metoda: lacijska gijska J Enote
K] 140 i 72 145 I\T‘r'fl'l'ﬂ:'ltla"r 2
Odstopek 3 16 — /o
K 43 —_— — N/mm3?2

Mnenja smo, da je rezultat KIN K; dolo¢en z
metodo integrala J najprimernej$i. Najmanj odsto-
pa vrednost KIN Kj, doloten po ekstrapolacijski
metodi, medtem ko vrednost, dolo¢ena z energijsko
metodo, odstopa precej. Rezultat je namreé po tej
metodi odvisen od Stevila, oblike in tipa elementov
ob somernici zoba in koraka rasti razpoke Aa.

Ima pa metoda to prednost, da smo z dolo¢itvijo
KIN K; dolodili korekecijsko funkecijo fla/sr), ki jo
lahko uporabimo za dolo¢anje KIN Kj za razliéne
globine razpoke in dolocanje Stevila obremenitve-
nih ciklov pri dinamiénih obremenitvah.

Vse tri metode so preproste in dobre. Ker no-
bena metoda ne terja velikega §tevila KE, jih je
mogoce uporabiti pri raziskavah na minira¢unal-
niku.

4, DOLOCITEV SMERI SIRJENJA RAZPOKE

Zanimivo bi bilo ugotoviti pri nestabilnosti smer
Sirjenja razpoke.

To lahko ugotovimo po metodi integrala J (v ti-
stem delu integracijske poti, kjer je delez 4J k
skupni vrednosti J najmanjsi, v tisto smer se bo
Sirila razpoka) ali po Sihovi teoriji [2].

Sih je vpeljal faktor specifi¢ne deformacijske
energije S, ki ima v okolici razpoke naslednjo
obliko:

S = a1 . K2+ 2. a2 KKy + ag Kii? (4.1)

Vrednosti koeficientov so podane z naslednjo
ZVeZo:

a11=1+v(3—4w—cosz?) (1 + cos )
ass = —;ysinrﬁ‘(cosﬁ—-l +29) (4.2)
SR T - (1 — ooy B

8E

+ (3 cos # —1) (1 + cos )

Pod tistim kotom #, kjer je S najmanjsa, se bo raz-

poka Sirila.
Velja tudi, kadar je
ﬁ = 0 (4.3)
dd

Z znanima vrednostma za Ki = 145 N/mm3? in
Ki = 43 N/mm?®2 ugotovimo ¢ == 23,

5. DOLOCEVANJE OBMOCJA PLASTICNOSTI

Opraviti imamo z realnim materialom. Pri¢ako-
vati je, da bo ob vrhu razpoke nastalo obmodje
plasti¢nosti. Velikost obmo¢ja dolo¢imo s primer-
javo primerjalne napetosti in meje tecenja.

razpoka

Sl. 11. Obmocje plasti¢nosti
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Program izpopolnimo z Mises-Huberjevo hipo-
tezo (M.H.). Ko je primerjalna napetost enaka meji
teéenja, sklepamo na velikost obmoéja plasti¢nosti
(sl. 11).

Obmoéje plastiénosti je v resnici nekoliko vedje,
ker M.H. hipoteza temelji na enacbah elasti¢nosti.
Obmodéje plastiénosti (sl. 11) je zamaknjeno iz nav-
pi¢nice, kar kaZe na vpliv striznih obremenitev.

6. SKLEP

Iz predstavljenega lahko povzamemo, da je
MKE primerna numeriéna metoda za radunanje
koeficientov intenzivnosti napetosti, da z njo lahko
dobro ocenimo smer Sirjenja razpoke in velikost ter
obliko obmod¢ja plasti¢nosti.

Zavedamo se, da je to zadetek in da v teh za-
¢etnih raziskavah ni moé¢ naenkrat zajeti vseh vpli-
vov (dinamiénih obremenitev, dislokacij, utrjeva-
nja, temperature...) ampak, da je treba model po-
stopno dograjevati in izpopolnjevati.

Ker gre za enega izmed prvih pristopov ugotav-
ljanja KIN strojnega elementa na osnovi lomne
mehanike, so bile nekatere poenostavitve nujno po-
trebne. Kljub pomanjkljivosti, da rezultati niso po-
trjeni s preizkusi, smo lahko z njimi zadovoljni in
so vzpodbuda za nadaljnje raziskave.

Zavedamo pa se, da bomo morali numeri¢ne
metode dopolniti z ugotovitvami in vrednostmi, do-
lo¢enimi s preizkusi.

POMEN OZNACB IN SIMBOLOV

a — dolZina razpoke
aii, ae, agg — koeficienti
b — S§irina zobnika
d — debelina, dolZina KE
Fy — zobna sila
Af — upogib, deformacija
fii © — funkcija

UDK 621.833.38

3‘(&) — korekturna funkecija
SF
gij © — funkcija
hr — rodica delovanja zobne sile
J — Riceov integral

KIN — koeficient intenzivnosti napetosti Kj,
Kn
N — recipro¢na vrednost vzmetne
konstante

S — specifi¢na deformacijska energija
sF — prerez zobnega korena
U, — elastiéna energija

ujj — tenzor deformacij
W — odpornostni moment, deformacijsko
delo

X1, X2 — osi
a — kot delovanja zobne sile
I' — pot integracije

%, @ — kot

oF dop — dopustna napetost
oij — tenzor napetosti
@ — Airyjeva napetostna funkcija

@(2), x(z) — kompleksni funkciji Muskelisvilija
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Snovanje polzastih gonil z racunalnikom
JOZE FLASKER, DUSAN MRKELA in ANTON PRISTAVEC

1. UVOD

Program POLGO (POLzasta GOnila) je name-
njen konstrukterjem v konstrukcijskih birojih za
izratunavanje in konstrukecijo polZastih gonil. Upo-
rabljati ga je mogoée pri zasnovi novih ali pa za
kontrolo Ze obstoje¢ih polzastih gonil.

Zasnova programa POLGO je tak$na, da je upo-
rabnik — konstrukter prek zaslona vedno v nepo-
srednem stiku z izvajalnim programom.

2. ZASNOVA PROGRAMA

Zasnova programa je tak$na, da lahko na pod-
lagi osnovnih Zelenih karakteristik, ki naj jih ima
gonilo (mo¢, prestavno razmerje, vrsta materiala
polza in polZastega zobnika) dolo&a osnovne vred-
nosti, kakrSne so modul, medosni razmik, natanéno
prestavno razmerje, koeficient premika profila os-
novne zobnice. Prav tako doloda vse geometri¢ne
vrednosti polZa, polZastega zobnika, izkoristek, iz-



