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Transverzno izotropna termoelastiénost valja in krogle
ANDRO ALUJEVIC — MARJAN KROMAR

1. UVOD

P.ogo‘st vzrok za pojavljanje napetosti v trdnih
telesih je neenakomerna temperaturna porazdeli-
tev. Zato se pojavljajo toplotni raztezki

=T (1)
ki jih upostevamo v konstitutivnem (Hookovem)
zakonu glavnih napetosti

op = 2G ep + Lz + 25+ ex) — 8L "
n=ij k (2)
kjer sta Lamejevi konstanti izotropnega materiala
L=9vE/((1+»)(1—2¥)

G = E/((2(1 + »)) (3)

V dolgem valju (i =1, j = ¢, k = 2) velja, Ce je

povsem prepre¢eno vzdolzno gibanje (tj. strogo rav-
ninsko deformacijsko stanje),

e =0 4)

medtem ko je pri krogli (i=7, j=¢, k=79) v
obeh lo¢nih smereh

& = &k (5)

Zaradi Cauchyjevih zvez (v povsem somernem
polarnem primeru)

& = du/dr (6)

g = ufr )

ter ustrezne ravnoteZne enadbe valja (n = 1) oziro-
ma krogle (n = 2)

doi/dr + n(oi—a))/r =0 (8)
dobimo Navier-Lamejevo enaébo izotropne termo-
elasti¢nosti
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z mejnimi pogoji dolgega valja (cevi) oziroma vot-
le krogle (a < r = b):

gir=a)=—ps , oilr=0b)=—ps (10)

ter pri dolgem polnem valju (palici) oziroma polni
krogli (0 =<7 = b):

ur=0)=0 , o6(r=>b)=—pp (11)

Resitve so dobro znane (npr. Timoshenko [1] in
jih lahko povzamemo v naslednji obliki za dolgi
votli valj in votlo kroglo (brez p, in pp vpliva, torej

ko sta ps = pp = 0):
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a

medtem ko so za dolgi polni valj oziroma polno
kroglo (ob py = 0)
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ter je tretja komponenta (kadar imamo g = 0)
glavnih napetosti

— v dolgem (votlem in polnem) valju

or = v(oi + 0;) —E aT(r) (16)
— in pri (votli in polni) krogli
O = 0j (17)

Temperaturno porazdelitev dolofimo iz toplot-
ne enatbe prevajanja

d

2 —( (T E) +q(r) =0 (18)
dr

rh dr
ob ustreznih mejnih pogojih enostransko hlajenega
telesa valja oziroma krogle: r=a ... dT/dr =0,
r=05b... T=T,, medtem ko lahko toplotne vire

in prevodnost g oziroma 1 izberemo nespremen-
ljive.
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Zato velja obrazec temperaturne porazdelitve
v valju in krogli

T(r) = Tp + qo/(2(n + 1) A) . (B2 — 1>+ f) (19)
kjer je v dolgem polnem valju in polni krogli
=i (20)
ter v dolgem votlem valju
f = 2a21n (r/b) (21)
oziroma v votli krogli
f = 2a3%(1/b — 1/7) (22)

Zgornji izraz temperature velja tudi pri zamenjani
vlogi a in b, torej ¢e je votlo telo valja ali krogle
hlajeno le znotraj.

2. NEIZOTROPNA TERMOELASTICNOST

Zaradi razlik med elastiénimi parametri trans-
verzno izotropnega materiala

Ei=E;j=FE; , wiFvie=vir ,
Gix = Gix = Gij = Ei/(2(1 + »3)) (23)

velja posploseni Hookov zakon, zapisan v matriéni
obliki
{e} = D {o} + {e°} (24)

kjer je matrika Youngovih elastiénih parametrov
Dy, Dz, Ds
D

=D , Dy, 'By (25)
D3 ' D3 ) Dy
in so:
Dy = I/E; (26)
D2 = — Wj/Ei (27)
D3 = — vix/Ex (28)
Dy = 1/E; (29)

Obratna oblika Hookovega zakona pa ima na-
slednji matri¢ni zapis

{o} = C ({e} —{*)) (30)
kjer je
C =D (31)
matrika Lamejevih elasti¢nih parametrov
Ci,Ce, Cq
g 5 g i a0 (32)
C3 » C3 3 CJ
in so:
Ci = Co(1 — viz? Ei/Ey) (33)
(£ = Cu(‘vij + vi2 E,—/E_;;) (34)
= Covir(1 + »ij) (35)
= Co(1 — »;®) E4/E; (36)
oziroma
Co = E/((1 +vij) (1 — »ij — 292 Ei/Ey) (37)

kar velja za valj, medtem ko imamo pri krogli lah-
ko le izotropne elastiéne parametre (saj ne obrav-
navamo vedplastnih teles):

=Cy=L+2G , Co=Cs=1L (38)
Toplotni raztezki valja so v sploSnem
0 3= &% =F &z (39)

medtem ko imamo v primeru krogle opravka s to-
plotno razteznostjo v obliki

e F e = af (40)

Ustrezna Navier-Lamejeva enac¢ba valja in kro-
gle se sedaj glasi

gggmﬂ=
dr \r® dr

_deb, Codep
dr Gy dr C1 dr T Cy

(41)
katere reSitev, zapisana za glavne napetosti, pa je
za dolgi votli valj in votlo kroglo
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medtem ko so za dolgi polni valj in polno kroglo
ustrezni obrazci

N\ (C.—cg)(c1+ncg>( f(“”

n+1 Tt

n

J.(Es) rdr +—J. (2 &) ?‘"d?‘)upb (44)

oy (C1=Ca) €1 +nCo)( J.(’“)

n+1 n 1
n
-J.(.Ss) ™ dr +LJ.(2.9) i S e
b‘nJ.l n
—(2—n)2C3/(Cr+ C3).&x® | —po (45)

kjer pomenita skupni oznaébi vsoto in razliko top-
lotnih raztezkov

(Ze) =& +ng®+ (2—n)2C/(C1 + Cs) e  (46)
(de) =& —¢g;° (47)

Tretja komponenta napetosti (ob podmeni, da je
¢ = konst., tj. deg/dr = 0, kar je stvarno ravninsko
deformacijsko stanje mesto strogega, ki je defini-
rano z ¢; = 0) pa je v dolgem votlem valju

o = Ci (oi + o5+ 2. (pp.b%2—
Gl (8g

— Pa- a?)/(b® — a?)) — (2C*/(Cy + C2) — Cy) .

. (2[(b2 T ekﬂ) (48)

kar seveda ustrezno velja tudi za dolgi polni valj
(a % 0); tj‘
Cs

EeEs ;
. (o + 05 + 2pp) — (2C2/Cy + Co) — Cy) .

o =

f b
. (2;‘b2 fer®rdr — sk“) (49)
0

medtem ko za (polno in votlo) kroglo velja enacba
(17) o = aj. :

Pri polnem valju oziroma polni krogli dobimo
v limiti (r = 0) vrednosti radialne in obroéne na-
petosti (po I'Hépitalovem pravilu)

po — (C1—C3). (cl+-nc9)( f(””

el
n
{278)
n+1

f(“ &) redr |— po (50)

bn+1

(C1—Cy) (C1 +

b
2Ca) ._J.(Ae)%vL

g = "
7 il c
n
= 2) f(z &) 1 dr —
n(n + 1} (e}t
Sl 2C;
= s;“—(Z—n)-—qi——ek“ —pp (51)
n Cr+ Co
tako da je njuna razlika na vrtilni osi (r = 0)
GI“— 050 ANF (Cl'_"'CS) (cl + n Cﬂ) (Eju_ Ef_.n)::-'2 (52)
o=l
C1
n

in se do;/dr pri r = 0 izniéi le, ée sta & = &

3. PODATKI IN REZULTATI

Izbrali smo parametre keramiénega jedrskega
goriva (UQOg, SiC in grafitna posteljica [2, 3]):
E; = Ej, = 4 GPa — Youngov modul elasti¢nosti

vij = v = 0.15 — Poissonovo Stevilo

a; = 3ppm/K  — radialna toplotna razteznost
ar = 4ppm/K  — aksialna toplotna razteznost
Ty = 1000 K — povrsinska temperatura
=b
qo = 250 MW/m?® — tOplOtI)la moé& goriva
Ao = 20 W/mK - toplotna prevodnost
a=0; 5mm — notranji polmer valja oziroma
krogle (polno in votlo telo)
b=25; 10mm — zunanji polmer valja oziroma
krogle (polno in votlo telo)
P« = 0 MPa — notranji tlak (votlo telo)
pp = 0 MPa — zunanji tlak (votlo in polno

telo)

S temi Stevilskimi vrednostmi smo racunalnisko
(Simpsonova integracija) ovrednotili rezultate (sli-
ke 1 do 4), ki jasno kaZejo poteke napetosti v glav-
nih smereh (tam so striZzne nié) cevi, palice ter vot-
le in polne krogle. Napetosti zaradi povrsinskih tla-
kov so preprosto adiktivne k podanim vrednostim.

4. SKLEP

Dopolnili smo doslej znane izraze za napetosti
transverzno izotropne termoelasti¢nosti, ki so bili
na voljo le za votle valje (Head idr. [4, 5, 6, T])
z obrazci za votlo kroglo, kakor tudi za polni valj
in polno kroglo. Uporabili smo Stevilske podatke
za keramiko, dasiravno so razmere v kovinah zelo
podobne (morda le manj izrazite).
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Sl. 1. Napetosti v cevi
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palici

Sl. 3. Napetosti v votli krogli
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