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Transverzno izotropna term oelastičnost valja in krogle
ANDRÒ ALUJEVIČ — MARJAN KROMAR

1. UVOD
Pogost vzrok za po jav ljan je napetosti v trdn ih  

telesih  je  neenakom erna tem peratu rna porazdeli­
tev. Zato se pojavljajo  toplotni raztezki

£° =  a  T  (1)
ki jih  upoštevam o v konstitutivnem  (Hookovem) 
zakonu glavnih napetosti

On =  2G En +  L{Si +  Ej +  Ek) ---3L £°
n  =  i, j, k  (2)

k je r sta Lam ej evi konstanti izotropnega m ateriala

L = v E/((l +  v) (1 — 2r))
G =  E/((2(l +  v)) (3)

a  i  =  

b
L.n+1 — an+l r

1 b™+1 — an+1 J

n a E/rn+1 
1 — v

r \
T(r) rn d r —J*T(r) r ra dr I (12)

Oj  =
a E/rn+1 j( n rnJrl +  an+1

1 — r 11 bn+1 — an+1
T(r) rn dr +

J+  T(r) r™ dr — T(r) r'>71 +  1 (13)

V dolgem valju  (i =  r, j =  ep, k  =  2) velja, če je m edtem  ko so za dolgi polni valj oziroma polno
povsem  preprečeno vzdolžno gibanje (tj. strogo rav - kroglo (ob p& — 0)
ninsko deform acijsko stanje),

ek =  0 (4)
m edtem  ko je p ri krogli (i = r, j =  op, k  =  #) v 
obeh ločnih sm ereh

Ej =  Ek (5)
Zaradi Cauchyjevih zvez (v povsem somernem 

polarnem  prim eru)
e% =  du/dr (6)

E, =  u /r (7)
te r ustrezne ravnotežne enačbe valja  (n =  1) oziro­
m a krogle (n =  2)

doi/dr +  n (ni — a j) jr  =  0 (8)

Oi
/  &n a E I 1 f

1 _ J  t>n+l J
\ 0

T (r) r” dr ■ — frn+l J T(r) rn dr

(14)

0,- =  ■a E

U I

—— j T(r) rn dr + ------ f
bn+1 J rn+1 J

o o

T(r) rn dr — T(r)

(15)

dobimo Navier-Lam ejevo enačbo izotropne term o- 
elastičnosti

d / 1  d ,  \  1 +  v de0— J-------- (rra u)
dr \  rn dr ■ v dr

(9)

z m ejnim i pogoji dolgega valja  (cevi) oziroma vot­
le krogle (a ^  r  b) :

Oi(r = a) =  —  p« , Oi(r = b) = — pb (10)

te r  p ri dolgem polnem  valju  (palici) oziroma polni 
krogli (0 <; r  b):

u(r =  0) =  0 , o;(r =  b) =  — p/, (U)

te r je tre tja  komponenta (kadar imamo e/c = 0) 
glavnih napetosti

— v dolgem (votlem in polnem) valju

Ok =  v(oi +  Oj) — E a T(r) (16)

— in pri (votli in polni) krogli

a k = Oj (17)

Tem peraturno porazdelitev določimo iz toplot­
ne enačbe prevajanja

- - ( T" i(T )  — ) +  q(r) 
r ” dr \ d r /

0 (18)

ob ustreznih m ejnih pogojih enostransko hlajenega 
R ešitve so dobro znane (npr. Timoshenko [1] in telesa valja oziroma krogle: r  =  a . . .  dT/dr =  0 ,

jih  lahko povzamemo v naslednji obliki za dolgi 
votli valj in  votlo kroglo (brez pa in  pi, vpliva, torej 
ko sta  Pa =  Pb =  0) :

r = b . . .  T  = Tb , m edtem  ko lahko toplotne vire 
in prevodnost q oziroma l  izberemo nesprem en­
ljive.



Zato velja obrazec tem peraturne porazdelitve 
v valju in krogli

T(r) =  Tb +  q0/(2 (n +  1) k>) . (b2 -  r2 +  f) (19)

kjer je v dolgem polnem valju in polni krogli
j  =  0 (20)

te r v dolgem votlem valju

f  =  2a2 ln (r/b) (21)

oziroma v votli krogli

/  =  2a3(l/b — 1/r) (22)

Zgornji izraz tem perature velja tudi pri zamenjani 
vlogi a in b, torej če je votlo telo valja ali krogle 
hlajeno le znotraj.

2. NEIZOTROPNA TERMOELASTlCNOST 
Zaradi razlik med elastičnimi param etri trans- 

verzno izotropnega m ateriala

E; =  E j 4~ Eft , Vi j  4 ^  Vi k  =  V j k  ,
GiA =  Gjk 4= G a  =  Ej/(2(1 +  va)) (23)

velja posplošeni Hookov zakon, zapisan v matrični 
obliki

M  = D { a }  +  {e°} (24)
kjer je m atrika Youngovih elastičnih param etrov

D
Di , Ds , Ds 
Ds , Di , Ds
D3 , Dg , Dt 

Di =  1/Ei

Ds =  — Vij/Ei 

Ds =  — vik/Ek 

Di =  1 /E*

kar velja za valj, medtem ko imamo pri krogli lah­
ko le izotropne elastične param etre (saj ne obrav­
navamo večplastnih teles):

Ci =  C4 =  L +  2G , C-2 = C 3 = L (38)

Toplotni raztezki valja so v splošnem

' 4= £j° 4= (39)

medtem ko imamo v prim eru krogle opravka s to­
plotno razteznostjo v obliki

si0 4= «j0 =  £&° (4°)
Ustrezna Navier-Lamejeva enačba valja in kro­

gle se sedaj glasi

d ( - - (r" « ) )  =
r™ dr /dr V 

.0
+

dr Ci dr Ci dr
+  £ l  ÉfL +  ”  Cl ~  C- (e.o _  Ejo)

r Ci
(41)

katere rešitev, zapisana za glavne napetosti, pa je 
za dolgi votli valj in votlo kroglo

(C, — C8) (Ci +  n C2)
n +  1 • Ci

(25)

(26)

(27)

(28) 

(29)

{ h
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— Mrn+i J
a b
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dT ^n+l^.n+1 — a71"*”1) 

v (bn+1__dn 1

u

I(Zle)
dr

(2  e) rn dr +
yTL 4~ 1 m_^n+1

rn+l(bn+l _  an+l)

Obratna oblika Hookovega zakona pa ima na­
slednji m atrični zapis

{a } =  C ({£} —  {£«}) (30)
kjer je

C =  D - 1 (31)

m atrika Lamejevih elastičnih param etrov

C

in so:
Ci =  Co(l — Vik2 Ej/Eft) (33)

C2 =  Co(vjj +  vik2 Ei/Ek) (34)

C3 =  Co vik( 1 +  Vij) (35)

C4 =  C0(l — va2) Ek/Ei (36)
oziroma

Co =  Ei/((1 +  va) (1 —  vij —  2v2ik Ei/Ek) (37)

(2  e) rn dr I +  (pt, bn+1(an+1 — rn+1) ■—

— pa . an+1(bn+1 — rn+1))/(rn+1(bn+1 — an+1)) (42)

(Ci — C8) (Cx +  n Ca)
n +  1

C i

( r o
r  dr bn+l(r ra+l -I- ara + l/n ) r dr

(d e ) ------------------------------------(de) —
J r  (bn+1 — an+1) rn+1 J  r
a a

Cl c 2 C8'
(32)

r

+  1 fc 2 Ci C 3 n r71-*-1 J
LCs c 3 C4J a

j
1 e) rn dr +  ■

(2  e) rn dr

rn+i -)- an+1/n 

n +  1

1 «; (2 — n) 2C3/(Ci +  C2) . e*0 j +

+  (— pi, bn+1(an+1/n  +  rn+1) +
+  pa an+1 (bn+1/n  +  r re+1))/(rn+1(bre+1 — an+1)) (43)



medtem ko so za dolgi polni valj in polno kroglo 
ustrezni obrazci

b
0Ci — C8) (C, +  n Cg)

Oi =
n  +  1

• C !
f l - dr 1

/ C/ \

• J* (A £) rn dr + ----— J* (A r) rn dr j — p;, (44)

(Ci — C2) (Ci + n C 2)
n +  1

n
■ C i (- /w « ) i+  1

r  n r.n+l

• f o a )  rn dr +  —-— f
J bn+1J

ti H-  1(2,' e) r” d r ----------- . —

— (2 — n) 2Ca/(C/ +  C2) . e*® — p& (45)

kjer pomenita skupni označbi vsoto in  razliko top­
lotnih raztezkov
(2 e) =  si« +  n  £j° +  (2 — n) 2Ca/(Ci +  C2) %« (46)

(A e) = st° — «/> (47)
T retja komponenta napetosti (ob podmeni, da je 

ek =  konst., tj. dfi/c/d r =  0, kar je stvarno ravninsko 
deformacijsko stanje mesto strogega, ki je defini­
rano z e* =  0) pa je v  dolgem votlem valju

o* = -------— -. (ai +  oj +  2 . (p* . b2 —
C\ +  C2

— va . a2)/(b2 — a2)) — (2C32/(C! +  C2) — C4) .

• ^2/(b2 — a2) . J £/c° r  dr — £7C°j (48)

kar seveda ustrezno velja tudi za dolgi polni valj 
(a =  0), tj.

C3
O/c ---------------

Ci +  c 2
. (a, +  Oj +  2pft) — (2C32/C i +  C2) — C4) .

• ^2/b2 . J £&° r dr — (49)

medtem ko za (polno in votlo) kroglo velja enačba 
(17) Ok =  O j.

P ri polnem valju  oziroma polni krogli dobimo 
v limiti (r =  0) vrednosti radialne in  obročne na­
petosti (po l’Höpitalovem pravilu)

ff;0 =  (Ct — C2) .(C i  +  n C 2) / _  ? dr _
n + l  \ J  r

n +  1 bn+1 J  
o

(2  s) rn dr ■Po (50)

(C1 — C2) (Ct +  n C2)
n +  l

C 1
-h > r +

+
(2 s)

n(n +  1) b "+

n +  l

- fn + l J
+  ---------  { 2  e) rn dr -

2C3£j° — (2 — n ) ------ —  e*# — P6 (51)
n Ci +  C2 J

tako da je n juna razlika na v rtiln i osi (r =  0)

oi0- OjO =  < C i-C r i(C i +  n C a  _ £ž0)/2 (52)
n +  l

■Ci

in se doi/dr pri r  =  0 izniči le, če sta £i° =  s j° .

3. PODATKI IN REZULTATI

Izbrali smo param etre keram ičnega jedrskega 
goriva (U02, SiC in grafitna posteljica [2, 3]) :

Ei — E k =  4 GPa — Youngov modul elastičnosti 
Vij =  vik =  0.15 — Poissonovo število
at =  3 ppm/K — radialna toplotna razteznost
au — 4 ppm/K — aksialna toplotna razteznost
Tb =  1000 K — površinska tem peratura

qo =  250 MW/m3 
2o =  20 W/mK 
o =  0; 5 mm

b =  5; 10 mm

pa =  0 MPa 
Pb — 0 MPa

(r =  b)
— toplotna moč goriva
— toplotna prevodnost
— notranji polm er valja oziroma 

krogle (polno in  votlo telo)
— zunanji polmer valja oziroma 

krogle (polno in  votlo telo)
— notranji tlak (votlo telo)
— zunanji tlak (votlo in polno 

telo)
S temi številskimi vrednostmi smo računalniško 

(Simpsonova integracija) ovrednotili rezultate (sli­
ke 1 do 4), ki jasno kažejo poteke napetosti v glav­
nih smereh (tam so strižne nič) cevi, palice te r vot­
le in polne krogle. Napetosti zaradi površinskih tla ­
kov so preprosto adiktivne k podanim vrednostim.

4. SKLEP

Dopolnili smo doslej znane izraze za napetosti 
transverzno izotropne termoelastičnosti, ki so bili 
na voljo le za votle valje (Head idr. [4, 5, 6, 7]) 
z obrazci za votlo kroglo, kakor tudi za polni valj 
in  polno kroglo. Uporabili smo številske podatke 
za keramiko, dasiravno so razm ere v kovinah zelo 
podobne (morda le manj izrazite).



Sl. 1. Napetosti v cevi

Sl. 3. Napetosti v votli krogli
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