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Analiza deformacijskega stanja dvoslojnih kom pozitnih m aterialov
IGOR EMRI

1. UVOD
Različne vrste polimerov se pogosto uporablja 

za površinsko zaščito kovin pred korozijo. Ker so 
razteznostni koeficienti polimerov in kovin zelo 
različni, je tak  spoj na stiku obeh materialov obre
m enjen s strižno obremenitvijo, ki pogosto povzro
ča razslojevanje in luščenje polimernega sloja. Opi
sani problem se pojavi posebno v primerih, ko je 
toplotna obremenitev taka, da se tem peratura poli
m era dvigne v  bližino tem perature faznega pre
hoda Tg ali čez.

S podobno problematiko se je med prvim i 
ukvarja l Timoshenko [1], ki je s posplošeno teorijo 
upogiba reševal problem deformacije bim etalnega 
traku, katerega tem peratura zaradi toplotne obre
m enitve narašča linearno.

Na podobno problematiko naletimo pri leplje
nih konstrukcijah, ki so vse pomembnejše v ve
soljski, letalski in avtomobilski industriji, k jer 
spodrivajo vijačne in  kovične zveze. Omenjeno 
problem atiko je obširno obravnaval Kinloch [2], 
[3], ki se sklicuje na 277 pomembnejših del s tega 
področja do leta 1981.

Zelo podobna problem atika se pojavlja tudi pri 
kompozitnih m aterialih, ojačenih z vlakni [4], k jer 
pride v prim eru prevelike hitrosti ohlajanja do 
koncentracije napetosti v okolici ojačitvenih vla
ken, kar zopet vodi k  razslojevanju in s tem  zm anj
šanju trdnostnih lastnosti m ateriala.

V prispevku bomo podali analitično rešitev de
formacijskega stanja dvoslojnega m ateriala, od ka
terih  se eden obnaša elastično, drugi pa linearno 
viskoelastično. P ri matem atičnem  izražanju prob
lema bomo sledili načinu, ki so ga uporabili Muki, 
S ternberg [5], Morland in Lee [6], pri analizi za
ostalih napetosti v linearno viskoelastičnem m ate
rialu  pri sprem injanju tem perature okolice.

2. OBLIKOVANJE PROBLEMA IN 
TEORETIČNA REŠITEV

Postavimo, da je spoj med obema slojema idea
len in  nadalje, da je sprem injanje tem perature ta 
ko počasno, da bo v vsakem trenu tku  tem pera
turno polje po celotni prostornini konstantno.

Geometrična oblika fizikalnega modela je p ri
kazana na sliki 1. Spodnji sloj naj se obnaša ela
stično, zgornji pa linearno viskoelastično. Mehan
ske lastnosti viskoelastičnega sloja naj bodo po
dane s strižnim  relaksacijskim  modulom in
prostorninskim  modelom stisljivosti Ko, ki ga 
smemo imeti v prvi aproksimaciji za konstantnega 
[7], V skladu s časovno tem peraturnim  superpozi- 
cijskim načelom [8] je vpliv tem perature podan s 
časovno-tem peraturnim  prem aknitvenim  faktorjem
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Sl. 1. Geometrična oblika fizikalnega modela dvoslojne
ga materiala

ü t o ( T )  [8], [9], [10], K er smo postavili, da je tem pe
raturno polje po celotni prostornini konstantno, 
lahko vzamemo, da je  tem peraturno-prostorninski 
razteznostni koeficient a(T) neodvisen od časa [9].

Pomike v obeh m aterialih  lahko sedaj zapišemo 
v obliki

d wu  =  £o r  — z ----
ò r

v  =  0 (1)
w  = w{r)

kjer so u, v  in w  po vrsti pomiki v smeri r, in  z 
in so =  e(z =  0) deform acija v  radialni smeri.

Deformiranost elem enta je najpreprosteje po
dana s polmerom zakrivljenosti. Izhaja

=  d2 w(r) ^
R r2

Razmerje (2) velja seveda samo v prim eru, če je 
sferična zakrivljenost majhna.

Namen prispevka je določitev deformacije v  ra 
dialni smeri in velikosti zakrivljenosti d2w / d r 2 kot 
posledice sprem injanja tem perature m ateriala.

2.1. Viskcelastični sloj
Zvezo med napetostnim  in deformacijskim sta

njem  v viskoelastičnem sloju lahko zapišemo v ob
liki

OKK =  3K0(£kk — 3« •&)*, (3)

S ij =  2/a *deg** (4)

k jer d' označuje spremembo tem perature, S  g in e,-j 
pa so deviatorične komponente napetostnega in de
formacijskega tenzorja.

* P o n o v ljen i in d e k s  o zn aču je  sum acijo .
** Z vezdica (*) o zn aču je  S tilltjesovo  kon v o lu c ijo : 

t
S i j  =  2 J n(t — K ) d e ..( k )



Za izbrano valjasto obliko elementa velja:

2or
oz =  0

0KK =  Or +  Ow ■

*Sr — — O r
3

(5)

er =  £r ----- (—- +  3a & Ì
3 \3K J

Z upoštevanjem (5), preide enačba (4) v obliko

2ar(z, t)
O r(z , t) =  6/u(t)* d £r(t)

[■ 9K0
• afT(t)] 0]l

(6)

Or(z, t) +
4M*)
3K0

V primeru, ko se tem peratura m ateriala spre
m inja s časom, preide enačba (7) v obliko 

t
4 C ... ò ar(z, x)

Or(Z, t) +
3K

—  X
Ò X

■dx =

h

- 6 j /a(t' —

kjer je [9], [10] 

oziroma

0[St(x) -  a(T(x)) 0(x)] J« ) ----------------------------- d«
d X

dx' =  dx/(XT

Ptf

du

0
t

H
ar T(u) 

du
a7' T (ju)

log ar =
Ct(T(t) — Tp) 

'C 2 +  T(t) — To

Sledi
t ’ =  f(T(t)) =  gr(t)

0r(Z, t) =  Or(z, t') 
Er (Z, t) =  £r(z, t') 

Q (t) =  ß(t')

kjer smo označili

(8)

(9)

(10a)

(10b)

( H )

Q(t) =  a [T (t)]  m (14)

Sistem enačb (13) definira transform acijsko raz
m erje med prostoroma z realnim  in relativnim  no
tranjim  časom m ateriala.

Z upoštevanjem transform acijskih razmerij (13), 
preide enačba (8) v obliko

3r (z, t') +

v

■ h -
dor(Z x )  ,

X ) ---------- dx
3K0 J dx'

=  6 J / r ( t ' - ■x)
d [ h ( z ,x ') -Q ( x ') ] dx, (15)

dx'

'd0r(z, t) — 6//(t)*d[£r(t) — a(T(t)) &] oziroma

(?) 0r(Z, t ')  + ------ ju (t')*  d o r(z, t ')  =
3K0

=  6ju(t')* d[£r(z, t ')  —  Q (t')] (16)

K er se pojavlja v enačbi (15) oziroma (16) samo 
relativni oziroma reducirani čas, lahko preslikamo 
enačbo v Laplaecov prostor. Izhaja

Or(z, s) +  - ^ — J l (s ) S(Z, s ) )  s  =  6 j ü ( s )  [ 2 r ( z ,  s )  ---12(s)] S
3K0

(17)
in od tod

ST(z, s) =  18K0 /u(s) [£r(z, s) — -Q(s)] S 

3Ko +  4/I(s) s
(18)

Glede na to, da je prostorninski modul stislji- 
vosti konstanten, lahko brez matematičnega dokaza 
vzamemo, da obstaja v časovnem intervalu [0, °°) 
taka funkcija lezenja P(t), da je

P(t) =  {3K0 +  4iu(t)}~1

Potem velja [11]

P ri tem  je T  o začetna (referenčna) tem peratura, 
Ci in C'2 pa sta m aterialni konstanti.

Pri tem smo vzeli, da tem peratura T ni odvisna 
od prostorskih koordinat.

Relativni notranji čas m ateriala je odvisen od 
kinetike molekularnih vezi, ta  pa od trenutno raz
položljivega medmolekularnega prostora, potreb
nega za gibanje molekularnih verig.

Ker je element, ki ga obravnavamo, obremenjen 
samo s toplotno obremenitvijo, velja [9], [10]

J [3Ko +  4u(t’ — x)] P(x) dx = t' 
o

oziroma

(19)

( 20) 

(21)

(12)

[3K0 +  4/I(s) s] s P(s) =  1

Enačbo (18) lahko sedaj zapišemo

3r(z, s) =  18K0[u(s) P (s) s] {[£r(z, s) — £>(s)] s} (22)

Po izpeljavi inverzne Laplaceove preslikave do
bimo

3ri(z, t') == 18K0{/r(t')* dPi(t')* d[2r(z, t') — ß(t')]}
(23)

Pri tem smo z indeksom 1 označili, da velja reši
tev (23) za viskoelastični sloj.

E k sp o n en t (— 1) o značu je  o p erac ijo  in v e r tira n ja .



2.2. Elastični sloj
Za elastični sloj se napetostno-deformacijski 

enačbi (3) in  (4) poenostavita v znano obliko
OKK =  3K[£kk — 3a #] (24a)

Sa =  2u e , ( 2 4 b )  
Enačba (6) se poenostavi v

2ör(z, t)

{•
Or(z, t) =  6/i I £r(t) 

in od tod

Or(z:

9K
■a(T(t))0(t) (25)

4) = 6-" [X + W )  — a(T(t)) #(t)l (26)
Ce sedaj upoštevamo, da je

£r(t) =  £o(t) ---z
d2w(t)

dr2
(27)

in nadomestimo ju in K  z modulom elastičnosti E 
in Poissonovim koeficientom v, preide enačba (26) 
v

E2aT2(z, t) = eo(t) _z d h m _ a2(T(t)) #(t)i
dr2

(28)
k jer smo z indeksom 2 označili, da rešitev velja za 
elastični sloj.

Iz ravnotežnih enačb na sile in momente, poda
nih v obliki

2 (h,+h2)
J j r(z, t') dz =  0 (29)

izhaja

2(hi + h9)
J z 3r(z, t ’) dz == 0 
o

(30)

18K0 hi m  (t')* dPi(t')* deo(t') +
E2 ■ h2 eo(t')

■VB ! "
-  18K0(hi2 +  2h! h2) t n ( t y  dPi(t )* d ( — j— )

1 —  V2 dr2 J
=  18K0 hi juft')* dPi(t')* dß i(t') +

E2+
1 —

• li2 a2 #(t') (31a)
V2

in

18K0(hi2 +  2h\ h2) dPi(t')* deo(t') +

+  - ^ — h22i 0(t')
1 ---V2

24K0(1h3 +  3hi2 h2 +  3hi h22) . jui(t')* dPi(t')* d ■

/d2w(t') \ +
I or" J 1

E2 4  U 3 < P w (t’Y  ■ h23
■ v2 3 dr2 J

18K0(hi2 +  2ht ha) jn(t')* dPi(t')* dßi(t') +

+ E2
1 ---V2

- h'22 0.2 d(t') (31b)

Enačbi (31) predstavljata sistem konvolucijskih 
integralskih enačb z dvema neznankam a eo(t') in 
Ò2w(t')/Òr2, ki sta rešitev zastavljene naloge v pro
storu z reduciranim  časom.

V skladu s (13) sledi

£o(t) =  eo(t') 
d2w (t) d2w(t')

dr2 dr2

(32a)

(32b)

k jer je zveza med t in  t ' podana z enačbami (9), 
(10) in  (11).

Sistem enačb (31) po sklenjeni poti ni rešljiv, 
zato je treba sistem rešiti številčno.

V prim eru, ko sta oba sloja elastična, se sistem 
(31) poenostavi in rešitev siedi v sklenjeni poti. 
Elastična rešitev je kot posebni prim er obravnava
na v dodatku I.

3. ŠTEVILČNA REŠITEV
Za številčni zgled smo izbrali dvoslojni m ate

rial, sestavljen iz polivinilacetata (PVAC) in stekla 
BK-7. Viskoelastične lastnosti PVAC smo poznali 
že od prej [9], [10], lastnosti za steklo BK-7 pa smo 
dobili od izdelovalca:

«2 =  7 .1  10-6 K -1 
E2 =  8 .1  109 N/m2 
v2 =  0.208

Obravnavali smo dva prim era:
a) gretje od začetne tem perature To — — 25 °C, 

ki je precej pod tem peraturo faznega prehoda 
PVAc, Tg =  29 °C
in

b) ohlajanje od začetne tem perature To =  150 °C, 
p ri kateri je PVA0 že v raztaljenem  stanju.

V obeh prim erih je bila h itrost sprem injanja 
tem perature m ateriala 0.05 °C/min. Debelini visko- 
elastičnega in elastičnega sloja sta bili po vrsti 
hi =  0.5 mm in  h2 =  0.3 mm.

Številčno reševanje je potekalo takole:
a) najprej smo z uporabo enačb (9—11) izraču

nali zvezo med t in t ’. Rešitev je v obliki diagram a 
po vrsti za gretje in  ohlajanje prikazana na slikah 
2 in  5;

b) nato smo v prostoru reduciranega časa t' re 
šili sistem enačb (31);

c) nazadnje smo, v skladu z enačbami (9—11) 
in  (18), preoblikovali rešitev v prostor realnega 
časa t.

Rešitve so v obliki diagramov prikazane na sli
kah 3 in  4 te r 6 in 7.

4. OBRAVNAVA IN SKLEPI
Rezultati za prim er g re tja  so prikazani v dia

gram ih na slikah 2, 3 in  4. V prvem  diagram u je 
v logaritem ski skali podana zveza med realnim  (t) 
in  reduciranim notranjim  časom viskoelastičnega 
sloja (t')- Iz diagram a je razvidno, da se na začetku 
notranji čas, glede na realnega sprem inja počasneje,



Sl. 3. sL — s0(t) — cigCT — T0) v odvisnosti od tempera
ture materiala za primer gretja 

r
-25 0 25 75 “C 125

Sl. 4. Ukrivljenost elementa l/R v odvisnosti od tempe
rature materiala za primer gretja

kar je logično, saj je pri Tq == — 25 °C m aterial daleč 
pod tem peraturo faznega prehoda, ki je za PVAC 
približno pri Te =  29 °C.* Gibanje molekularnih ve
rig je  pri tej tem peraturi izredno počasno, zato je 
proces relaksacije m ateriala izredno počasen in se 
m aterial obnaša linearno elastično. To je lepo raz-

* Tg je  odv isen  od m o lek u la rn e  teže  m a te r ia la  in  p re iz 
k u sn ih  ra z m e r [10],

log t
Sl. 5. Zveza med t' in t za primer ohlajanja

Sl. 6. sL = £0(t) — <*2(T — T0) v odvisnosti od tempera
ture materiala za primer ohlajanja

Sl. 7. Ukrivljenost elementa l/R v odvisnosti od tempe
rature materiala za primer ohlajanja

vidno tudi iz diagramov (3) in (4), kjer sta za p ri
merjavo vrisani elastični rešitvi (A4) in (A3), ki 
sta podani v dodatku. Zaradi različnih tem pera
turn ih  razteznostnih koeficientov v tem  območju 
dvoslojni element krivi v linearni odvisnosti od 
trenutne tem perature m ateriala.

V trenutku, ko pa se približamo tem peraturi 
faznega prehoda, h itrost gibanja m olekularnih ve
rig naglo naraste, kar lepo popisuje diagram od
visnosti t' =  f(t) (sl. 2). Notranji čas m ateriala nam 
reč popisuje kinetiko molekularnega gibanja [10].



Zaradi sile, ki jo povzroča deform irani elastični 
sloj, pride do relaksacije v viskoelastičnem sloju, 
katere hitrost z naraščajočo tem peraturo naglo na
rašča. V okolici nad tem peraturo faznega prehoda 
Tg pride torej do interakcije dveh pojavov:

a) povečevanja deformacije elementa zaradi 
različnih tem peraturnih raztezkov in

b) procesa relaksacije, v  viskoelastičnem sloju, 
ki ima nasprotni učinek — zakrivljenost se zm anj
šuje.

Z naraščajočo tem peraturo slednji prevlada in 
element se vrne v  začetno nedeformirano stanje. 
To je lepo razvidno s slike 4.

V prim eru ohlajanja, smo za izhodiščno stanje 
izbrali tem peraturo To =  150 °C, ki je daleč nad 
tem peraturo faznega prehoda Tg. Youngov modul 
viskoelastičnega sloja je v tem  tem peraturnem  pod
ročju izredno majhen, zato ostaja element na za
četku procesa ohlajanja nedeformiran, kar je lepo 
razvidno s slik 6 in 7. Pričakovali bi, da bo do 
krivljenja elementa prišlo pri isti tem peraturi ka
kor v prim eru segrevanja, tj. v okolici tem perature 
faznega prehoda. Iz diagramov 6 in 7 pa je razvid
no, da to ni tako. Do krivljenja elementa pride 
nam reč že pri tem peraturi, približno T =  80 °C. 
Opraviti imamo s pojavom zam rznitve  m olekular
nih verig, ki se pojavi v trenutku, ko je h itrost 
ohlajanja večja od hitrosti gibanja molekularnih 
verig [10], [12]. Tak m aterial je v termodinamično 
neravnotežnem stanju. V trenutku, ko ohladimo m a
terial pod tem peraturo faznega prehoda, se gibanje 
molekularnih verig praktično ustavi (glej odvis
nost t' =  f(t) na sliki 5) in m aterial se ponovno 
obnaša linearno elastično, kar je razvidno iz dia
gramov na slikah 6 in 7.

Prikazani prim er lepo ponazarja problematiko, 
ki se pojavi pri toplotno obremenjenih večslojnih 
materialih. Iž prim erjave rezultatov, prikazanih na 
slikah 3 in 4 te r 5 in 6, je razvidno, da je postopek 
ohlajanja neprim erno bolj kritičen od postopka se
grevanja.

Pri ohlajanju polimerov iz gumijaste v steklasto 
karakteristiko pride nam reč pri konstantni hitrosti 
ohlajanja, vedno do pojava zamrzovanja moleku
larnih  verig [10], [12], kar ima za posledico močno 
sprem injanje vseh fizikalnih lastnosti polimerov.

Da bi se izognili tem u problemu, je treba proces 
teoretično analizirati in določiti optimalni potek 
ohlajanja, ki vsebuje vmesna izotermalna časovna 
obdobja, znotraj katerih  se m aterial relaksira. Več 
o tem  v eni od naslednjih objav.

DODATEK I:

ELASTIČNA REŠITEV DEFORMACIJSKEGA 
STANJA DVOSLOJNEGA MATERIALA V

V prim eru, ko sta oba m ateriala elastična, lahko 
sistem enačb (31) rešimo po sklenjeni poti.

Napetostno stanje v obeh slojih je po vrsti po
dano naslednje

»n (z, t) =

Ur2(z, t) =

— 1—  |"eo(t) —  z —W^ - —  ai(T(t)) #(t) 1
1 — n L dr2 J

(A l)

E2 r d2w(t) J---- L -  eo(t) — z -----— — a2(T(t)) &(t)
1 —  V 2 l  Òr2

(A2)

Če sedaj enačbi (Al) in (A2) uvrstimo v ravno
težni enačbi (29) in (30) in integriram o, dobimo po 
nekaj računih naslednji rešitvi:

d2w(t) 30i 02 hi h2 
dr2 ~~ A

• [T(t) — To] [ai(T(t)) — c®(T(t))] (hi +  h2) (A3) 
in

[T ( t) -T o ]
£0 (t) --------------------

A
■ {[Ih2 ai(T(t)) hi4 +  as(T(t)) h24] —

— 0 i 0 2[3fi22(hi2 +  2hi hg) (ai(T(t)) — as(T(t))) — 
— Ahi M «i(T(t)) h22 +  a2(T(t)) hr')]} (A4)

kjer je
A =  0 i2 hi4 +  0 22 h2i +

+  401 0 2 hi h2(hi2 +  h22) +  6hi2 h?  0 i  0 2 (A5)

0i =  — ; i =  1, 2 (A6)
1 ---Vi
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